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I. 

L'ouvrage  que  j’ai  publié,  il  y a quinze  ans,  sous  le  titre 
d’ A perçu  historique  sur  l’origine  et  le  développement  des 
Méthodes  en  Géométrie  (1)  était  une  préparation  à la 
publication  que  je  commence  aujourd’hui.  D’autres  tra- 
vaux m’avaient  détourné  de  ce  sujet.  Mais  une  chaire  de 
Géométrie  supérieure , réclamée  depuis  longtemps  par  la 
Faculté  des  Sciences  et  instituée  en  1846’,  m’ayant  été  con- 
fiée, j’ai  dû  reprendre  mes  anciennes  études  et  m’eflbreer 
de  lier  entre  eux,  pour  les  ériger  en  corps  de  doctrine,  des 
matériaux  insérés  en  partie  seulement  dans  les  Notes  de 
IV7,  icreu  historique. 

Au  lieu  de  l'ouvrage  que  je  mentionnais  alors  sons  le 
nom  de  Compléments  de  Géométrie  et  dans  lequel  je  me 
proposais  de  réunir  ces  matériaux , je  me  suis  trouvé  natu- 
rellement conduit  à faire,  s’il  m’était  possible,  un  Traité 
complet;  et  j’ai  dû  l'intituler  Géométrie  supérieure , pour 
conserver  le  titre  même  de  la  chaire  consacrée  à l’ensei- 
gnement de  la  Géométrie  pure. 

Nouveau  par  le  litre,  ce  Traité  de  Géométrie  supérieure 
l’est  aussi,  à beaucoup  d'égards,  par  h»  matières,  et  prin- 
cipalement par  la  méthode  de  démonstration.  Ce  qui  le 
caractérise  essentiellement  et  détermine  l’esprit  dans  le- 
quel il  a été  conçu,  c’est  l'uniformité  de  cette  méthode  et 
la  portée  de  ses  applications. 

Les  principes,  ou  théories  spéciales,  sur  lesquels  re- 


(I)  Voir,  plu,  loin  , la  noie  il"  la  pae*1  *\xi 
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posent  ces  procédés  uniformes  de  démonstration,  sont  dé- 
veloppés dans  le  volume  que  je  public  aujourd’hui.  Il 
contient,  en  outre,  l'application  de  ces  principes  aux  pro- 
priétés des  figures  rectilignes  et  circulaires,  et  quelques 
théories  générales,  entre  autres  la  théorie  des  figures  ho- 
inographiffues  et  celle  des  figures  corrélatives,  d'où  déri- 
vent , dans  leur  plus  grande  extension  , les  deux  méthodes 
de  transformation  des  figures  en  usage  dans  la  Géométrie 
moderne. 

On  trouvera  plus  loin  une  indication  sommaire  de  ces 
différentes  parties;  et  alors  je  dirai  quelles  sont  les  théo- 
ries fondamentales  sur  lesquelles  reposent  les  démonstra- 
tions que  j'emploie  ; et  je  chercherai  à expliquer  d’où  pro- 
viennent la  facilité  et  la  fréquence  de  leurs  applications. 
Mais  je  dois  indiquer  d’abord  les  caractères  généraux  qui 
distinguent  ces  méthodes  à d autres  égards  : en  cela  surtout , 
qu  elles  participent  aux  avantages  propres  à /’ Analyse. 

Je  veux  parler  de  la  généralité  dont  sont  empreints  tous 
les  résultats  de  la  Géométrie  analytique,  où  l’on  ne  fait 
acception,  ni  des  différences  de  positions  relatives  des  di- 
verses parties  d’une  figure,  ni  des  circonstances  de  réalité 
ou  A' imaginante  des  parties  qui . dans  la  construction  gé- 
nérale de  la  figure,  peuvent  être,  indifféremment,  réelles 
ou  imaginaires.  Ge  caractère  spécifique  de  l'Analyse  se 
trouve  dans  notre  Géométrie. 

Mais  ces  méthodes  de  pure  Géométrie  présentent  un  autre 
avantage  essentiel,  qui  manque  parfois  à la  Géométrie  ana- 
lytique; c’est  qu’elles  s'appliquent  avec  une  égale  facilité 
aux  propositions  qui  concernent  des  droites,  comme  à celles 
qui  concernent  des  points,  sans  qu’on  soit  obligé  de  con- 
clure les  unes  des  autres  par  les  méthodes  de  transforma  - 
lion  , ainsi  qu’on  a coutume  de  le  faire. 

Il  y a donc,  comme  on  voit,  trois  points  de  doctrine  ma- 
thématique. qui  donnent  au  Traite  de  Géométrie  supé- 
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rieurc  un  caractère  spècial , et  semblent  marquer  un  pro- 
grès dans  la  culture  de  la  science.  Je  vais  entrer,  à ce  sujet, 
dans  quelques  développements. 

II. 

Jusqu’à  présent  on  n'a  point  introduit,  d’i/ne  manière 
générale  et  systématique , en  Géométrie,  le  principe  des 
signes , pour  marquer  la  direction  des  segments  ou  des 
angles,  excepté  dans  la  Géométrie  analytique  et  dans  quel- 
ques questions  particulières,  telles  que  la  théorie  des  cen- 
tres des  moyennes  distances  et  des  moyennes  harmoniques , 
où  l'on  ne  considère  que  des  segments  formés  sur  une  seule 
droite. 

On  est  tellement  familiarisé,  en  Analyse,  depuis  Des- 
cartes, avec  ce  principe  des  signes,  dont  on  apprécie  l’im- 
mense utilité,  qu’on  peut  s’étonner  que  l’on  n’en  ait  pas 
encore  étendu  l’usage  général  à la  Géométrie  pure.  Je  dirai 
plus  loin  les  causes  de  celte  lacune  regrettable.  Pour  la  con- 
stater ici,  il  suffira  de  citer  la  relation  harmonique  de 
quatre  points , relation  employée  si  fréquemment  dans  la 
Géométrie  moderne,  et  toujours  sans  y faire  entrer  le  prin- 
cipe des  signes  pour  marquer  la  direction  des  segments.  11 
en  est  de  même  de  beaucoup  d'autres  relations  d’un  usage 
également  fréquent,  notamment  de  toutes  celles  qui  rentrent 
dans  la  théorie  des  transversales. 

Dans  toutes  ces  relations  et  dans  celles  qui  en  dérivent, 
on  ne  considère,  généralement,  que  la  valeur  numérique 
des  segments,  de  sorte  quelles  se  rapportent,  d’une  ma- 
nière concrète,  à une  seule  des  figures  que  peut  admettre 
une  question,  A la  figure  que  l’on  a eue  sous  les  yeux  dans 
le  cours  du  raisonnement  (t). 

— - — « 

(1)  Par  exemple,  quatre  points  a,h,c9d  situés  en  ligne  droite  don- 
nent lieu  à trois  rectangles  ab.cd , ac.dby  ad.be , et  Ton  démontre  que 
l'un  de  ces  rectangles  est  égal,  numériquement , à la  somme  des  deux  autres: 

a. 
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Il  est  vrai  tj n un  peut  conclure  «les  relations  démontrées 
j>our  cette  figure,  celles  qui  conviennent  à une  autre,  par 
la  doctrine  des  quantités  directes  et  inverses  de  Carnot , doc- 
trine qui  fait  l’objet  de  la  Géométrie  de  position. 

Avant  que  ce  dernier  ouvrage  parut,  on  donnait  ordi- 
nairement d’une  proposition  autant  de  démonstrations,  et 
d’un  problème  autant  de  constructions  particulières,  que 
la  figure  pouvait  présenter  de  cas  diflérenls  dans  la  disposi- 
tion relative  de  ses  diverses  parties.  C’rst  ainsi  que  fai- 
saient les  Anciens,  et,  dans  le  siècle  dernier,  R.  Simson, 
Stewart,  etc.  I.a  Géométrie  de  position  a eu  pour  objet  de 
prouver  qu’une  seule  démonstration  ou  construction  devait 
suffire,  et  de  montrer  comment  on  pouvait  conclure  d’une 
relation  concrète  et  purement  numérique,  formée  pour 
une  figure  déterminée,  la  relation  qui  convenait  à un  autre 
état  de  la  figure. 

I e procédé  consiste  à donner  le  signe  moins,  dans  la  re- 
lation proposée,  aux  angles  et  aux  segments  qui  ont  changé 
de  direction  datis  la  seconde  ligure  : alors  la  relation  prend 
la  forme  qui  convient  à cette  nouvelle  figure  (i). 


celui-là  dépend  de  la  poHliun  relative  de»  quatre  points.  Si  ces  points  sont 
places  dins  l'ordre  «,  bt  ct  r/,  ce  rectangle  est  ac.ld\  de  sorte  qu'on  a 
m .bd  — nb.cd  -4-  ad.be. 

Pans  l'ordre  a , d , h , r , on  a ah  cd  — ad.be  •+■  at  dh  . 

El  dans  l'ordre  <i,  bt  <#,  c,  ad.be  = ab.de  -t-  ac.bd. 

Chacune.  de  ces  tg.litcs,  qui  sont  purement  numériques,  convient  à une 
position  relative  délai  mince  des  quatre  points.  El  c'est  ainsi  qu'on  a cou- 
tume d'ei primer  cette  propriété  de  quatre  points,  démontrée,  en  premier 
lieu,  je  erois,  par  Euler.  (Voir  Aperçu  hisionqur,  page3o5.)  Avec  le  prin- 
cipe des  signes,  on  I exprime  pur  In  formule 

ah.cd  -4-  ae  .ah  -4-  ad.hr  = o. 

qui  convient  a tous  les  ras  qee  peut  présenter  In  position  relative  des  quatre 
points. 

(«)  Les  deux  relations  ne  différent,  finalement,  que  par  le»  signes  de 
quelque»  termes.  Voici  comment  l'auteur  s’exprime:  »«  Suivant  les  diverse» 
« circonstances  où  « Iles  (le*  quantité*  que  l'on  considère,  telles  «pie  des 
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C'est  ce  cjuc  Carnot  a appelé  le  f trinvi/u : de  corrélation 
tics  ligures.  Mais,  à dire  vrai,  ce  principe  n’est  pas  dé- 
montré, et  les  développements  dans  lesquels  l’auteur  est 
entré,  à plusieurs  reprises,  tant  dans  la  (i éométric  de  po- 
sition  que  dans  des  dissertations  spéciales,  ne  forment  que 
de  puissantes  inductions  qui  ne  constituent  pas  une  démons- 
tration primordiale,  absolue;  et,  à la  rigueur,  il  faudrait 
justifier,  dans  chaque  question,  le  passage  d'une  formule  à 
une  autre. 

I 

Certes,  ce  principe  de  corrélation  est  un  progrès  en 
Géométrie;  mais  il  n'est  pas  suffisant,  et  le  défaut  de  ri- 
gueur absolue  n’est  pas  ici  le  plus  grave  inconvénient  de 
cette  manière  de  procéder  : il  en  est  d’autres  qui  touchent 
à l’essence  même  de  la  science  ; car  les  propositions  flans 
lesquelles  on  ne  fait  pas  entrer  le  principe  des  signes  sont, 
en  général , incomplètes  : eu  n’y  considérant  que  les  va- 
leurs numériques  des  segments , on  néglige  une  partie 
essentielle  des  propriétés  de  In  figure,  que  ces  proposi- 
tions auraient  exprimées  au  moyen  des  signes. 

11  s’agit  ici  d'un  point  de  doctrine  fort  important,  f ixons 
les  idées  par  un  exemple.  Quand  un  quadrilatère  est  in- 
scrit dans  un  cercle  ou  une  section  conique,  une  transver- 
sale rencontre  la  courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère  en  six 
points  qui  donnent  lieu  à certaines  relations  à deux  termes, 
entre  six  ou  huit  segments.  C’est  ce  qu’on  appelle  les  équa- 
tions d’ involution  de  six  points,  ou  h;  théorème  de  Des- 
argues. 

On  a coutume  de  ne  considérer,  dans  ce  théorème  , que 


» segments  rectilignes)  se  trouvent , on  (Joit  conserver  le  signe  qui  les  pré  - 
»»  cède  dans  les  l'or  mules  où  elles  entrent , ou  le  changer  : et  cYst  la  théorie 
u de  ces  mutation*  que  je  nomme  G cornet  ne  de  position,  purce  qu'en  tiret 
»>  c'est  par  elles  qu'on  exprime  la  diversité  de  position  des  parties  corrcs 
» pondantes  dans  les  figures  de  même  genre.  »»  ; Géométrie  de  position . Ois 
sériation  préliminaire,  page  xxiu.' 
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les  valeurs  numériques  des  segments,  eu  faisant  abstrac- 
tion des  conditions  de  direction;  parce  que  le  inode  de  dé- 
monstration que  l’on  emploie  n’implique  pas  par  lui-méine 
le  principe  des  signes,  et  que  l’on  n’introduit  pas,  à poste- 
riori , ce  principe  dans  les  formules  (i). 

Il  résulte  de  là,  que  les  équations  démontrées,  bien 
qu'exactes  numériquement,  n’expriment  <\u  imparfaite- 
ment les  propriétés  de  la  figure.  Par  exemple,  chacune  de 
ces  équations  devrait  pouvoir  servir  pour  déterminer  l’un 
des  deux  points  de  la  courbe,  quand  l’autre  est  donné;  et 
cela  n’a  pas  lieu,  faute  d’avoir  introduit  le  principe  des 
signes.  Car  prenons  l’équation  ab' . bc' . ca'  — ad . cb' . bu' , 
l’une  des  sept  qui  existent  entre  les  deux  couples  de  points 
«,  a'  et  b,  b1  du  quadrilatère  et  les  deux  points  c,  d de  la 
courbe  : celte  équation  , si  on  la  regarde  comme  une  rela- 
tion purement  numérique  et  sans  y faire  entrer,  au  moyen 
des  signes,  aucune  condition  de  direction  des  segments. 


(i)  Soient  o,  a'\  l> , b'  cl  c}  c ' le.-»  trois  couples  de  points;  ou  démontre 
du  bord  , de  diverses  manières , qui  souvent  no  comportent  pas  l’applica 
ttou  du  principe  des  signes,  les  trois  équations  à huit  segments  . 

ub.ab'  a'b.a'b'  bc  bc'  b'c.b'c'  ca.ca ' c'a. c'a' 

ac  ac'  a'c.a'c1'  ha. bu’  b’a.b’a cb.cb'  c’b.c'b’' 


poison  conclut  de  ccs  équations,  par  voie  de  multiplication  et  division, 
quatre  équations  à six  segments.  l*ar  exemple , en  multipliant  les  trois  équa- 
tions, membre  à membre,  on  obtient 


ou 


ah'  . bc' 


= a’  h .b' , 


ab' . bc' . ca’  = ±:  a1  b .b'  c c'  a. 


Si  Ton  avait  egard  aux  signe*  des  segments,  il  y aurait  ici  une  dilliculté, 
pour  le  choix  du  signe  du  second  membre.  Mais  cette  dilliculté  ne  se  pré- 
sente pas,  ou  du  moins  on  la  passé  sous  silence,  parce  qu’on  néglige,  dans 
ces  formules,  le  principe  de6  signes,  pour  n’y  considérer  que  la  valeur  nu- 
mérique des  segments.  Aussi  l’on  écrit  ces  segments  d’une  manière  arbi- 
traire, par  exemple  ab*  on  b'  a indifféremment,  et  quelquefois  même  sans 
observer  dans  les  quatre  équat-ons  une  même  lègle  de  symétrie  relative- 
ment aux  origine»  des  segments 


Digitized  by  Google 


l-RÉt'ACE. 


VII 

donne,  pour  une  position  du  point  c,  deux  points  c',  et 
ne  fait  pas  connaître  lequel  de  ces  deux  points  appartient 
à la  courbe.  Ce  qui  prouve  que  l’équalioii,  telle  qu'oti 
la  considère,  ne  satisfait  pas  à la  question  qu'elle  devrait 
résoudre. 

Il  faut  donc  nécessairement  introduire  dans  les  relations 
d’involution  le  principe  des  signes  ; sans  quoi  elles  seront 
de  simples  égalités  numériques,  formant  un  théorème  im- 
parfait et  dont  ou  ne  connaîtrait  pas  toute  l'utilité. 

Cela  peut  expliquer  pou  "quoi  ce  théorème  célèbre  de 
Desargues,  dont  on  parle  tant  dans  la  Géométrie  mo- 
derne, ira  cependant  point  encore  eu  toutes  les  applica- 
tions dont  il  est  susceptible.  M.  llrianchott,  il  est  vrai, 
en  a fait  la  base  de  son  intéressant  Mi-moire  sur  les  ligne» 
du  second  ordre;  mais  il  faut  remarquer  que  tout  l’ou- 
vrage consiste  dans  les  développements  des  corollaires  du 
théorème  lui-mème,  considéré  dans  tous  ses  cas  particu- 
liers, et  que  l'auteur  n'introduit  pas  ce  théorème  dans  les 
spéculations  géométriques  où  l'on  aurait  eu  à tenir  compte 
de  la  direction  des  segments:  ce  que  l’on  n’a  pas  fait  non 
plus  depuis. 

Aussi , ce  que  l'on  appelle  V insolation  de  six  points  s est 
réduit  aux  équations  à deux  termes,  entre  six  ou  huit  seg- 
ments, relatives  soit  au  quadrilatère  inscrit  à une  conique, 
comme  nous  l’avons  dit,  soit  aux  six  points  d’intersection 
des  quatre  côtés  et  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
quelconque,  par  une  transversale  (i). 

Cependant  les  six  points  donnent  lieu  à diverses  autres 
relations  très-dill'érentes,  formant  une  véritable  théorie 
dont  les  applications  , déjà  très-fréquentes  dans  ce  volume, 
le  seront  encore  plus  dans  la  théorie  des  sections  coniques. 

(i)  Ces  relation» d'involution  « litre  lus  six  points  d'intersection  du»  quatre 
côté»  ut  de»  deux  diagonale»  d'un  qtiudriimcrc  par  une  transversale  , ont  élu 
connues  de*  Ancien»,  en  partie  du  moins;  car  on  trouve  dans  lu  septième 
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Mais  ces  applications  seraient  difliciles  et  fort  restreintes 
si  l’on  ne  considérait  que  les  valeurs  numériques  des  seg- 
ments, sans  y faire  entrer,  avec  le  même  degré  d’impor- 
tance, les  conditions  de  direction:  et  l’on  peut  dire  que 
cette  théorie  de  Yinvolution  n'existerait  pas  sans  le  prin- 
cipe des  signes. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  l'usage  expli- 
cite du  principe  des  signes  est  souvent  indispensable  pour 
donner  aux  propositions  leur  signification  complète  et  toute 
la  portée  qui  leur  est  propre,  et  à la  science  toutes  ses  res- 
sources naturelles. 

111. 

Mais  ce  principe  a divers  autres  avantages.  11  apporte 


livre  de*  C ollechosu  mathématiques  de  Fappus,  six  propositions  , la-,  128, 
i3o-i33  qui  s'y  rapportent. 

La  proposition  »3o  exprime  la  relation  générale  & huit  segments,  sa  voit  . 
caca'  c'a. c'a' 
cb.cb'  ~ c'  b . e ' h' 

Dans  la  proposition  t33,  la  transversale  passe  par  le  point  de  concours 
de  deux  côtés  opposés  et  est  parallèle  à une  diagonale;  l'équation  c:l 
— 1 

alors  ca  ca'  = cb. 

Dans  les  propositions  117  et  1 18 , la  transversale  est  une  droite  quelconque 

eu  ah 

parallèle  à l’une  des  diagonales , cl  l’équation  est  de  la  forme  — = — — ;•  On 

peut  considérer  cette  éq nation  comme  nn  cas  particulier  de  la  relation  géné- 
rale h six  segments,  qui , toutefois,  no  se  trouve  pas  dans  l’ouvrage  de  Fappus. 

Dans  la  proposition  i3i,  la  transversale  est  la  droite  qui  joint  les  points 
do  concours  des  côtés  opposés  , et  la  proposition  exprime  que  celle  droito 
est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  diagonales. 

Enfin  la  proposition  i3a  est  un  cas  particulier  de  lit.  La  droite  qui  joint 
les  points  de  concours  des  côtes  opposes  est  parallèle  à une  diagonale. 

Il  est  à croire  que  les  géomètres  grecs  n'ont  pas  connu  explicitement  les 
équations  d'involution  relatives  au  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique; 
mats  ils  ont  eu  l'équivalent  dans  la  proposition  qu’on  appelle,  d’après  Des- 
cartes,  le  théorème  rie  Fappus,  et  qui  consiste  en  ce  que  le  produit  do  di i- 
taners  de  chaque  point  de  la  courbe  à deux  côtés  opposés  du  quadrilatère , est  au 
produit  Ht  s distances  du  même  point  nu  i deux  autres  côtés , dans  uni  raison  cou. 
* tan  te 
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dans  les  démonstrations  une  facilité  qui  rapproche  les  con- 
ceptions de  la  Géométrie  de  celles  de  l’Analyse.  Car  on  sait 
qu’une  démonstration  est,  d'ordinaire,  plus  pénible  quand 
on  est  obligé  de  subordonner  le  raisonnement  à l'état  d une 
figure  particulière,  que  quand  on  peut  raisonner  d’une 
manière  générale,  comme  en  Analyse,  sans  tenir  compte 
des  positions  relatives , accidentelles,  des  diverses  parties 
de  la  figure.  Dans  le  premier  cas,  on  cherche  péniblement 
dans  les  détails  de  la  figure  les  éléments  de  la  démonstra- 
tion, et  dans  le  second,  on  combine  logiquement  des  pro- 
positions abstraites,  sans  aucune  entrave. 

Le  principe  des  signes  étend  même  son  influence  sur 
l'énoncé  des  propositions;  car  lorsqu'elles  ne  se  compli- 
quent pas  de  conditions  de  situation,  elles  prennent  une 
forme  à la  fois  plus  générale  et  plus  concise,  qui  présente 
à l’esprit  une  idée  plus  nette  et  se  prête  mieux  au  raison- 
nement. 

On  a donc  beaucoup  perdu  à ne  pas  introduire  systémati- 
quement dans  la  Géométrie  pure,  le  principe  des  signes;  les 
progrès  de  la  science  en  ont  été  nécessairement  retardés. 

IV. 

Si  l'on  ne  démontre,  ordinairement , comme  nous  l'avons 
dit,  une  formule  ou  relation  que  pour  une  certaine  figure, 
et  non  flans  l’étal  d’abstraction  et  de  généralité  qui  pei - 
mettrait , au  moyen  des  signes  -I-  et  — affectés  aux  segments 
et  aux  angles  pour  marquer  leur  direction , de  l'adapter  in- 
différemment à tous  les  cas  possibles  de  la  figure,  il  est 
facile  d’en  reconnaître  la  raison.  C’est  que  les  propositions 
qui  forment,  le  plus  ordinairement,  les  éléments  de  dé- 
monstration, dans  la  Géométrie  ancienne,  ne  comportent 
pas  l'application  du  principe  des  signes.  Telles  sont,  la 
proposition  du  carré  de  1 hypoténuse , celle  de  Ig  propor- 
tionnalité des  côtés  homologues  dans  les  triangles  sernbla- 
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bit»;  celle  encore  tle  la  proportionnalité,  dans  tout  li  ian- 
gle,  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés.  La  règle  des 
signes  lie  s'applique  point  à ces  propositions,  puisque  les 
segments  que  l’on  y considère  sont  formés  sur  des  lignes 
dillërentes,  et  les  angles  autour  de  sommets  dillérents. 

A ces  propositions  classiques,  la  Géométrie  moderne  en 
a ajouté  quelques  autres,  notamment  celles  qu’on  désigne 
sous  le  noin  générique  de  théorie  des  transversales , les- 
quelles comportent  l’application  de  la  règle  des  signes. 
.Mais  on  a négligé  de  reconnaître  dans  ces  propositions  , ou , 
du  moins , de  mettre  à prolit  celte  faculté  précieuse  qui 
forme  une  partie  notable  de  leur  valeur,  et  on  ne  les  em- 
ploie que  comme  exprimant  de  simples  relations  numé- 
riques, sans  y faire  entrer  les  conditions  de  direction  d'an- 
gles ou  de  segments,  ainsi  que  nous  l’avons  dit  au  sujet 
des  relations  d’involulion  (i). 


(i)  il  ne  faut  pas  perd te  (le  vue  que  non»  n'entendons  parler  ici  que  des 
ouvrages  de  Géométrie  pure;  car  les  propositions , môme  celles  «le  U théorie 
des  transversales,  que  Ton  démontre  par  la  Géométrie  analytique,  doivent 
porter  l'empreinte  du  principe  des  signes;  à moins,  toutefois,  qu’en  pas- 
sant des  résultats  du  calcul  à leurs  expressions  géométriques  , on  ne  néglige 
de  tenir  compte  des  signe»,  ou  qu'on  ne  fasse  quelque  erreur  ou  quelque  hy- 
pothèse contraire  à la  stricte  application  de  la  règle  ordinaire  des  signes. 
C’est , en  effet , ce  qui  a lieu  dans  plusieurs  ouvrages  de  Géométrie  analy- 
tique , tt  l’egard  , notamment,  des  deux  équations  à »ix  segments  relatives 
au  triangle  coupc  par  une  transversale  ou  par  un  faisceau  de  trois  droites 
issurs  des  sommets  : ces  deux  formules  s’y  trouvent  difleren  lices  par  des 
signe»  précisément  contraires  à ceux  qui  leur  conviennent.  Cependant  dans 
l'ouvrage  de  M.  iMôbius,  intitulé  Calcul  barj'CcHlriqme  (*) , le  premier,  je 
crois,  où  l’on  ail  donné  des  signes  à ces  deux  relations,  elles  ont,  ainsi 
(pie  le  rapport  harmonique  de  quatre  points,  leurs  véritables  signes 

M.  de  Morgan  a déjà  fait  l'observation  que  lu  théorie  des  ..ignés  dans 
l'a  p pl  ica  lion  de  l'Algèbre  à la  Géométrie  laisse  parfois  quelque  chose  a 
désirer  (On  thé  mode  of  using  lhe  signe  -4-  and  — in  plane  Geometry.  Voir 
The  Cambridge  and  Dublin  malh*  ma tical  Journal  ; mai  ih5l.) 

( *)  lier  baryte!.’ ritche  Calcul  etn  neue • /lulftiniUrl  tur  analjltschen  Behandlung  det 
(iroiueine  Jurées  te  Ut  und  inibr fonder*  t*‘f  dte  Pildv.ng  netu'i  Clasien  von  .4tifg,iben  and 
die  Eut  ’ n K<  Inng  mrhicie  • Eig>  n thufien  der  Keg*  Itchmlie  angruendrt  voit  Au?ti*(  Frr- 
ilintml  Motxu. , profri>»i»r  tin  Astronomie  n»  I <q>/ig-  i-eiptig . iH)’,  in-R' 
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Il  s’ensuit  nue  les  propositions  déduites  synthétiquement 
de  ce  petit  nombre  de  théorèmes  qui  forment  les  cléments 
de  démonstration  les  plus  ordinaires  de  la  Géométrie , ne 
concernent  que  les  valeurs  numériques  des  segments  et  des 
angles,  et  sont  dépourvues  d’une  partie  essentielle  de  la 
signification  mathématique  qui  leur  appartient. 

Au  contraire,  nos  procédés  de  démonstration  s'appuient 
sur  des  propositions  qui  impliquent  toujours  par  elles- 
mêmes  le  principe  des  signes,  et  qui  le  conservent  et  le 
transmettent  dans  toutes  les  déductions  résultant  de  leur 
combinaison  synthétique,  comme  cela  a lieu  en  Géométrie 
analytique  (i). 

V. 

Ll;s  imaginaires,  en  Géométrie  pure,  présentent  de 
graves  dillicultés  : souvent  l’on  ne  sait  comment  les  définir 
ni  les  introduire  dans  le  raisonnement;  et,  d'autre  part, 
les  éléments  d’une  démonstration  peuvent  disparaître  quand 
quelques  parties  d’une  figure  deviennent  imaginaires. 

Ges  dillicultés  n’existent  pas  en  Analyse,  où  les  imagi- 
naires se  manifestent  et  se  caractérisent  par  les  racines 
d’une  équation  du  second  degré,  dont  les  coefficients  seuls, 
et  non  les  racines  elles-mêmes,  entrent  dans  les  relations 
que  1 on  considère. 

i\os  théories  donnent  lieu  aussi  à certaines  équations  du 
second  degré,  qui  permettent  d’introduire,  naturellement 
et  dans  un  sens  parfaitement  déterminé,  les  imaginaires 


(1)  Les  formules  de  la  théorie  des  transversales  se  trouvent  dans  V Aperçu 
historique,  sous  leur  forme  accoutumée,  sans  signes.  Mais  depuis,  mon 
esprit  avait  conçu  Futilité  que  la  Géométrie  devait  retirer  do  l'emploi  dos 
signes,  et  dès  l'ouverture  du  Cours  do  Géométrie  supérieure  do  I.i  Faculté  des 
Sciences,  j'ai  introduit  systématiquement  cette  doctrine  commo  indispen- 
sable pour  donner  au*  relations  de  segments  ou  d'angles  leur  &igniticali<*n 
complète  , cl  à laGéonicliic  l'tin  de*  caractères  de  généralité  que  c *m porte 
l'A  nalysc. 
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dans  les  spéculations  géométriques,  parce  que  ces  objets 
imaginaires,  points,  lignes  ou  quantités,  n'entrent  pas  eux- 
mèines  explicitement  dans  le  raisonnement,  mais  s'y  trou- 
vent représentés  par  des  éléments  toujours  réels,  qui  peu- 
vent servir  à les  déterminer.  De  la  sorte,  les  démonstra- 
tions impliquent  les  cas  où  certaines  parties  d’une  figure, 
telles  que  les  tangentes  à un  cercle  menées  par  un  point 
donné,  dev i ciment  imaginaires,  sans  qu’on  soit  obligé  d'in- 
voquer le  principe  de  continuité  dont  M.  Poncelet  a fait 
un  si  heureux  usage  dans  son  savant  Traite  des  Propriétés 
projectives  des  figures,  mais  qui  ne  pouvait  répondre  aux 
vues  qui  m'ont  dirigé  dans  la  méthode  suivant  laquelle  je 
traite  la  Géométrie. 

Pour  bien  expliquer  ma  pensée  à cet  égard,  je  vais  en- 
trer dans  quelques  détails. 

Rappelons  d’abord  ce  qu'on  entend  ici  par  le  principe 
de  continuité. 

Certaines  parties  d’une  figure,  considérée  dans  un  étal 
général  de  construction,  peuvent  être  réelles  ou  imagi- 
naires, indifféremment  ; par  exemple,  s'il  se  trouve  dans 
la  figure  un  cercle  et  une  droite,  sans  aucune  condition  de 
position  relative , les  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes 
seront  tantôt  réels  et  tantôt  imaginaires,  quoique  la  figure 
reste  dans  un  état  de  construction  général.  Quand  ces  par- 
ties sont  réelles,  nous  dirons  que  le  fait  de  leur  existence 
forme  une  propriété  contingente  de  la  figure;  et  pour  dis- 
tinguer ces  parties  elles -mêmes  de  celles  qui  sont  absolues 
ou  permanentes,  nous  les  appellerons  parties  contingentes. 

Cela  posé,  il  arrive  souvent  que  ces  parties  contingentes 
(c'est-à-dire  qui  peuvent  être  indifféremment  réelles  ou  ima- 
ginaires), servent  utilement,  dans  le  cas  de  la  réalité,  pour 
la  démonstration  d’un  théorème,  et  que  cette  démonstra- 
tion n'a  plus  lieu  quand  ces  mêmes  parties  deviennent 
imaginaires.  Alors  on  dit  qu  en  vertu  du  principe  de  couti- 
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imite,  le  théorème  démontré  dans  le  premier  ras  s’étend 
au  second;  et  on  l'énonce  d'une  manière  générale. 

Quelquefois  le  contraire  a lieu,  et  c'est  quand  certaines 
parties  d’une  ligure  sont  imaginaires,  que  l’on  y trouve  les 
éléments  d’une  démonstration  facile,  dont  on  applique  en- 
suite les  conséquences,  en  vertu  du  principe  de  continuité, 
au  cas  où  ees  mêmes  parties  sont  réelles  et  où  la  démons- 
tration n’existe  plus. 

Prenons  un  exemple  de  chacune  de  ces  circonstances. 

Deux  sections  coniques  situées  dans  un  même  plan  si1 
coupent,  en  général , en  quatre  points  , dont  deux  ou  tous 
les  quatre  peuvent  être  imaginaires.  Quand  l’un  de  ces 
cas  d’imaginarité  a lieu , on  démontre  que  les  deux  coniques 
peuvent  être  regardées  comme  la  perspective  de  deux  cer- 
cles situés  dans  un  même  plan;  et  alors  on  applique  immé- 
diatement à ces  deux  courbes  les  propositions  relatives  aux 
deux  cercles,  notammcnL  celles  qui  concernent  leurs  cen- 
tres de  similitude;  ce  qui  donne  de  belles  propriétés  des 
deux  coniques,  concernant  leurs  centres  d'homologie  (t). 

Mais  quand  ces  deux  courbes  se  coupent  en  quatre  points 
réels,  rc  mode  de  démonstration  l'ait  défaut;  car  les  deux 
courbes  ne  peuvent  plus  être  considérées  comme  la  per- 
spective de  deux  cercles,  puisque  ceux-ci  ne  se  coupent 
qu’en  deux  points  réels.  Alors  on  invoque  le  principe  de 
continuité,  et  l’on  dit  que  les  théorèmes  démontrés  dans  le 
premier  cas  s’appliquent  également  à deux  coniques  qui 
ont  leurs  quatre  points  d’intersection  réels. 

Dans  cet  exemple,  c’est  le  cas  où  les  parties  contingentes 
de  la  figure  se  trouvent  imaginaires,  qui  fournit  une  dé- 
monstration des  théorèmes  que  1 on  a en  vue.  Dans  le  sui- 
vant, les  parties  contingentes  sont  réelles. 


(0  Voir  le  Traité  des  Propriétés  projet  lier  s des  figures  de  M.  l'om  eli  l , 
page»  (îo  h i ri(i. 
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Soit  mi  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique;  une  trans- 
versale, menée  arbitrairement,  rencontre  la  courbe  et  les 
deux  systèmes  de  côtés  opposés  du  quadrilatère,  en  trois 
couples  de  points,  entre  lesquels  ont  lieu  les  équations d'in- 
volution.  Que  deux  autres  coniques  passent  par  les  quatre 
sommets  du  quadrilatère,  les  deux  points  d'intersection  de 
chacune  d’elles  par  la  transversale,  formeront  pareillement 
une  iuvolulion  avec  les  deux  couples  de  points  appartenant 
aux  quatre  côtés  du  quadrilatère;  et  l'ou  conclut  de  là  , en 
combinant  les  équations  d iuvolulion  , que  les  trois  cou- 
ples de  points  qui  appartiennent,  respectivement,  aux  trois 
coniques,  sont  eux-mèines  eu  involuliou;  c’est-à-dire  que: 
« Quand  trois  coniques  passent  par  quatre  mêmes  points, 
» toute  transversale  les  rencontre  en  six  points  en  involu- 
» lion  (r).  » 

Ce  théorème  est  ici  démontré  dans  le  cas  où  les  quatre 
points  communs  aux  trois  courbes  sont  réels;  et,  par  le 
principe  de  continuité , on  1 étend  au  cas  où  deux  de  ces 
points,  ou  tous  les  quatre,  sont  imaginaires,  bien  qu'a- 
lors  la  démonstration  n'ait  plus  lieu,  puisqu'il  n’y  a plus 
de  quadrilatère. 

En  Géométrie  analytique,  la  démonstration  de  ces  théo- 
rèmes a toute  la  généralité  désirable;  car  on  n’y  fait  point 
acception  des  circonstances  de  réalité  ou  d imaginarilé  des 
points  d’intersection  des  coniques.  Et  il  semble  que  c’est 
cette  puissance  de  l’Analyse  qui  autorise  à faire  avec  con- 
fiance, en  Géométrie  pure,  usage  du  principe  de  conti- 
nuité. 

VI. 

Sans  vouloir  élever  aucune  objection  contre  cette  ma- 

(i)  Cottw  propriété  tics  Coniques  ;i  clé  donnée  par  M.  Murin,  dans  la 
première  partie  d’un  Mémoire  dont  la  suite,  au  grand  regret  des  géomètres , 
n'a  pas  été  publiée.  ( Voir  Annales  de  Mnihcmuliqucs  de  M.  Gergonne, 
tome  W1I , page  180.) 
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nière  «le  procéder  qui  peut,  dans  certaines  i|iicslions,  Ion i-— 
nir  au  géomètre  des  ressources  dont  il  fait  bien  de  ne 
point  si1  priver,  j'ai  «'ru  cependant,  et  par  plusieurs  rai- 
sons, devoir  m'absleuir  «le  l’employer  dans  l'ouvrage  ac- 
tuel. 

* D'abord,  ce  principe  île  continuité  n'étant  pas  démontré 
à priori , en  rinvo«|uani  comme  une  sorte  d’axiome  ou  de 
postulation,  on  s'écarte  de  l’exactitude  rigoureuse  qui  con- 
stitue le  caractère  principal  et  l'on  peut  dire  la  supériorité 
des  sciences  mathématiques,  en  général,  mais  surtout  de 
la  Géométrie. 

F,n  outre,  avec  ce  principe,  fut— il  prouvé  en  toute  ri- 
gueur, on  n’a  point  une  démonstration  directe  qui  seule 
satisferait  complètement  l’esprit;  on  laisse,  dans  clia«|ue 
qucslion,  une  lacune  et  un  sujet  de  recherche. 

Mais  il  est  une  autre  considération  plus  puissante  qui 
m'a  déterminé  à ne  pas  profiter,  dans  ce  volume  destiné 
à poser  les  bases  de  méthodes  générales,  des  facilités  qu’au- 
rait pu  otl’rir  souvent  le  principe  de  continuité.  Une  étudi* 
attentive  des  différents  procédés  de  démonstration  qui  peu- 
vent s appliquer  à une  même  question  m'a  convaincu  qu  à 
<-ôté  d'une  démonstration  facile  , fondée  sur  quelques  pro 
priétés  accidentelles' ou  contingentes  d une  figure,  devaient 
s’en  trouver  toujours  d'autres,  fondées  sur  des  propriétés 
absolues  et  subsistantes  dans  tous  les  cas  que  peut  pré- 
senter la  figure,  en  raison  de  la  diversité  de  position  de 
ses  parties;  et  j'ai  éprouvé  que  la  recherche  de  ces  dé- 
monstrations complètement  rigoureuses  est  d’autant  plus 
utile,  qu’elle  met  nécessairement  sur  la  voie  des  propo- 
sitions les  plus  importantes,  de  celles  qui  établissent  tous 
les  liens  «jui  doivent  exister  entre  les  di  lièrent  es  parties 
d’un  même  sujet. 

Je  me  suis  donc  proposé  d’introduire  dans  cet  ouvrage, 
avec,  la  notion  explicite  des  imaginaires,  des  démonstra- 
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lions  aussi  rigoureuses  et  aussi  générales  que  relies  de  la 
Géométrie  analytique 

Ces  démonstrations  deviennent  aussi  faciles  que  les  pre- 
mières, quand  on  en  a préparé  la  voie  par  la  recherche  de 
quelques  propositions  d’une  certaine  nature;  savoir,  de 
propositions  reposant  sur  les  propriétés  absolues  ou  perma- 
nentes de  la  figure  que  l’on  considère,  et  non  simplement 
sur  ses  propriétés  contingentes.  Ces  propositions  se  dis- 
tinguent par  ce  caractère  spécial,  que  les  objets  suscep- 
tibles de  devenir  imaginaires  n’y  entrent  pas  sous  forme 
explicite,  mais  s’y  trouvent  représentés  par  des  éléments 
réels , de  même  que  les  racines  d’une  équation  n’entrent  pas 
elles-mêmes  dans  les  calculs  de  la  Géométrie  analytique,  et 
y sont  représentées  collectivement  par  les  coefficients  de 
l'équation. 

Ces  propositions  où  n’entrent  ainsi  que  des  relations  qui . 
en  Analyse,  s’exprimeraient  au  moyen  des  coefficients 
d’une  équation  ou  d’autres  fonctions  symétriques  des  racines 
de  l'équation,  sont  celles  qu’il  importe  le  plus  de  con- 
naître, comme  étant  à la  fois  les  plus  fécondes  et  les  plus 
propres  à donner  à la  Géométrie  le  degré  de  généralité  qui 
fait  la  puissance  de  l’Analyse. 

VII. 

Je  terminerai  ces  considérations  sur  les  imaginaires  par 
une  remarque  qui  se  rapporte  essentiellement  au  sujet. 

Il  peut  arriver,  quand  quelques  parties  d’une  figure  de- 
viennent imaginaires,  que  les  propositions  soient  suscep- 
tibles de  nouveaux  énoncés  très-différents  des  premiers,  et 
donnent  lieu  à des  propriétés  de  l’étendue  irès-diHérenles 
aussi  de  celles  que  l’on  considérait  d’abord. 

On  trouvera  un  exemple  remarquable  d’une  telle  trans- 
formation , dans  un  système  de  cercles  ayant  le  même  axe 
radical.  Si  l’on  suppose  l’un  des  cercles  imaginaire  (ce  qui 
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aura  lieu  selon  la  position  du  point  que  l'on  prendra  pour 
centre  du  cercle),  toutes  les  propositions  générales  appar- 
tenant à ce  système  fournissent  immédiatement,  en  chan- 
geant d énoncés,  de  fort  belles  propriétés  des  cônes  à base 
circulaire.  Transformation  singulière,  qui  montre  le  sens 
profond  de  cette  pensée  d’un  illustre  géomètre  de  nos 
jours:  « En  Géométrie,  comme  en  Algèbre,  la  plupart 
» des  idées  différentes  ne  sont  que  des  transformations-, 
» les  plus  lumineuses  et  les  plus  fécondes  sont  pour  nous 
» celles  qui  font  le  mieux  image  et  que  l'esprit  combine 
» avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et  dans  le  cal- 
» cul  (i).  » 


VIII. 

Je  ferai  mention  brièvement  d’un  troisième  caractère 
de  généralité  que  possèdent  nos  théories  géométriques,  et 
qui  leur  donne,  dans  beaucoup  de  questions,  un  avan- 
tage réel  sur  les  procédés  ordinaires  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. C’est  qu’elles  s’appliquent  indidèremment  aux  deux 
genres  de  propositions  que  l’on  peut  distinguer  dans  la 
science  de  l’étendue,  selon  qu’elles  se  rapportent  à des 
points  ou  à des  droites  (a)  ; propositions  qui  se  correspon- 
dent en  vertu  de  certaines  lois,  auxquelles  on  a donné  le 
nom  de  principe  de  dualité.  Par  exemple,  à une  proposi- 
tion concernant  les  côtés  et  les  diagonales  d’un  quadrila- 
tère, en  correspond  une  concernant  les  sommets-  et  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés i à une  proposition 


(1)  1*011» sût,  Mémoire  sur  lu  composition  des  moments  et  des  aires  dans  la 
Mécanique  ; voir  Ira  Éléments  de  Statique,  rf  rdilion  , page  35!? 

(2)  Il  n’est  ici  question  que  de  la  Gcniçélrie  piano.  Dans  la  Géométrie 
& trois  dimensions , ce  sont  des  plans  qui  correspondent  à des  points , et  des 
droites  à de»  dioites. 

à 
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concernant  les  points  J un  cercle  ou  il  une  conique,  en 
correspond  une  concernant  les  tangentes;  etc. 

La  méthode  de  Descaries,  ou  Géométrie  analytique,  ne 
s'applique  pas  avec  une  égale  facilité  à ces  deux  genres  de 
propositions.  Aussi , dans  beaucoup  de  cas, on  n’en  démontre 
qu’une,  et  l’on  en  conclut  l'autre  par  les  méthodes  de 
transformation  des  ligures,  telles  que  la  théorie  des  polaires 
réciproques.  C’est  ainsi  que  l’on  a coutume  de  conclure  du 
théorème  de  Pascal  sur  l’hexagone  inscrit  à une  conique, 
le  théorème  de  M.  Briauchon  sur  l’hexagone  circonscrit. 

Nos  méthodes  s'appliquent  avec  une  égale  facilité  aux 
deux  sortes  de  propositions,  et  accroissent . à eel  égard , les 
ressources  de  la  Géométrie. 

Aussi , nous  n’avons  pas  été  obligé  de  recourir  aux  mé- 
thodes tle  transformation  des  figures,  lesquelles  sont  parfois 
fort  utiles,  mais  ne  satisfont  pas  complètement  aux  besoins 
de  la  science,  même  quand  elles  sont  applicables,  et  ne 
peuvent  suppléer  à des  démonstrations  directes. 

Nous  renvoyons,  à ce  sujet,  aux  considérations  déve- 
loppées dans  le  cours  de  l’ouvrage.  (Ghap.  XX\  II.) 

IX. 

Ce  volume  est  divisé  en  quatre  Sections. 

l.a  première  contient  un  ensemble  de  propositions  dont 
l’enchaînement  naturel  donne  lieu  à trois  théories  qui  se 
font  suite  et  sont  le  développement  d’une  même  notion 
et  d’un  même  théorème  fondamental 

Cette  notion  se  rapporte  à une  certaine  fonction  de  seg- 
ments ou  d'angles,  appelée  rapport  an  harmonique  de  quatre 
points  , ou  d’un  faisceau  de  quatre  droites. 

Les  trois  théories  successives,  auxquelles  donne  lieu  cette 
fonction,  que  l'on  considère  dans  un  ou  plusieurs  systèmes 
soit  de  quatre  points,  soit  de  quatre  droites,  peuvent  être 
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dites  théories  du  rapport  anharmonique ; des  divisions  et 
faisceaux  /tomographiques  ; et  de  Yinvolution. 

Ces  théories  forment  la  base  de  nos  procédés  de  démons- 
tration. Chacune  des  propositions  dont  elles  se  composent 
s'y  trouve  comme  un  anneau  nécessaire  à leur  enchaîne- 
ment continu,  et  toutes  sont  susceptibles  d'applications  ul- 
térieures très-diverses. 

Je  dois  rappeler  ici  brièvement  ce  que  nous  entendons 
par  rapport  anharmonique ; divisions  et  faisceaux  I tomo- 
graphiques; cl  involution. 

Quand  quatre  points  a , b , c,  d sont  en  ligne  droite,  on 
appelle  rapport  anharmonique  de  ces  points  une  expres- 
sion ou  fonction  de  quatre  segments  telle  que  — • 


Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  est  égale  à l'unité 
(abstraction  faite  des  signes  des  segments) , on  dit  commu- 
nément que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique. 
C’est  pourquoi  j ai  donné  à la  fonction . dans  le  cas  général , 
le  nom  de  rapport  anharmonique  (i). 

De  même,  quand  quatre  droites  A , B , C , D concourent 

en  un  même  point,  ce  qu’on  exprime  en  disant  qu’elles 

forment  un  faisceau,  chaque  fonction  de  sinus  de  la  forme 

sin(A,C)  sin(B,  C)  , . , 

— ! — - — , est  un  rapport  anharmonique  des 
sin ( A,  D)  sin  (B, D)  " 1 

quatre  droites,  ou  du  faisceau. 

J’appelle  divisions  /tomographiques  sur  deux  droites,  ou 
sur  une  seule,  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent, 
deux  à deux,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  quelconques  de  la  première  série  soit  égal  a 
celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde;  et 
faisceaux  /tomographiques,  deux  faisceaux  dont  les  droites 
se  correspondent  deux  à deux,  de  manière  que  le  rapport 


vtJ  Aperçu  hatortqut  pape  3.,. 


b. 


Digitized  by  Google 


w 


VRÉFACK. 


aiiharmoniquc  de  quatre  droites  du  premier  faisceau  soit 
égal  à celui  des  quatre  droites  correspondantes  du  second 
faisceau  (i). 

Enfin,  je  considère  Y invol  ut  ion  de  six  points,  conjugués 
tleux  à deux,  comme  une  égalité  entre  le  rapport  anhar- 
nionique  de  quatre  de  ces  points  et  celui  des  quatre  points 
conjugués;  et  de  même  pour  l'involution  de  six  droites  (2). 

Cette  définition  de  l'involution  se  prête  avec  une  grande 
facilité  à l’extension  considérable  dont  cette  théorie  était 
susceptible,  et  qui  sera  d'un  grand  usage  surtout  dans  l'élude 
des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre. 

Ces  fonctions  anharmoniques  de  quatre  points  et  de 
quatre  droites  jouissent  d’une  propriété  commune,  fort  sim- 
ple, qui  forme  le  théorème  fondamental  que  nous  prenons 
pour  point  de  départ  dans  le  développement  de  nos  trois 
théories;  c’est  que  ; 

Quand  un  faisceau  de  quatre  droites  est  cou/)é  par  une 
transversale , le  rapport  anluirtnoniqnc  des  quatre  points 
(T intersection  est  égal,  numériquement  et  avec  le  même 
signe , à celui  des  quatre  droites. 

Ainsi  les  droites  étant  A,  B,  C,  D,  et  les  points  d'inter- 
section , a , b.  c,  d , on  a toujours 

ne  bc  sin(A,C)  sin  ( B,  C) 

ad  bd  sin  ( A,  D)  " sin  ; B,  D) 

On  conclut  de  là  immédiatement  que  quand  les  quatre 
droites  sont  coupées  par  deux  transversales,  les  deux  séries 
de  quatre  points  d'intersection  ont  le  même  rapport  an- 
harmonique.  Ce  qu'on  exprime  brièvement  en  disant  que 
le  rapport  anharmouique  de  quatre  points  est  projcctj . 

('elle  propriété  du  rapport  anharmouique  de  quatre 


(l<  Aperçu  historique , Noies  XV»  el  XVI  -,  voir  |»nj;Oî*  ^4°  *1  ^44- 
(2}  Aperçu  histoi  iqur , Noie  X;  voir 
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points  a élé  connue  des  Anciens.  On  la  trouve  dans  six  pro- 
positions du  VIIe  livre  des  Collections  :;;athéinati(/ues  de 
Pappus,  parmi  les  lemines  relatifs  aux  Porismes  d’Eu- 
clide  (i).  Chez  les  Modernes,  Pascal  et  Desargues  l'ont 
connue;  et  vers  le  même  temps  Grégoire  de  Saint-Vincent 
et  de  La  Mire  ont  fait  un  grand  usage  du  cas  où  les  points 
sont  en  rapport  harmonique.  Carnot,  en  démontrant  ce 


(i)  Proposition*  lut),  i3G,  1 I7,  140,  141»  ! 45- (Voir  Aperçu  historique  . de  , 

page  38  ) 

Dans  la  proposition  rit),  Pappus  démontré  que  : Quand  trais  droites  H, 
C , Ü partent  d un  meme  point , deux  transversales  menées  par  un  point  a 1rs 
rencontrent  en  deux  séries  de  points  b,  c,  tl  el  b',  c',  il',  entre  lesquels  a lieu 
réquation 


ac. hd  ac' . l>' d' 

ad. be  ad'  b' c’ 


que  nous  écrivons 


«Je  bc 

Yd  : bd 


•te'  h' c' 

Yd'  : Vd' 


Les  propositions  1 36  et  expriment  la  réciproque  de  cette  première, 
savoir,  que  ; Quand  cette  égalité  a lieu  à l’égard  des  deix  séries  de  points 
a,  b,  c , d , et  a,  b',  c',  <1',  situés  sur  deux  transversales  issues  du  point  commun 
a,  les  trois  droites  bb',  ce'  et  dd'  concourent  en  un  meme  point. 

Dans  la  pioposition  137,  la  seconde  transversale  est  parallèle  à Tune  dos 
droites  du  faisceau;  et,  par  suite,  le  second  membre  de  l’équation  se.  réduit 
au  simple  rapport  de  deux  segments.  Ou  pourrait  considérer  celte  proposi- 
tion comme  un  corollaito  de  la  129e  : neanmoins  elle  a la  même  portée  que 

celle-ci , parce  qu'elle  exprime , comme  elle , que  la  fonction  — : 7^  relative 

a u bu 

à lu  première  transversale  a une  valeur  constante,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion de  celle  droite. 

La  proposition  140  est  l.t  réciproque  de  1 ‘*7 . 

Lufin  la  proposition  1 jfT  est  un  corollaire  de  la  tOy*  ; les  quatre  points 

a , b , c , d sont  supposés  en  rapport  harmonique , et  l’auteur  démontre  que  le» 

quatre  a,  b\ c't  d sont  aussi  en  rapport  harmonique.  Ce  qu'il  exprime  en 

<ic  le  * ac ’ h’  c‘ 

(lisant  que  si  l on  a — , ^ on  aura  aussi  —77  = mr* 

ad  bd  ad  b' d 

INI.  Poncelet  (voir  Traité  des  Propriétés  projectives , page  ta)  et  plusieurs 
auteurs  après  lui  ont  cite  de  l'ouvrage  de  Pappus  cette  dernière  proposi- 
tion 1 q5 , qui  prouve  que  le  rapport  harmonique  est  projectif.  Mais  on  voit 
que  la  proposition  générale  se  trouve  aussi  dans  l'ouvrage  du  géomètre 
grec,  et  même  avec  une  proposition  réciproque  fort  importante.  On  peut 
penser  qu' Luc  Iule  lui-mèmc  faisait  usage  de  ce»  propositions  dan»  son  Truite 
des  Porismes 
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cas  particulier,  a considéré,  le  premier,  le  rapport  des 
sinus  des  angles  du  faisceau  (i).  M.  Brianchon  a énoncé  la 
proposition  générale  et  s’en  est  servi  dans  son  Mémoire 
sur  les  lignes  du  second  ordre;  et  M Poncelet,  en  faisant 
usage  simplement,  comme  de  La  Hire  et  Grégoire  de  Saint- 
Vincent,  du  cas  du  rapport  harmonique,  a cité  la  proposi- 
tion générale  de  M.  Brianchon  (2).  Depuis,  plusieurs  géo- 
mètres, et  surtout  RIM.  Mobius  (3)  et  Steincr  (4),  ont  fait 
un  usage  plus  étendu  de  cette  proposition  et  de  celle  qui 
exprime  l’égali  té  entre  le  rapport  anharmonique  d'un  fais- 
ceau de  quatre  droites  et  celui  des  quatre  points  d’inter- 
section de  ces  droites  par  une  transversale.  Nous-mèmc 
avons  fait  usage  aussi  de  ces  fonctions  auharmoniques , no- 
tamment en  les  prenant  pour  le  type  des  relations  trans- 
formables, dans  la  théorie  des  figures  homo graphiques , 
comme  dans  celle  des  figures  corrélatives  ( 5). 

Mais,  indépendamment  de  ces  applications  spéciales,  la 
notion  du  rapport  anharmonique  était  susceptible  de  déve- 
loppements dont  j’ai  traité  quelques  points  dans  Y jS perçu 
historique  (6) , en  m'efTorçant  d’appeler  l’attention  des  géo- 
mètres sur  une  matière  dont  l’élude  inc  paraissait  devoir 
être  extrêmement  utile  aux  progrès  de  la  Géométrie  (7). 
Ce  sont  ces  développements  qui  ont  donné  lieu  aux  trois 
théories  distinctes  dont  je  viens  de  parler. 


(l)  Essai  sur  la  théo’ic  des  Transversales , page  77. 

(a)  Traité  des  Propriétés  projectives^  page  1 1. 

(3)  Dcr  barjeentrische  calcul , etc. 

(4)  Sjstcmatischr  Entwickelang  dcr  Ahhànfiigkeit  Geomctrischer  Gestaltcn 
von  cinander.  Berlin,  i83a,  in -8°. 

[b)  Aperçu  historique , pages  57.5-848 

(ti)  Voir  Note  IX,  pag.  3o2  3o8 , et  Notes  XV  et  X \ I , pag  334-344 
(7)  Voir  pages  31-35,  38-3),  81,  i5g,  ibb 
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On  peut  se  rendre  compte  de  la  facilité  «ue  doit  procurer 
le  rapport  an/iarinoniquc  pour  la  démonstration  des  pro- 
priétés des  figures.  Elle  provient  de  l'équation 

<tc  bc  sin(A,C)  sin(B,  C) 

ad  bd  sin  (A,  D ) ' sin  ( B,  D ) ’ 

qui  exprime  que  le  rapport  anhannonique  de  quatre  point.* 
en  ligne  droite  est  égal  à celui  de  tout  faisceau  de  quatre 
droites  passant  par  ces  points. 

En  eflet,  il  résulte  de  cette  propriété  du  rapport  anliar- 
monique,  que  celte  fonction  peut  servir  de  lien  entre  les 
parties  d’une  (igure,  pour  établir  les  relations  qu’elles 
comportent  et  qui  constituent  les  propriétés  de  la  ligure. 

Par  exemple,  si  les  rayons  de  deux  faisceaux  se  coupent, 
deux  à deux,  en  quatre  points  en  ligne  droite,  les  rapports 
unharmoniques  des  deux  faisceaux  sont  égaux  ; et  si  ces 
deux  faisceaux  sont  coupés,  respectivement,  par  deux 
transversales,  les  rapports  anliarmoniques  des  deux  séries 
de  quatre  points  d'intersection  seront  égîtux.  De  chacun  de 
ces  deux  systèmes  de  quatre  points , on  passe  de  même  à 
d’autres  systèmes  semblables,  par  l’intermédiaire  d'autres 
faisceaux.  De  là  peuvent  donc  résulter  des  propriétés  de  la 
figure,  concernant  des  points  et  des  droites.  On  verra,  en 
eflet,  dans  tout  le  cours  de  l’ouvrage,  qu’il  y a presque  tou- 
jours lieu  de  considérer  ainsi . dans  chaque  question  , quel- 
ques systèmes  de  quatre  points  ou  de  quatre  droites  ayant 
les  mêmes  rapports  anharmoniques.  On  peut  d'ailleurs  for- 
mer, avec  trois  points  seulement,  situés  en  ligne  droite, 
un  rapport  anharmonique,  en  y faisant  entrer  le  point  si- 
tué à l'infini  sur  la  droite , auquel  cas  la  fonction  aubarmo- 
nique  est  simplement  un  rapport  de  deux  segments. 

VI  ais  il  ne  faudrait  pas  croire  que  l’on  ne  démontre  ainsi 
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que  des  propriétés  exprimées  par  tu  simple  égalité  de  deux 
rapports  anharnioniques.  Cette  égalité  sert  d'auxiliaire  ou 
île  lien , comme  feraient  d'autres  propositions , mais  avec 
beaucoup  plus  de  facilité  que  d’autres,  pour  établir  les  di- 
verses relations  qui  constituent  les  propriétés  d'une  figure. 
Du  reste,  on  verra  que  cette  égalité  même  ne  s’exprime  pas 
uniquement  par  une  équation  à deux  termes , comme  on 
pourrait  le  penser  d’après  la  définitiou  du  rapport  anharmo- 
nique , mais  aussi  par  des  équations  à trois  et  à quatre 
termes,  de  formes  variées;  équations  dont  chacune  a des 
applicalibns  spéciales  fort  étendues. 

Aucune  autre  proposition  ne  me  parait  aussi  propre  que 
celle  du  rapport  anharmonique  à servir  de  lien  entre  les 
diverses  parties  d’une  figure  dont  on  veut  découvrir  ou  dé- 
montrer les  propriétés.  La  proposition  la  plus  fréquem- 
ment employée  est  celle  de  la  proportionnalité  entre  les 
côtés  des  triangles  semblables.  Mais  ces  triangles  n’existent 
pas,  en  général,  dans  les  données  de  la  question,  et  il  faut 
chercher  à les  former  par  des  lignes  auxiliaires,  tandis  que 
les  rapports  anharmoniques  s’aperçoivent  presque  toujours 
dans  la  figure  même,  ou  s’y  peuvent  former  aisément. 

Xf. 

La  fonction  anharmonique,  indépendamment  de  la  faci- 
lité qu’elle  procure  dans  les  démonstrations , porte  en  soi  le 
germe  des  caractères  généraux  qui  distinguent , comme  nous 
l'avons  dit,  nos  procédés  de  démonstration;  savoir,  l’ap- 
plication constante  du  principe  des  signes;  l’égale  facilité 
de  traiter  les  deux  genres  de  questions  relatives  aux  points 
et  aux  droites ; et  la  considération  des  imaginaires,  de  la 
. même  manière  qu’eu  Géométrie  analytique. 

Kn  ell'et,  l’égalité  entre  la  fonction  de  segments  et  la 
fonction  correspondante  de  sinus  comporte  le  principe  des 
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signes;  et  comme  nos  théories  découlent  de  celle  unique 
proposition,  il  s'ensuit  que  tous  les  résultats  admettent 
naturellement  et  nécessitent  même  l’application  du  prin- 
cipe des  signes. 

Cette  manière  de  faire  dériver,  pour  ainsi  dire , toute  la 
Géométrie  supérieure  d’une  proposition  unique  qui  im- 
plique l’usage  des  signes,  a de  l'analogie  avec  ce  que  l'on 
fait  dans  la  Trigonométrie  et  dans  la  Géométrie  analytique. 

Car  dans  la  Trigonométrie  on  démontre  la  formule  du 
développement  de  sin  (a  -+-  b) , en  prouvant  avec  soin  que 
la  règle  des  signes  s’y  applique,  et  l’on  déduit  de  cette  for- 
mule unique  toutes  les  autres. 

De  même,  en  Géométrie  analytique,  on  démontre  l'é- 
quation de  la  ligne  droite  et  l'on  prouve  qu’elle  comporte 
le  principe  des  signes;  puis  celle  équation  forme  le  point 
de  départ  et  le  fondement  de  tous  les  calculs  ultérieurs. 

De  même,  dans  notre  Géométrie,  une  seule  proposition, 
exprimant  l’égalité  de  deux  (onctions  anharmoniques  de 
segments  et  de  sinus,  forme  la  base  de  tout  l’ouvrage  et 
introduit  naturellement  le  principe  des  signes. 

Mais  celte  simple  égalité  a quelque  chose  de  plus  général 
et  de  plus  primordial  que  les  deux  propositions  qui  servent 
de  base  à la  Trigonométrie  et  à la  Géométrie  analytique; 
car  celles-ci  peuvent  être  considérées  comme  des  consé- 
quences de  la  première,  ainsi  qu’on  le  voit  dans  le  cours 
de  l’ouvrage  (t). 

Xli. 

Quant  aux  deux  genres  rie  propriétés  des  ligures,  aux- 
quels donne  lieu  la  distinction  des  points  et  des  droites , on 
conçoit  que  la  fonction  anharmonique  y soit  également 
propre,  puisqu’elle  implique  les  droites,  par  la  fonction 
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de  sinus,  aussi  bien  el  au  même  titre  que  les  points  par  la 
fonction  de  segments,  \ussi  tous  les  développements  qui  dé- 
coulent de  la  proposition  fondamentale  comprennent  deux 
ordres  de  vérités  diflcreiites,  mais  qui  se  correspondent  par- 
faitement : les  unes  relatives  à des  points,  el  les  autres  à 
des  droites. 

On  voit  donc  qu  à cet  égard,  comme  à l'égard  du  prin- 
cipe des  signes,  la  fonction  anharmonique  offre  des  avan- 
tages qui  ne  se  trouvent  dans  aucune  des  propositions  dont 
on  se  sert  le  plus  fréquemment  dans  la  Géométrie,  telles  , 
par  exemple,  que  la  proportionnalité  des  cotes  homologues 
dans  les  triangles  semblables. 

Du  reste,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou 
d'un  faisceau  de  quatre  droites  est  la  fonction  la  plus 
simple  qui  puisse  donner  lieu  à une  égalité  entre  une  fonc- 
tion de  segments  et  la  fonction  semblable  de  sinus.  C’est- 
à-dire  qu’avec  trois  points  el  un  faisceau  de  trois  droites, 
on  ne  peut  pas  former  de  fonctions  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 


XIII. 

Pour  montrer  comment  j’introduis  eu  Géométrie  pure 
la  notion  des  imaginaires  s de  la  même  manière  qu’on  le 
fait  en  Géométrie  analytique,  c'est-à-dire  par  la  considéra- 
tion des  racines  d’une  équation  du  second  degré,  il  faut 
donner  d’abord  une  courte  explication  relative  aux  divi- 
sions el  aux  faisceaux  homographiqaes . 

Deux  divisions  homographii/ncs  sur  deux  droites,  ou  sur 
une  seule,  sont  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent . 
deux  à deux,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  quelconques  de  la  première  série  soit  égal  à 
celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde  série. 
La  relation  entre  deux  points  correspondants  des  deux  di- 
visions s’exprime,  de  même  que  l égalité  de  deux  rapports 
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auharmouiqucs,  par  des  équations  à deux,  à trois,  ou  à- 
quatre  termes,  lesquelles  sont  indépendantes  de  la  position 
des  deux  droites. 

L’une  de  ces  équations  est  de  la  forme 

Asi.B'm'+l.A/n  -f-  p . B' m'  -+-  » ~ o , 

A et  IV  étant  deux  points  fixes  quelconques  sur  les  deux 
droites;  /n,  m'  deux  points  correspondants  des  deux  divi- 
sions, et  A,  u,  v des  constantes  qu’on  détermine  au  moyen 
de  trois  couples  de  points  correspondants. 

Quand  les  deux  droites  Sont  coïncidentes,  on  peut  rap- 
porter les  points  de  la  seconde  division  à la  même  origine 
que  ceux  de  la  première;  et  l’équation  devient 

Am.Am'  + Ï.Ain  -I-  ft.  A m'  ■+■  » = o. 

On  voit  immédiatement,  d'après  cette  équation,  qu'il 
existe  sur  la  droite  deux  points,  déterminés  par  l'équation 
du  second  degré 

3 

A m + (ï  p)  Km  4-  v = o, 

qui  jouissent  de  celte  propriété,  que  chacun  d’eux,  consi- 
déré comme  appartenant  à la  première  division,  est  lui- 
même  son  homologue  dans  la  seconde  division.  J’appelle  ces 
deux  points,  les  points  doubles  des  deux  divisions.  Quand 
les  racines  de  l’équation  sont  imaginaires  , on  dit  naturelle- 
ment, comme  en  Analyse,  que  ces  points  sont  irrut  gin  a ires; 
mais  leur  point  milieu  est  toujours  réel , ainsi  que  le  rec- 
tangle de  leurs  distances  à l’origine  A.  F.t  s’il  neutre, 
dans  la  question  que  l’on  traite,  que  ce  point  et  ce  rec- 
tangle, ou  bien  les  coefficients  X , p et  y,  ou  bien  encore 
les  trois  couples  de  points  correspondants  des  deux  divi- 
sions homographiques  qui  suffisent  pour  déterminer  ces 
coefficients,  les  résultats  seront  indépendants  des  circon- 
stances de  réalité  ou  d’imaginarité  des  deux  points  doubles. 
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et  comporteront  le  même  degré  de  généralilé  (|ue  les  calculs 
de  la  Géométrie  analytique. 

C’est  par  ces  considérations  qu’on  introduit,  naturelle- 
ment et  sans  obscurité,  la  notion  des  points  imaginaires. 
Il  en  est  de  même  pour  le  système  de  deux  droites  imagi- 
naires; on  regarde  les  deux  droites  comme  les  rayons  dou- 
bles de  deux  faisceaux  hoinographiques  ayant  le  même 
centre;  et  ces  rayons  doubles  se  déterminent  par  une  équa- 
tion du  second  degré  dont  les  racines  peuvent  être  imagi- 
naires. 

Ces  divisions  et  faisceaux  hoinographiques  se  présente- 
ront dans  une  foule  de  questions,  notamment  dans  toute  la 
théorie  des  sections  coniques;  de  sorte  qu’on  conçoit  bien 
que  dans  celte  théorie  la  notion  des  points  et  des  droites 
imaginaires  ne  causera  aucune  obscurité,  aucun  embarras. 
Par  exemple,  qu’on  demande  de  déterminer  les  points  d’in- 
tersection d’une  droite  et  d’une  conique  non  tracée,  mais 
qui  doit  passer  par  cinq  points  donnés.  On  se  servira  de  cette 
proposition  que  : « Si  autour  dé  deux  points  fixes  d’une  eo- 
» nique  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  toujours 
» sur  la  courbe , ces  deux  droites  forment,  dans  leurs  posi- 
» lions  successi  ves , les  rayons  de  deux  faisceaux  homogra- 
» phiques  (i)  ».  11  en  résulte  que  les  deux  droites  tour- 
nantes rencontrent  la  droite  proposée  en  deux  séries  de 
points  qui  forment  deux  divisions  hoinographiques;  cl  l’on 
voit  immédiatement  que  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
et  de  la  conique  sont  les  points  doubles  de  ces  deux  divi- 
sions, lesquels  peuvent  être  imaginaires  en  vertu  de  l’équa- 
tion du  second  degré  précédente. 

(i)  J'ui  démontre  ce  théorème,  en  premier  lieu,  sous  uii  énoncé  dilTe- 
ruiH , dans  un  Mémoire  sur  la  transformation  des  relations  métriques  des 
figuras  (voir  Correspondance  mathématique  et  physique  de  M.  Qutlelct, 
lome  V,  pages  *4f>3  et  'i<j4  t année  ; puis  sous  renonce  actuel  dans  In 

Noie  XV  de  V Aperçu  historique ( pa.es  33$-3.|i),  se  trouvent  diverse*  ap- 

plications de  colle  propriété  importante  dos  sections  coniques. 
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Un  aura  donc  une  idée!  parfaitement  nette  d<'  ee  qu'on 
doit  entendre  par  les  points  d’inlerseclion  imaginaires  dune 
droite  et  d'une  conique  , et  l’on  saura  déterminer  le  milieu 
«le  ces  «leux  points  et  le  rectangle  de  leurs  distances  à une 
origine  prise  sur  la  droite.  Tous  les  résultats  où  n’entreront 
que  ces  deux  éléments,  le  point  milieu  et  le  rectangle  , sub- 
sisteront dans  le  cas  d’iiuaginarilé,  comme  dans  celui  de 
réalité  des  deux  points  d'intersection. 

Cette  manière  «le  considérer  les  imaginaires  est  tout  à 
fait  conforme  à ce  <|u’on  fait  en  Géométrie  analytique.  Mais 
ici  les  équations  sont  formées  av«’c  les  données  mêmes 
delà  question,  ce  «jui  est  le  plus  haut  p«>inl  de  simplicité 
<{uc  l’on  puisse  désirer.  En  Géométrie  analytique,  au  con- 
traire, elles  ont  lieu  entre  des  coordonnées  introduites  auxi- 
liaircmcnl.  Certes  ces  coordomu;cs  sont  souvent  «l  un  se- 
cours précieux  ; mais , employées  mal  à propos  et  sans 
nécessité,  tdles  compliquent  une  question  et  n’en  procu- 
rent qu’une  solution  indirecte,  dès  lors  sans  utilité  théo- 
rique et  dépourvue  de  cette  netteté,  qui  doit  êtix*  le  but 
constant  des  eflorts  du  géomètre  (i). 

Xl\  . 

Notre  seconde  Section  renferme  les  applications  des  trois 
théories  fondamentales  à la  démonstration  des  propriéti’S 
des  ligures  rectilignes.  On  y trouve  les  propositions  les  plus 
utiles  sur  le  triangle,  le  cpiadrilatère  et  les  polygones;  di- 
vers modes  de  description  d’une  ligne  droite  par  points;  la 
théorie  des  transversales;  les  centres  des  moyennes  dis- 
tances et  des  moyennes  harmoniques;  des  relations  géné- 
rales entre  deux  systèmes  quelconques  de  points  situés  sur 


(l)  f,a  méthode  naturelle  se  distinguo  par  « ce  tic  clarté  et  celte  facilité 
suprême  qui , .selon  nous,  doit  se  trouver  dans  1rs  vraies  mathématiques.  » 
{ Df.scaaths,  ftèglrs  pour  In  direction  de  I esprit  Règle  quatrième  ' 
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une  même  droite,  d’où  dérivent  immédiatement  diverses 
formules  analytiques , notamment  celles  qui  servent  à la 
•décomposition  des  fractions  rationnelles  eu  fractions  sim- 
ples; une  solution  générale,  par  une  construction  unique, 
d’un  grand  nombre  de  questions  fort  diverses,  parmi  les- 
quelles se  trouvent  les  trois  problèmes  d'Apollonius,  de  la 
section  tin  raison , de  la  section  de.  /'espace,  et  de  la  sec- 
tion déterminée;  problèmes  cpti , comme  on  sait,  avaient" 
donné  lieu  à trois  ouvrages  du  géomètre  grec,  et  dont  la 
solution,  chez  les  Modernes,  a toujours  exigé  plusieurs 
propositions.  Ici  un  même  princij>e  de  solution  et  une 
même  construction  s'appliquent  immédiatement  aux  trois 
problèmes:  cette  construction  est  celle  des  points  doubles 
de  deux  divisions  homographiques. 

On  peut  rattacher  cette  solution  générale  à des  considé- 
rations analogues  aux  règles  de  double  fausse  position  (i). 
La  facilité  et  l’étendue  de  ses  applications  à une  foule  de 
questions  fort  différentes  semblent  indiquer  que  les  théories 
d’où  cette  solution  dérive  ne  s'écartent  pas  des  bases  natu- 
relles de  la  science. 

X\  . 

La  troisième  Section  contient  la  théorie,  prise  d'un  point 
de  vue  très-général,  des  systèmes  de  coordonnées  servant 
à exprimer  par  deux  variables,  qui  sont  des  rapports  de 
segments,  ou  bien  des  rapports  de  distances  d’un  point  à 
des  droites  fixes  ou  d’une  droite  à des  points  fixes,  la  posi- 
tion d'un  point  ou  celle  d'une  droite;  puis,  la  théorie  gé- 

(l)  Ici,  où  les  questions  traitées  par  «cite  méthode  ont , en  général, 
deux  solutions,  il  faut  trois  hypothèses  au  lieu  de  deux.  On  peut  dire  que 
c’est  une  règle  de  triple  fausse  position,  ( elle  méthode,  fondée  sur  des  cm»  - 
sidérations  géométriques,  embrasse,  comme  cas  particulier,  la  règle  de 
double  fausse  position  §xii  laquelle  on  résout  les  équations  du  premier  degre. 
et  s'applique  eu  outre  à la  résolution  de  systèmes  dVqualions  déterminées 
du  second  degre  à plusieurs  inconnues  , qui  admettent  deux  solutions. 
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nérulc  de  la  transformation  des  ligures,  soit  eu  figures  de 
même  genre,  appelées  figures  homograp fin/ 1 tes , dans  les- 
quelles dos  points  correspondent  à des  points  et  des  droites 
à «les  droites,  comme  dans  la  perspective;  soit  en  figures 
de  genre  différent,  appelées  figures  corrélatives , dans  les- 
quelles des  points  correspondent  à des  droites  ei  des  droites 
à des  points,  comme  dans  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques. 

L'exposition  de  ces  méthodes  générales  et  les  applica- 
tions que  l’on  en  fait  à diverses  questions,  nouvelles  pour  la 
plupart,  reposent,  comme  toutes  les  parties  de  la  seconde 
Section,  sur  les  théories  établies  dans  la  première  (t). 

X\l. 

La  quatrième  Section  traite  des  cercles.  On  v trouve 
d’assez  nombreuses  propositions,  dont  une  partie  se  repré- 

(i)  O#  méthodes  générale»  de  transformation , appliquées  aux  figures 
à trois  dimension*  , sont  ie  sujet  du  Mémoire  sur  1rs  principes  de  dualité  < i 
d'homographie t qui  fait  suite  à V Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  déve- 
loppement des  méthodes  en  Géométrie , in-|°;  Bruxelles,  i81~. 

Je  rappellerai  ici,  à raison  de  celle  date  de  que  cet  ouvrage,  qui 

forme  le  tome  XI  des  Mémoires  couronnés  de  l'Académie  de  Bruxelles, 
avait  été  adresse  à celle  Academie  en  janvier  18I0  , au  sujet  de  la  question 
suivante;  « On  demande  un  examen  philosophique  des  differentes  méthodes 
» employées  dans  In  (jconiétrio  recenle,  et  particulièrement  du  la  méthode 
w «les  polaires  réciproques.  » Le  Mémoire  sur  les  deux  méthodes  de  tram- 
formaliou  des  figures , précédé  d'une  introduction  historique  de  peu  d’é- 
tendue, formait  alors  la  partie  la  plus  considérable  de  ('ouvrage:  et  c’est 
quand  ce  travail  a dû  être  imprimé,  qne  ja»  donne  à la  partie  historique 
une  plus  grande  extension.  Mais  les  théories  sur  lesquelles  reposent  les 
deux  méthodes  de  transformation,  et  les  usages  du  rapport  attbarmn- 
nique  dans  les  nombreuses  applications  de  ccs  méthodes  (pages  575-85*1), 
ont  la  date  de  janvier  iBio,  époque  où  le  Mémoire  a été  adressé  à l'Aca- 
demie de  Bruxelles  et  a cto  le  sujet  d'un  Happorl  officiel. 

Kn  faisant  mention  , dans  cet  ouvrage  ( pages  21  (*-u  8),  des  diverses  mé- 
thodes de  transformation  des  figures  , telles  que  celle  de  Newton  généralisée 
par  Waring,  celle  «1rs  figures  liomologiques  de  M.  Poncelet,  etc.,  qui  ren- 
trent dans  la  théorie  des  figures  hontagi  aphiques , je  n'ai  pu  citer  la  mé- 
thode de  colhnéation  de  \| . Mohius  (pii  est  du  même  genre,  et  que  cr 
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sèmeront  dans  lu  théorie  des  sériions  coniques,  et  dont  on 
aurait  pu  par  conséquent  ajourner  la  démonstration.  Mais 
j'ai  vu  plusieurs  raisons  de  faire  entrer,  dès  ce  moinenl , 
ces  propositions  dans  le  développement  des  propriétés  re- 
latives aux  cercles.  Elles  seront  un  utile  exercice,  qui  con- 
vaincra le  lecteur  que  les  procédés  de  démonstration  mis 
en  usage  avec  tant  de  facilité  dans  la  théorie  des  figures 
rectilignes  s’appliquent,  avec  non  moins  de  surcès,  aux 
cercles  et  même  aux  sections  coniques , caron  s’apercevra 
bien  que  presque  toujours  les  démonstrations  resteront  les 
mêmes  pour  ces  courbes. 

Cette  théorie  du  cercle  sullira  donc  pour  répandre  na- 
turellement, avant  d’aborder  l’étude  des  sections  coniques, 
la  connaissance  d’une  partie  considérable  des  propriétés  de 
ces  courbes  cl  surtout  de  celles  que  I on  néglige  dans  les 
Traités  de  Géométrie  analytique. 

Les  jeunes  géomètres  dépasseront  ainsi , sans  travail  pé- 
nible et  au  grand  avautage  de  la  science,  les  programmes 
de  l’enseignement  classique  devenus  beaucoup  trop  res- 
treints. 

Dans  cette  Section  se  trouve  un  chapitre  sur  les  cônes  à 
base  circulaire;  non  que  nous  ayons  eu  l’intention  de  com- 
prendre dans  ce  volume  une  théorie  de  ces  surfaces,  qui, 
pour  être  traitée  avec  tous  les  développements  qu’elle  com- 
porte, ne  doit  venir  qu’après  celle  des  sections  coniques. 
Mais  ces  propriétés  des  cônes  se  présentent  ici  d’elles- 


savant  géomètre  a exposée  dans  son  Traité  du  Calcul  barycentrique ( Dn 
barycentrische  calcul , etc  ; Leipzig,  1827);  ce  que  je  n’ai  su  que  fort  long- 
temps après  la  publication  de  YApn  eu  historique. 

La  partie  historique  de  Y Aperçu  ( pages  1-7(19)  et  les  Notes  qui  s*y  iap- 
portent  (pages  ct^t ont  été  traduites  on  allemand  par  M.  Solincke, 
professeur  à l'Université  de  Halle.  ( Gcschichtr  der  Gronirti ie  , haupts/ichlich 
mil  II , zug  auf  die  neueren  Mcthodrn.  Von  Chasles.  Aus  dem  Franiôsischm 
ubrrnngen  durcit  II’  L.-A.  Sohnrbe , ord . professât  der  reinen  Mntht  matik  an 
der  verrinten  Friedrichi  Univci  filai  llallr  Wtitenlerp  Halle,  18*9;  in*8°.'l 
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mêmes,  parce  (pi  clics  sont  simplement  une  expression  dif- 
férente de  propositions  générales  relatives  à un  système  de 
cercles  : ou  suppose  l’un  de  ces  cercles  imaginaire,  comme 
nous  l’avons  dit  précédemment. 

Cette  partie  de  l’ouvrage  initiera  le  lecteur,  sans  aucune 
étude  spéciale,  à la  connaissance  d’assez  nombreuses' pro- 
priétés des  cônes  à base  circulaire  et  des  coniques  sphéri- 
ques. Nous  nous  sommes  cru  d’autant  plus  autorisé  à donner 
place  à ce  chapitre  sur  les  cônes,  que  cette  théorie,  qui 
forme  un  intermédiaire  distinct  entre  les  coniques  planes 
et  les  surfaces  du  second  degré,  et  donne  lieu  à un  ordre 
tout  spécial  de  spéculations  géométriques  intéressantes,  est 
aujourd’hui  enseignée  régulièrement  dans  l’Université  de 
Dublin,  où  les  études  mathématiques  prennent  une  exten 
sion  remarquable  (i). 

Nous  ne  pouvions  omettre,  en  traitant  du  cercle,  di- 
verses propriétés  du  système  de  deux  cercles,  qui  se  rap- 
portent à la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  se  re- 
commandent surtout  par  un  beau  théorème  de  M.  Jacobi , 
que  l’on  déduit  de  considérations  plus  générales.  Ces  pro- 


(i)  Celle  théorie  des  cônes  à base  circulaire  cl  des  coniques  sphériques 
fait  le  sujet  de  deux  Mémoires  insérés  dans  le  tome  VI  des  Mémoires  de 
l’Académie  de  Bruxelles  (année  i83o). 

Un  habile  géomètre,  M.  Graves,  professeur  à l'Université  de  Dublin,  a 
traduit  ces  deux  Mémoires  en  anglais,  et  y a joint,  outre  des  Notes  et  Addi- 
tions, un  Appendice  contenant  l’application  de  l'Analyse  h la  Géométrie 
sphérique.  L'ouvrage,  édité  aux  frais  de  l’Université  de  Dublin,  qui  l'a 
jugé  propre  à inspirer  aux  jeunes  mathématiciens  le  goût  «les  méthodes  de 
la  Géométrie  pure,  est  enseigné  dans  les  cours  annuels  de  cette  Université. 
(It  is  intended  for  the  use  of  uudergradualc  sludents  in  thé  University  of 
Dublin;  and,  it  is  hoped  . may  bo  useful  in  direcling  their  prevailing  teste 
for  pure  goometry  lo  interesting  and  worthy  objecta.)  Voir  : Two geometri- 
cal  Memoirs  on  the  general  propertics  of  cônes  of  the  second  degree  and  on 
the  spheric al  conics , by  M.  Chasles.  Translated  from  the  french  , with  Notes 
and  Additions , and  an  Appendix  on  the  application  of  Ana(ysi s to  the  sphcrical 
Geomctry,  by  the  Rev.  Charles  Graves,  A.  M.,  M.  B.  I.  A.,  fellow  and  tutor 
of  Trinity  College  Dublin.  Dublin,  t8^l  ; in-b°. 
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positions  forment  le  dernier  chapitre  de  notre  quairième 
Section , par  lequel  se  termine  le  volume. 


Je  fais  suivre  celle  préface  du  Discours  d’inauguration 
du  Cours  de  Géométrie  supérieure  de  la  Faculté -des  Scien- 
ces, dans  lequel,  en  jetant  un  coup  d’œil  sur  l’histoire  de 
la  Géométrie,  j’ai  présenté  quelques  considérations  qui  se 
rattachent  au  but  de  l’ouvrage  actuel  (i). 


(t)  Le  savant  géomètre  et  secrétaire  perpétuel  do  l’Académie  de  Naples , 
M.  Flauti , qui , comme  rillustre  Fcrgola  , cultive  avec  prédilection  les  doc- 
trines de  la  Géométrie  pure , nous  a fait  l’honneur,  en  exprimant  son  opi- 
nion sur  les  services  qu'une  chaire  de  Géométrie  supérieure  pouvait  rendre 
aux  sciences  mathématiques,  de  traduire  en  italien  et  d’enrichir  de  Notes 
ce  Discours  d’inauguration  de  la  chaire  créée  à la  Faculté  des  .Sciences  do 
Paris.  (Considéra  dont  sulla  nuova  caltedra  eretta  nella  Facoltà  dette  Science 
delV  Accademia  di  Parigi  per  Vinsegnamento  delta  Geometria  superiore  e 
Diicorso  di  apertura  alla  mcd<  sima  del  prof.  Chastes , con  Note  aggiunte.) 
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I)E  GÉOMÉTRIE  SUPERIEURE 

OF  LA  FACl'LTL  DFS  SCIENCES  DF.  P.tSIS. 

(Séance  du  11  décembre  t846.) 


Depuis  plus  d’un  siècle  , l'enseignement  de  la  Géométrie  se  ré- 
duit aux  premiers  principes  qu’on  appelle  les  J Éléments. 

Ce  nom  d 'Éléments  semble  inditpier  les  premiers  matériaux  de 
l’édifice  , les  premiers  pas  ou  l’introduction  dans  la  science.  Cepen- 
dant, si  l’on  considère  que  la  Géométrie  a pour  objet  la  mesure 
et  les  propriétés  cle  l'étendue , on  sent  aussitôt  combien  elle  est  vaste  , 
et  l’on  n’aperçoit  même  pas  de  limites  au  champ  quelle  embrasse  : 
car  X étendue  figurée,  varie  de  formes  à l’infini , et  les  propriétés 
de  chacune  des  ligures  que  présente  la  nature  ou  que  l’esprit 
peut  imaginer,  sont  elles-mêmes  extrêmement  nombreuses,  on 
pourrait  même  dire  inépuisables.  Il  semblerait  donc  que  l’étude 
de  la  Géométrie  dût  occuper  une  grande  place  dans  l’enseigne- 
ment public;  et  cette  opinion  se  fortifie  , quand  on  considère  que 
cette  science , indépendamment  de  son  application  à tous  les  arts 
de  construction , est  réputée  le  fondement  des  sciences  mathéma- 
tiques , et  que  les  meilleurs  penseurs , dans  tons  les  temps , l’ont 
regardée  comme  un  excellent  exercice  de  logique,  éminemment 
propre  à former  de  bons  esprits  (i).  Il  en  a été  ainsi , en  effet. 


(i)  C’est  pourquoi  l’élude  îles  Mathématiques , dans  U’ancienne  llniver- 
sité,  luisait  partie,  ou,  du  moins,  était  l’accoinpagneniont  jugé  nécessaire 
du  Cours  de  philosophie  qui  couronnait  de  fortes  Humanités.  ( Rollin  ; Traité 
des  Éludes  : livre  sixième,  art.  a.) 

On  sait  combien  Descartes,  Pascal  et  Leibnitz,  comme  philosophes  et 
écrivains,  ont  tiré  de  secours  des  Mathématiques,  et  avec  quelle  insistance 
ils  eu  recommandent  l'étude  comme  infiniment  utile  pour  faire  naître  et 

c. 
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chez  les  Anciens  et  chez  les  Modernes,  jusque  vers  le  coniinenoe- 
nient  du  siècle  dernier;  mais  depuis,  par  l’effet  de  ces  vicissi- 
tudes auxquelles  les  sciences  elles- memes  sont  sujettes,  cette  partie 
si  importante  de  nos  connaissances  positives  a été  négligée  et  ré- 
duite à ses  Éléments. 

Cependant,  quoique  privés  des  secours  et  des  encouragements 
que  procure  renseignement , plusieurs  géomètres,  depuis  les  pre- 
mières années  de  ce  siècle,  ont  cultivé  avec  prédilection  cette  Géo- 

fortificr  le  véritable  esprit  de  méthode.  Voici,  à ce  sujet,  un  passage  de 
Pascal,  qui  n'a  été  publié  que  dans  ces  derniers  temps  : 

« ('elle  science  seule  (la  Géométrie)  sait  les  véritables  règles  du  raison - 
» nement,  et,  sans  s'arrêter  aux  règles  des  syllogismes  qui  sont  tellement 
» naturelles  qu'on  ne  peut  les  ignorer,  s'arrête  et  se  fonde  sur  la  véritable 
u méthode  de  conduire  le  raisonnement  en  toutes  etioses,  que  presque  tout 
n le  monde  ignore,  et  qu'il  est  si  avantageux  de  savoir,  que  nous  voyons 
» par  expérience  qu'entre  esprits  égaux  et  toutes  choses  pareilles,  celui  qui 
» a de  la  géométrie  l'emporte  et  acquiert  une  vigueur  toute  nouvelle. 

» Je  veux  donc  faire  entendre  ce  que  c’est  que  démonstration , par  l'cxem- 
» pic  de  celles  de  Géométrie,  qui  est  presque  la  seule  des  sciences  hu- 
•*  ma  inos  qui  en  produise  d'infaillibles , parce  qu'elle  seule  ohserve  la  vo- 
ir ritable  méthode,  au  lieu  que  toutes  les  autres  sont  par  une  nécessite 
n naturelle  dans  quelque  sorte  de  confusion  que  les  seuls  géomètres  savent 
n extrêmement  connaître.  » (De  l'Esprit  géométrique ,•  voir  page  ia5  du 
tome  I des  Pensées,  Fragments  et  Lettres  de  Pascal  ; édition  de  M.  Fou- 
gère. Paris,  1 8 1 4 , a vol.  in-8°.) 

Si  l'on  consultait  l'histoire,  on  trouverait  que  parmi  les  hommes  qui  se 
sont  f.iit,  à divers  titres,  dans  tous  les  temps,  un  nom  célèbre,  un  grand 
nombre  avaient  de  la  géométrie , comme  dit  Pascal  On  aurait  à citer,  dans 
l'antiquité  , les  plus  éminents  philosophes , dont  il  suffit  de  nommer  Platon  , 
qui  avait  fait  des  mathématiques  la  base  fondamentale  de  son  enseigne- 
ment , et  dont  on  connaît  la  fameuse  inscription  du  portique  de  son  acadé- 
mie: Que  nul  n'entre  ici,  s'il  n'est  géomètre.  On  distinguerait,  dans  le  moyen 
ûgc , surtout  saint  Augustin  , Mar ciantis  Capella  , Boèce , Cassiodore  * Pro* 
clus,  Isidore dcSéville,  Bède,  Alcuin,  Avicenne,  le  pape Gerberl , Adélard, 
Albert  le  Grand  , Roger  Bacon:  chez  les  Modernes,  Léonaid  de  Vinci, 
Albert  Durer,  Hamus,  J. -J.  Scaliger,  H.  Grotius,  Hobbes,  Gassendi,  Ar- 
nauld,  Malebranche,  Huet,  Clarke,  Fontcnellc,  Wolfl*,  Réaunmr,  Voltaire, 
BufTon,  Diderot,  Bcauzée,  Coud  illac,  Haller,  Dugnld  Stewart,  Kant , Cote- 

brooke, L'histoire  même  des  chefs  d’empires  montremil  que  ceux  qui 

ont  encouragé  la  culture  des  mathématiques,  source  commune  de  toutes  les 
sciences  exactes,  sont  aussi  ceux  dont  le  règne  a eu  le  plus  d 'éclat  et  dont 
la  gloire  est  la  plus  durable 
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mélrie  abandonnée , et  lui  ont  fait  faire  îles  progrès  notables.  On 
a même  commencé,  dans  plusieurs  Universités  d’Allemagne  et 
d’Angleterre,  à la  réintroduire  dans  les  cours  publics  et  dans  les 
thèses  ayant  pour  but  l’obtention  d«6  grades  universitaires. 

M.  le  Ministre  de  l’Instruction  publique,  dans  sa  sollicitude 
pour  toutes  les  parties  de  l'enseignement  soumis  à sa  haute  direc- 
tion , a jugé  que  le  temps  était  venu  de  combler  en  France  aussi 
une  lacune  préjudiciable  aux  progrès  des  sciences  mathématiques. 
La  Faculté  des  Sciences  consultée  a partagé  ces  vues  judicieuses  et 
libérales,  et  émis  le  vœu  que  l’enseignement  des  Mai  hématiques 
supérieures  reçût,  dans  la  Faculté,  le  complément  qui  lui  man- 
quait , et  qu’une  chaire  de  haute  Géométrie  y fût  immédiatement 
instituée.  M.  le  Ministre  m’a  fait  l’honneur  de  me  confiée  cet  en- 
seignement. 

Celte  tâche , qu’on  me  permette  de  le  dire  dès  ce  moment  en 
sollicitant  l’indulgence  des  personnes  qui  me  font  l'honneur  de 
m'écouter,  n’est  pas  sans  difficultés.  Car  ce  ne  sont  plus  les  théo- 
ries, ce  n’est  plus,  pour  ainsi  dire,  la  science  qu’enseignaient 
Oroncc  Finéc  , Ramus , Roberval,  qu’il  s’agit  de  reproduire;  il 
ne  peut  suffire  d’expliquer  et  de  commenter  les  travaux  d’Ar- 
chimède et  d’Apollonius,  de  Fermât,  de  Cavalicri,  de  Pascal, 
d’Huygens,  de  Newton,  de  Maclaurin.  Ces  ouvrages  renferment 
d’admirables  exemples  des  ressources  que  procure  la  Géométrie 
«Uns  toutes  les  spéculations  delà  philos«jphic  naturelle;  on  y trouve 
le  germe  de  plusieurs  théories  : mais  ils  ne  forment  pas  un  en- 
semble de  méthodes  qu’on  puisse  réunir  dans  un  eorps  de  doc- 
trine , et  qui  suffisent  pour  initier  les  jeunes  mathématiciens  à la 
connaissance  et  à la  culture  de  la  haute  Géométrie.  S’ils  offrent  de 
magnifiques  applications  de  cette  science,  ils  ne  constituent  pas 
un  cours  de  Géométrie  supérieure.  Et  d’ailleurs  la  science  a mar- 
ché : elle  s’est  enrichie  de  doctrines  nouvelles,  en  harmonie  parfois 
avec  celles  de  l’Analyse;  et  c’est  sur  des  bases  dont  on  n’aurait 
pas  eu  l’idée  il  y a un  siècle  , qu'il  faut  aujourd’hui  fonder  ce  cours 
«le  Géométrie  supérieure.  C’est  dans  quelques  ouvrages  modernes, 
«lans  «les  Mémoires  épars  dans  les  recueils  scientifiques, .qu’il  faut 
chercher  le  germe  et  les  éléments  «les  théories  et  des  méthodes  pro- 
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lires  à former  le  corps  de  doctrine  que  nous  avons  en  vue.  Ces 
ihéories  et  ces  méthodes  une  fois  déterminées,  il  faudra  les  coor- 
donner entre  elles,  et  les  soumettre  à l'enchaînement  logique,  qui 
est  le  caractère  propre  des  sciences  mathématiques,  et  plus  par- 
ticulièrement de  la  Géométrie.  C’est  donc  une  oeuvre  toute  nouvelle 
à accomplir. 

Où  trouverons-nous  les  éléments,  dis|ierses,  de  cet  enseigne- 
ment nouveau  ? Dans  l’étude  attentive  des  travaux  de  nos  devan- 
ciers, Mous  devrons  consulter  les  ouvrages  des  Grecs,  qui  se  pré- 
sentent les  premiers  dans  la  carrière,  qu’ils  ont  parcourue  avec  un 
grand  succès;  puis  suivre  les  développements  de  la  science  chez 
les  Modernes  ; puis  enfin  aborder  les  doctrines  du  xtx'  siècle. 

Cette  étude  rétrospective  est  indispensable  pour  atteindre  le  but 
qui  nous  est  proposé.  Dès  aujourd’hui  nous  jetterons  un  rapide 
coup  d’œil  sur  les  travaux  des  géomètres  anciens  et  modernes.  Ce 
sera  l’objet  de  cette  première  leçon. 

I.  Dr  la  Géométrie  rhrz  1rs  Cires. 

I.a  Géométrie  a été  la  science  de  prédilection  des  Grecs.  Ils  la 
divisaient  en  trois  parties  distinctes  : la  Géométrie  élémentaire  , 
qu’ils  appelaient  simplement  les  Éléments ; la  Géométrie  pratique 
ou  Gëotlésie;  et  la  Géométrie  supérieure,  qu’ils  appelaient  le  lieu 
résolu,  et  qui  était  un  ensemble  de  questions  résolues  d’avance  et 
de  théories  où  le  géomètre  trouvait  les  ressources  nécessaires  pour 
procéder  à la  démonstration  des  vérités  et  à la  solution  des  pro- 
blèmes. 

C’est  cette  partie  , le  liru  résolu , que  les  Modernes  ont  appelée 
Y Analyse  géométrique  des  Anciens. 

' Le  peu  de  détails  qui  nous  sont  parvenus  sur  ce  point  extrême- 
ment intéressant  de  l’histoire  de  la  science  se  trouvent  dans  les 
Collections  mathématiques  de  Pappus  , géomètre  qui  vivait  au 
iv'  siècle  de  notre  ère.  Ces  Collections  mathématiques  étaient  lin 
ouvrage  en  huit  livres  , dont  six  seulement  nous  ont  été  conservés. 
On  y trouve,  avec  des  détails  qui  nous  font  connaître,  sur  plu- 
sieurs pqjnts,  l'etat  des  mathématiques  anciennes,  une  foule  de 
propositions  et  de  lemmes  destinés  à servir  de  commentaires  à di- 
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vers  ouvrages,  dont  la  plupart  ne  sont  pas  arrives  jusqu'à  nous. 
L’auteur  était  un  géomètre  éminent , que  Descartes  avait  en  grande 
estime.  C’est  dans  Pappus  et  Diophante  que  ce  grand  philosophe 
remarquait  des  traces  de  celte  lumière  de  raison  qui , dans  l’anti- 
quité, était  le  caractère  des  mathématiques  véritables  (i). 

Nous  trouvons,  dans  les  Collections  de  Pappus , la  nomencla- 
ture des  Traités  qui , faisant  suite  aux  Éléments , formaient  le  lieu 
résolu  , ou , comme  nous  venons  de  le  dire , la  Géométrie  supé- 
rieure. C’étaient  : un  livre  des  Données,  d’Euclide;  deux  livres  de 
la  Section  de  raison,  d’Apollonius;  deux  livres  de  la  Section  de  l'es- 
pace; deux  de  la  Section  déterminée , et  deux  des  Attouchements 
( contacts  des  cercles ) , du  même;  trois  livres  des  Purismes,  d’Eu- 
clide; encore  d’Apollonius,  deux  livres  des  Inclinaisons,  deux 
des  Lieux  plans,  et  huit  des  Sections  coniques;  d’Aristée  l’an- 
cien, deux  livres  des  Lieux  solides  ; d’Euclidc  encore  , deux  livres 
des  Lieux  à la  surface;  enfin,  d’Ératosthènes , deux  livres  des 
Moyennes  raisons. 

Ces  divers  ouvrages  formaient  donc  un  corps  de  science , une 
Géométrie  supérieure,  que  les  Anciens  distinguaient  essentiellement 
des  Éléments. 

Pappus  ajoute  que  les  géomètres,  en  appliquant  les  ressources 
que  leur  offraient  ces  ouvrages  pour  la  démonstration  des  vérités 
géométriques  et  la  solution  des  problèmes,  suivaient  deux  mé- 
thodes, nu  plutôt  deux  manières  île  procéder  par  le  raisonne- 
ment; savoir:  la  synthèse  ou  éomposittbn,  et  l 'analyse  ou  ré- 
solution. Ces  deux  mots,  synthèse  et  analyse,  avaient  alors,  en 
mathématiques,  un  sens  parfaitement  défini.  Mais,  comhic  aujour- 
d’hui nous  les  employons  communément  dans  une  acception  spé- 
ciale très-différente , qui  laisse  ignorer  aux  jeunes  géomètres  ce 
qu’elaient  les  méthodes  anciennes  et  surtout  la  méthode  analy- 
tique, il  ne  paraîtra  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  ici  le  sens 
précis  que  leur  donne  Pappus,  le  même  qu’on  trouve  aussi  dans 
Kuclide  (au  treizième  livre  des  Éléments). 


(l)  Hèfilct  /tour  le  direction  de  l'esprit;  \f  ri‘[;te . l.-mo  XI  de  Icdilfon  de 
M,  Cousin. 
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Par  la  synthèse,  on  part  tic  vérités  connues  pour  arriver,  tic 
conséquence  en  conséquence,  à la  proposition  que  Ton  veut  dé- 
montrer, ou  à la  solution  du  problème  proposé. 

Par  Y analyse  9 on  regarde  comme  vraie  la  proposition  que  Ton 
veut  démontrer,  ou  comme  résolu  le  problème  proposé,  et  Ton 
marche  de  conséquence  en  conséquence,  jusqu’à  ce  qu’on  arrive 
à quelque  vérité  connue,  qui  autorise  à conclure  que  la  chose 
admise  comme  vraie  l’est  réellement , ou  qui  comporte  la  construc- 
tion du  problème  ou  son  impossibilité  (i). 

(i)  Citons  le  texte  même  de  Pappus,  dans  son  sens  littéral  : 
a Le  lieu  résolu  est  une  matière  h l'usage  de  ceux  qui,  possédant  les  Élé- 
ments, veulent  acquérir  en  Géométrie  Part  de  résoudre  le»  problèmes  : c'est 
là  son  utilité.  Cette  partie  des  mathématiques  nous  a été  transmise  par 
Euclidc,  l'auteur  des  Éléments,  Apollonius  et  Aristéc  l'ancien.  On  y pro- 
cède par  voie  de  Résolution  et  de  Composition. 

>«  La  Résolution  est  une  méthode  par  laquelle,  en  parlant  de  la  chose  que 
l'on  cherche  et  que  l'on  suppose  déjà  connue , on  arrive  par  unç  suite  de 
conséquences,  à une  conclusion  sur  laquelle  ou  s'appuie,  pour  remonter, 
par  voie  de  Composition,  à la  chose  cherchée.  En  eflèl , dans  la  Résolution 
nous  regardons  comme  fait  ce  que  nous  cherchons,  et  nous  examinons  ce 
qui  découle  de  ce  point  de  départ,  et  même  ce  qui  peut  en  être  l'antécé- 
dent , jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  par  le  raisonnement  à quelque  vérité 
déjà  connue  ou  mise  au  nombre  des  principes.  Celte  marche  constitue  lo 
procédé  qu'on  appelle  Annl/se,  comme  qui  dirait  solution  en  sens  inverse. 

» Au  contraire,  dans  la  Composition  nous  partons  de  cette  vérité  à laquelle 
nous  sommes  parvenus,  comme  dernière  conséquence,  dans  la  Résolution; 
et  en  suivant  dans  le  raisonnement  une  marche  inverse  de  la  première, 
c'est-à-dire  en  prenant  toujours  pour  antécédent  ce  qui,  dans  le  premier 
cas , était  conséquent , et  réciproquement , nous  parvenons  enfin  à la  chose 
cherchée.  Celte  marche  constitue  le  procédé  qu'on  nomme  synthèse. 

» L'Analyse  s'emploie  dans  deux  ordres  de  recherches  : ou  pour  démontrer 
une  vérité  théorique,  ou  pour  résoudre  un  problème  proj>osé. 

n Dans  le  premier  cas,  admettant  comme  vraie  la  proposition  qu'il  fuul 
démontrer,  nous  regardons  aussi  comme  vraies  les  conséquences  qui  en  dé- 
coulent, jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à quelque  conclusion  connue.  Si 
cotte  conclusion  est  une  proposition  vraie,  celle  d'où  nous  sommes  partis 
l'est  aussi  ; et  rfa  démonstration  se  trouve  dans  Y Analyse  prise  en  sens 
contraire.  Mais  si  notre  conclusion  forme  une  proposition  fausse,  la  pro- 
position que  nous  ai  ions  admise  l'est  aussi. 

n Dans  le  second  cas,  où  il  s'agit  de  résoudre  un  problème,  nous  regar- 
dons comme  connu  ce  qu'il  faut  trouver,  cl  nous  en  lirons  quelque  conclu- 
sion Si  celte  conclusion  est  une  construction  possible  ou  rentrant  dans  ce 
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Ces  «leux  manières  de  |irocèder  en  inallicmatiques  ne  repundent 
nullement  à la  signifieation  actuelle  des  deux  termes  analyse  et 
synthèse,  dont  le  premier  caractérise  l’emploi  du  calcul  algébrique, 
et  le  second,  la  considération  seule  des  propriétés  îles  figures,  au 
moyen  du  raisonnement  naturel. 

Les  deux  méthodes  anciennes  ne  différaient , au  fond  , que  dans 
le  point  de  départ,  les  diverses  opérations  de  raisonnement  étant 
les  mêmes  dans  l’une  et  dans  l'autre,  mais  dans  un  ordre  inverse. 
On  caractérisera  brièvement  ces  deux  méthodes,  en  appelant, 
avec  Kant,  la  synthèse , méthode  progressive , et  Y analyse , méthode 
régressive  (i). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  ici  que  l'usage  de  V analyse , chez 
les  Anciens,  suppose  nécessairement  une  proposition  déjà  connue 
et  dont  on  cherche  la  démonstration,  ou  un  problème  proposé.  De 
sorte  que  hors  ces  deux  cas  il  n’y  a point  lieu  , d’après  la  définition 
précise  de  Pappus , d’employer  la  méthode  analytique. 

Il  faut  observer  encore  que,  bien  que  l’esprit  de  la  méthode 
soit  le  même  dans  les  deux  cas,  néanmoins  elle  y a un  caractère 
différent.  Car  dans  le  premier,  où  il  s’agit  de  démontrer  une  pro- 
position, Y analyse  n’est  point  autre  chose  qu’une  méthode  ex- 
périmentale de  vérification  à posteriori , tandis  que  dans  le  second , 
oit  il  s’agit  de  résoudre  un  problème,  elle  forme  une  méthode 
d’invention  à priori,  puisqu'on  sc  propose  de  trouver  la  solution 
ou  construction  du  problème,  ou  de  démontrer  son  impossibilité, 
ce  qui  constituera  la  découverte  d’une  vérité  mathématique  actuel- 
lement inconnue. 


^ que  les  mathématiciens  appellent  les  données,  te  problème  proposé  sera 
aussi  possible  ; cl  la  démonstration  répondra  à V Analyse  en  sens  contraire. 
Mais  si  la  conclusion  à laquelle  nous  arrivons  est  une  chose  impossible,  le 
problème  le  sera  aussi. 

» On  appelle  diorisme  celte  partie  du  raisonnement  où  l'on  détermine  les 
conditions  pour  qu'un  problème  soit  possible,  et  le  nombre  île  ses  solutions. 
»»  Voilà  ce  que  nous  avons  à «lire  de  la  Résolution  et  de  la  Composition.  » 
(t)  Mous  n’entendons  pas  faire  allusion  ici  à la  distinction  fondamentale 
posée,  par  l’illustre  philosophe,  entre  les  jugements  synlhè  tiques  et  analy- 
tiques , bien  , toutefois  , que  cette  distinction  dérive  des  acceptions  anciennes 
de  Vanahsc  et  do  la  s>  n thèse 
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C'est  daus  ce  sens  seulement  qu'on  peut  dire  que  l 'analyse  ries 
Anciens  est  la  méthode  de  recherche  ou  A' invention. 

Hors  ce  cas  de  la  solution  d'un  problème,  Y analyse  n’a  point 
de  vérité  nouvelle  à découvrir,  et  pour  cet  objet  c’est  la  synthèse 
seule  qui  constitue  la  méthode  d’invention  par  laquelle  on  forme 
et  l’on  accroît  une  science. 

Cette- remarque  nous  suffit  dans  ce  moment,  où  nous  n’avons 
pas  à rechercher  quelles  sont  les  méthodes  d’invention  en  mathé- 
matiques, mais  seulement  à définir  ce  qu'ont  été  les  deux  mé- 
thodes appelées  par  les  Anciens  Analyse  et  Synthèse,  et  à en  mar- 
quer les  usages  et  le  caractère  distinctif. 

Dans  les  sciences  en  général , c’est  par  la  méthode  synthétique 
qu’on  en  expose  les  principes  ou  les  éléments:  c'est  ainsi  que  sont 
écrits  les  Éléments  d'Euclide.  Toutefois,  on  trouve  aussi  dans  cet 
ouvrage  des  exemples  de  la  méthode  analytique , telle  que  la  mé- 
thode appelée  réduction  h l’absurde,  quoique  dans  ce  mode  de  dé- 
monstration ce  ne  soit  qu'indirecteinent , ou  par  exclusion  , qu’on 
introduit  dans  le  raisonnement  la  proposition  que  l’on  veut  démon- 
trer. On  part,  comme  on  sait,  de  propositions  contraires  à celle-là, 
et , en  les  combinant  logiquement  avec  des  propositions  connues, 
on  arrive,  de  conséquence  en  conséquence,  à un  résultat  faux  ou 
absurde,  d’où  l’on  conclut  que  la  première  est  bien  la  proposition 
vraie. 

Archimède  et  Apollonius  nous  offrent  de  nombreux  exemples 
de  l 'analyse:  c’est  presque  toujours  par  cette  voie  qu'ils  résol- 
vent les  problèmes.  Ainsi , quand  Archimède  se  propose,  dans 
son  Traité  de  la  Sphère  et  du  Cylindre  ( prop.  8),  de  couper 
une  sphère  par  un  plan,  de  façon  que  les  deux  segments  soient 
entre  eux  dans  un  rapport  donné,  il  raisonne  sur  la  grandeur 
inconnue  comme  sur  celles  qui  sont  données , et  il  parvient  à 
une  proposition  qui  renferme  l’expression  de  la  grandeur  cher- 
chée. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d’Algèbre,  qui  porte  le  nom 
d 'Arithmétique , fait  usage  continuellement  de  la  méthode  analy- 
tique; car  il  représente  les  inconnues  de  la  question  et  ses  puis- 
sances par  îles  signes  ou  des  mois,  et  il  les  introduit  dans  le  raison- 
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nemcnt  | ton r formel',  entre  ces  inconnues  et  les  quantités  connues, 
des  égalités  d’où  il  tire  la  valeur  des  inconnues. 

On  conçoit  que  l' analyse,  et  la  synthèse  ont  du  être  employées 
concurremment,  dans  tous  les  temps,  depuis  l'origine  des  sciences 
mathématiques  : aussi , quand  Proclus  et  Diogène  Laërce  font 
honneur  à Platon  de  l’invention  de  la  méthode  analytique,  il  faut 
croire  qu’ils  voulaient  par  là  désigner  Platon  comme  ayant , le 
premier,  distingue  ces  deux  manières  différentes  de  procéder  dans 
la  recherche  et  la  démonstration  des  vérités  mathématiques. 

Nous  venons  de  préciser  ce  qu’il  faut  entendre  par  la  synthèse 
cl  Yanalyse,  dans  la  Géométrie  des  Anciens  : nous  n'aurions  que 
peu  de  mots  à ajouter  pour  «lire  comment  ces  termes  ont  pris, 
chez  les  Modernes,  des  acceptions  très- différentes;  mais  n'antici- 
pons pas  sur  la  marche  de  la  science  : l'origine  du  nouveau  sens 
des  deux  mots,  en  Mathématiques,  se  rattache  à la  grande  concep- 
tion de  Viète,  dont  nous  aurons  bientôt  à faire  mention. 

De  ces  ouvrages  qui,  d'après  Pappus,  formaient  comme  les 
éléments  d’une  Géométrie  supérieure , et  offraient  les  ressources 
nécessair«?s  pour  se  livrer  aux  recherches  géométriques , trois  seu- 
lement nous  sont  parvenus  : ce  sont  les  Données  d’Euclitle,  les 
sept  premiers  livres  des  Coniques  d'Apollonius,  et  le  Traite  de  la 
Section  de  raison,  qui  s’est  retrouvé  en  langue  arabe.  La  plupart 
des  autres  ont  été  rétablis  par  divers  géomètres  , dans  le  style  de 
la  Géométrie  ancienne,  d’après  le  peu  de  details  que  nous  en  a 
laissés  Pappus. 

Cependant  on  n'est  pas  lise  sur  le  sujet  du  livre  des  Lieux  à la 
surface,  d’Euclide.  L’auteur  y considérait  «les  courbes  tracées  sur 
«les  surfaces  courbes;  mais  quelle  était  la  nature  «le  ces  surfaces? 
les  courbes  qu’on  y traçait  étaient-elles  nécessairement  planes? 
La  brièveté  de  Pappus  nous  laisse  dans  l’incertitude.  Je  «lirai 
toutefois  que  «piclques  indices  peuvent”  porter  à croire  que,  dans 
le  livre  des  Lieux  à In  surface,  Euclitlc  traitait  des  connïdcs , ap- 
pelés aujourd’hui  surfaces  du  second  degré  de  révolution  , et  «les 
sections  fait«'s  par  «les  plans  dans  ces  surfaces,  comme  dans  le  cône. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  fixer 
notre  attention,  et  «pii  a présente  pendant  longtemps  uni1  énigme 
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iiulocliirt'i'ablc  à laquelle  se  sont  attaches , i!ans  les  deux  derniers 
siècles,  plusieurs  des  géomètres  les  plus  célébrés  ; je  veux  parler 
du  Traité  des  Porismes.  Au  dire  de  Pappus , cet  ouvrage,  où 
brillait  le  génie  pénétrant  d’Euclide  , était  éminemment  utile  pour 
la  résolution  des  problèmes  les  plus  compliqués  : c’était , en  quel  - 
que  sorte,  l’instrument  indispensable  des  géomètres  dans  leurs 
recherches. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  cette  question  des  pu- 
rismes n’a  présenté  qu’une  obscurité  profonde  dans  toutes  ses 
parties.  Alors  seulement  R.  Simson  lit  les  premiers  pas  vers  la  dé- 
couverte du  sens  caché  des  idées  de  l’auteur,  tant  en  rétablissant 
la  définition  du  terme pnritmc,  et  surtout  la  forme  particulière  des 
énoncés  des  propositions  ainsi  appelées  , qu’en  donnant  l’explica- 
tion de  six  ou  sept,  sur  une  trentaine,  des  énoncés  de  porismes 
que  Pappus  nous  a transmis  en  termes  laconiques  et  obscurs.  Cette 
divination  a fait  beaucoup  d’honneur  à U.  Simson.  Depuis,  plu- 
sieurs géomètres  out  continué  de  traiter  ce  sujet  si  digne  d’intérêt. 

Cependant  un  voile  épais  couvre  encore  celte  doctrine  des  po- 
rismes; car,  indépendamment  des  vingt-quatre  énoncés  de  Pap- 
pus , dont  on  n’a  pas  donné  le  sens  , il  faudrait  connaître  en  outre 
la  cause  de  la  forme  inusitée  de  ces  propositions,  la  pensée  qui 
les  a conçues,  leur  nature  ou  caractère  mathématique,  la  raison 
de  leur  éminente  utilité  dans  l’art  du  géomètre,  la  transformation 
«pie  cette  doctrine  a probablement  subie  pour  pénétrer,  à notre 
insu  , dans  nos  méthodes  modernes.  Ces  questions  mériteront  de 
trouver  place  dans  un  enseignement  de  haute  Géométrie,  d’au- 
tant plus  que  les  théories  sur  lesquelles  semblent  rouler  ces  pro- 
positions obscures  se  rattachent  à celles  de  la  Géométrie  moderne. 
Peut-être  alors  pourrons-nous  répandre  quelque  lumière  sur  cette 
grande  énigme  que  nous  a léguée  l’antiquité. 

A defaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs,  qui  s«>nt  presque 
tous  perdus,  c’est  dans  les  Collections  mathématiques  de  Pappus, 
dans  cette  foule  de  propositions  éparses  et  sans  ordre  , parce 
qu'elles  se  rattachent  à des  ouvrages  différents  auxquels  elles  doi- 
vent servir  de  commentaires , que  nous  trouverons  les  premiers 
éléments  d’une  Géométrie  supérieure. 
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On  y distingue  notamment  quelques- unes  de  ees  propositions 
simples  qui  sont  bien  réellement  le  fondement  de  la  science,  car 
on  les  retrouve  dans  les  Traites  célèbres  de  Pascal  et  de  Desargues 
sur  les  Coniques,  et,  plus  tard,  dans  l’ingénieuse  et  féconde  Théorie 
clés  Transversales  de  Carnot;  ouvrages  qui  se  rapportent  essentiel- 
lement à une  partie  des  méthodes  qui  feront  la  base  de  notre 
enseignement. 

Nous  ne  faisons  pas  ici  l'analyse  de  toutes  les  ressources  que 
peuvent  offrir  les  Collections  mathématiques  de  Pappus;  disons 
cependant  que  nous  aurons  à y emprunter  quelques  beaux  exem- 
ples de  celte  manière  de  démontrer  de  simples  propositions  de  Géo- 
métrie plane  par  la  contemplation  des  figures  à trois  dimensions, 
qui  rentre  dans  certains  procédés  dont  les  géomètres  de  nos  jours 
ont  fait  un  heureux  usage.  Par  exemple,  c’est  en  considérant  une 
surface  héliçoïde , que  Pappus  décrit  la  spirale  d’Archimède  et  la 
quadratrice  de  Dinostrate  , comme  projection  de  certaines  courbes 
à double  courbure  tracées  sur  la  surface. 

Ce  n’est  pas  sans  surprise  et  admiration  qu’on  rencontre  dans 
le  livre  de  Pappus  ces  spéculations  qu’on  croirait  sorties  de  l’école 
de  Monge;  nous  y trouvérons  même  certaines  questions  qui  prou- 
vent que  les  Grecs  avaient  des  procédés  de  Géométrie  descriptive 
analogues  et  parfois  identiques  à nos  méthodes  actuelles.  Telle  est 
cette  question  : « Connaissant  les  projections  horizontales  et  les 
» hauteurs  verticales  de  trois  points,  déterminer  la  trace  et  l’in- 
> clinaison  du  plan  qui  passe  par  ces  points.  » 

Nous  n’avons  point  eu  citer  jusqu’ici  les  Traités  d’Archimède  , 
où  se  trouvent  cependant  des  découvertes  capitales  qui  toutes  ont 
été  utiles  à la  science.  En  voici  la  raison.  Les  ouvrages  d’Archimède 
se  peuvent  distinguer  en  trois  classes  : 

i".  Les  Traités  géométriques,  qui  sont  : la  mesure  du  cercle , 
et  les  livres  de  la  sphère  et  du  cylindre,  des  conoïdes  et  des  sqihé- 
roïdes,  de  la  quadrature  de  ta  parabole,  des  hélices  et  des 
le  mines  ; 

2°.  I.es  livres  de  I ’ équilibre  des  plans,  et  des  corps  portés  sur  un 
fluide , qui  contiennent  les  principes  de  la  Statique  et  de  l’tlydro- 
statiqne,  mais  où  domine  encore  le  génie  géométrique  ; 
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3".  Le  livre  De  numéro  (trente,  où  se  trouvent  îles  connaissances 
très -diverses  d’ Astronomie  et  d'Arithmétique  notamment,  et  qui 
sufiirait  seul  pour  attacher  au  nom  d’Archimède  le  sceau  de  l’im- 
mortalité. 

I es  Traites  géométriques  contiennent  des  résultats  admirables, 
qui  ont  créé  ou  établi  sur  leurs  bases  véritables  plusieurs  parties 
des  sciences;  mais  ces  résultats,  par  leur  nature,  ne  sont  pas  d’une 
application  aussi  fréquente , dans  les  spéculations  géométriques  , 
que  diverses  autres  théories  dont  l’usage  est,  pour  ainsi  dire, 
journalier.  C’est  pourquoi  Pappus  ne  les  a pas  compris  dans  sa 
nomenclature  des  Traites  propres  à guider  dans  les  recherches 
géométriques. 

Si,  dans  la  marche  suivie  par  Archimède  pour  arriver  à ses  belles 
découvertes,  on  peut  voir  le  germe  ou  des  applications  d’une  mé- 
thode spéciale  susceptible  d’extension , c’est  surtout  dans  la  mé- 
thode A'exhuustion  (c’est-à-dire  A' épuisement).  Par  cette  méthode 
on  considère  une  grandeur,  une  courbe  par  exemple,  comme  une 
limite  de  laquelle  s’approchent  de  plus  en  plus  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits , dont  on  multiplie  le  nombre  des  côtés  , de 
manière  que  la  différence , qu’on  épuise  en  quelque  sorte , devienne 
plus  petite  qu’une  quantité  donnée.  Les  propriétés  des  polygones, 
par  exemple  l’expression  de  leur  périmètre  ou  de  leur  surface,  in- 
diquent, par  la  loi  de  continuité,  les  propriétés  de  la  courbe,  et 
l’on  démontre  ensuite  celles-ci  en  toute  rigueur  par  le  raisonne- 
ment h l ’ absurde . 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  méthodes  infinitésimales,  ou  du 
moins  l’idée  fondamentale  sur  laquelle  elles  reposent,  surtout  dans 
les  conceptions  de  Newton  et  d’Euler.  Ces  doctrines , soit  celle  des 
premières  et  dernières  raisons  , soit  celle  des  limites,  qui  au  fond 
est  la  meme,  ont  établi  sur  un  principe  d’une  rigueur  incontes- 
table les  méthodes  générales  et  élémentaires  qui  remplacent  celles 
d’Archimède  dans  toutes  les  questions  traitées  par  ce  grand  geo- 
mètre.  On  conçoit  donc  que,  dans  les  principes  de  la  Géométrie 
supérieure  que  nous  avons  ici  en  vue,  de  même  que  dans  un 
aperçu  sur  l’origine  et  sur  le  développement  des  méthodes  qui  se 
rattachent  à ces  princqics,  les  beaux  théorèmes  d’Archimède  n’oc- 
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cupent  pas  la  place  que  leur  glande  renommée  semblerait,  au  pre- 
mier abord , leur  assigner. 

Quelques  développements  vont  faire  comprendre  plus  complè- 
tement notre  pensée  sur  cette  partie  de  la  Géométrie  qui  doit  re- 
présenter Y Analyse  géométrique  «les  Anciens,  et  constituer  les 
cléments  «le  la  Géométrie  supérieure. 

La  Géométrie  se  di'finit  la  science  ‘qui  a pour  objet  la  mesure 
et  les  propriétés  de  l’étendue  figurée.  Cette  définition  indique  deux 
divisions  principales  de  la  science.  Aussi  l«*  divers  travaux  des 
géomètres  différent  par  leur  nature,  et  donnent  lieu  d'eux-memes 
à cette  distinction.  Les  uns  se  rapportent  à la  mesure,  c’est-à-dire 
à l’expression  de  la  longueur  des  lignes,  de  l'étendue  des  surfaces, 
du  volume  «les  corps.  La  détermination  des  centres  de  gravité,  «*t 
beaucoup  d’autres  «juestions  qui  se  présentent  dans  les  sciences 
physico-mathémnti(|ues  , stint  du  même  genre.  C’est  à de  telles 
questions  que  se  rapporte  spécialement  la  Géométrie  d’Archimède. 
Ce  sont  ces  quêtions,  comme  nous  venons  de  le  dire,  qu’on 
traite  aujourd’hui  par  les  méthodes  infinitésimales,  parce  «pi’en 
effet  elles  impliquent  toujours,  sous  une  forme  ou  sous  une  autre, 
l’idée  de  Y infini  (t). 

Les  antres  recherr  hes  mathématiques  ont  |>our  objet  les  pro- 
priétés résultantes  des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures, 
propriétés  qui  comprennent  aussi  des  relations  de  urandeur,  mais 
qui  sont,  en  général , simplement  des  relations  de  segments  recti- 
lignes ou  d'angles,  et  qui  n’exigent  pas  l’emploi  du  calcul  infini- 
tésimal. C’est  à cette  partie  de  la  Géométrie  que  se  rapportent  les 
ouvrages  d’Apollonius,  tels  que  son  grand  Traité  des  Coniques, 
et , en  général , les  Traités  sur  le  lieu  résolu  ou  analyse  géométrique 
des  Anciens.  Cette  partie  est  vaste;  c’est  celle  qui  doit  aujourd’hui 
cohstituer  spécialement  la  Géométrie  considérée  dans  l'ensemble 
des  méthodes  qui  lui  sont  propres. 


(i)  Leibnitz  pu ist»  dans  des  considérations  <l’un  _ ordre  supérieur  la  raison 
dos  usages  de  sou  analyse  infinitésimale  , dans  tomes  le»  «juestions  physico- 
mathêmatiques  ; il  dit:  «Cotte  analyse  est  proprement  teienlia  de  magni 
» tudinc  tjmitcnus  involvii  infinitum  , et  cVst  ce.qui  arrive  toujours  dans  la 
» nature  qui  porte  le  caractère  «le  son  auteur.  » [Optra,  tome  VI,  p. 
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Quant  à la  première  partie,  qui  a pour  objet  le  calcul  îles  gran- 
deurs curvilignes , ce  sont  les  méthodes  infinitésimales  qui  lui  con- 
viennent : ce  serait  rétrograder  que  de  revenir  à celles  d’Archi- 
mède, ou  aux  méthodes  intermédiaires  et  de  transition  de  Cava- 
lieri , de  Pascal , de  Grégoire  de  Saint-Vincent , de  AVallis,  quelque 
puissantes  qu’elles  aient  été  entre  les  mains  de  ces  grands  géo- 
mètres. Et , d’ailleurs,  l’emploi  des  méthodes  infinitésimales  n’im- 
plique pas  l'abandon  des  méthodes  géométriques  pour  le  calcul 
algébrique  des  Modernes  ; loin  de  là , ce  sont  précisément  les  ques- 
tions de  Géométrie  qui  ont  donné  naissance  à ces  méthodes  dans 
les  travaux  de  Fermât , comme  dans  ceux  de  Leibnitz  et  de  Newton . 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  ve- 
nons d’établir  , nous  scindions  la  Géométrie  en  deux  parties  pour 
n’en  attribuer  qu’une  à la  Géométrie  moderne,  et  diminuer  ainsi 
le  domaine  de  la  science  que  les  Grecs  nous  ont  transmise.  Au  con  - 
traire,  cette  Géométrie  des  propriétés  des  figures  est  d’une  appli- 
cation nécessaire  et  constante  dans  la  Géométrie  des  mesures. 
Celle-ci  ne  saurait  procéder  seule;  il  est  aisé  de  le  concevoir.  On 
y décompose  les  figures  (lignes,  surfaces  ou  volumes)  dans  leurs 
parties  élémentaires  qu’on  appelle  infiniment  petites,  et  ce  sont  ces 
éléments  dont  on  considère  les  propriétés,  soit  pour  les  comparer 
entre  eux,  soit  pour  en  faire  la  sommation.  Or,  de  même  qu’en 
analyse  le  succès,  dans  les  questions  de  cette  nature,  dépend  du 
choix  des  variables , il  dépend  ici  de  la  forme  et  des  propriétés 
des  éléments,  c’est-à-dire  de  la  manière  dont  on  a décomposé  la 
figure  : c’est  ce  mode  de  décomposition  qui  constitue  la  question 
géométrique,  et  il  exige  essentiellement  la  connaissance  des  pro- 
priétés de  la  figure , et  souvent  des  propriétés  les  plus  intimes  et 
les  plus  cachées  (i).  On  retombe  donc  sur  cette  partie  de  la  Géo- 
métrie qui  forme  \ Analyse  géométrique  des  Anciens,  et  qui  doit 
être  la  base  de  notre  Géométrie  supérieure. 


(i)  C’est  ce  qui  a fait  dire  à Wallis:  • Cycloidis  sic  in  partes  suas  rww»- 
» lulionrm,  Second  um  ipsius  Anaiomiam  veram,  ostendi....  Sic  ego  distri- 
» buo  semi-cycloidem , non  ut  Lanius,  sed  ut  Anatomiita,  in  setni-cir- 
n r uluni  et  figurait»  arcuuin  quibus  scparnlim  meas  meihodos  ndliihco.  » 
{Opéra  nuithcmalica  ; tome  111  , pages  Crt\  et  fi^îi.) 
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Ainsi,  par  exemple , Jans  le  célèbre  problème  de  l'attraction 
des  ellipsoïdes  sur  des  points  extérieurs,  iptc  les  méthodes  fondées 
sur  le  calcul  ont  été  {tendant  longtemps  impuissantes  à résoudre, 
la  difficulté  géométrique  consistait  seulement  dans  la  découverte  de 
quelques  propriétés  qui  fissent  connaître  le  mode  convenable  de 
décomposition  de  l’ellipsoïde  en  ses  éléments  : ce  sont  ces  pro- 
priétés que  Maclaurin  eut  le  bonheur  de  découvrir,  du  moins 
pour  certains  cas  de  la  question. 

On  conçoit  donc  bien  comment  cette  partie  de  la  Géométrie , 
qui  se  rapporte  plus  spécialement  aux  propriétés  des  figures,  est 
aussi  celle  qui  doit  conduire  aux  calculs  de  leurs  mesures , et  l'on 
comprend  que , bien  qu'il  y ait  lien  de  distinguer  ces  deux  genres 
de  questions,  elles  n’en  rentrent  pas  moins,  les  unes  et  les  autres, 
dans  le  domaine  d’une  science  unique  qui  constitue  la  Géométrie 
générale. 

Os  considérations  montrent  combien  est  incomplète  et  dénuée 
de  justesse,  celte  définition  qu’on  trouve  dans  quelques  ouvrages, 
savoir,  que  la  Géométrie  est  la  science  qui  a pour  objet  la  mescrk 
rie  l'étendue.  On  serait  tenté  de  croire  que  cette  définition  nous 
vient  de  quelques  arpenteurs  romains,  si  elle  ne  remonte  pas  aux 
Égyptiens,  qui,  selon  la  tradition  historique  ou  fabuleuse,  au- 
raient créé  cette  science  pour  retrouver  l’étendue  primitive  de 
leurs  terres  après  les  inondations  du  Nil.  Toutefois,  l'origine  de 
la  distinction  que  nous  venons  d’établir  se  peut  apercevoir  dans 
Aristote  , qui  regarde  les  mathématiques  comme  ayant  pour  objet 
adéquat  Y ordre  et  la  proportion.  C’est  aussi  l’idée  de  Descartes; 
et  l’on  n’est  pas  surpris  d’avoir  h citer,  à la  suite  de  ces  deux 
grands  philosophes  de  l’antiquité  et  des  temps  modernes,  le  cé- 
lébré auteur  de  la  doctrine  des  Couples,  que  ses  recherches  sur  la 
théorie  des  nombres  ont  conduit  à cette  définition  d’un  sens  philo- 
sophique si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  la  Géométrie  «les  Anciens,  l’une 
de  ses  plus  magnifiques  applications , est  le  grand  Traité  d'Astro- 
nomie  de  Ptoléméc,  appelé  par  l’auteur  Syntaxe  mathématique, 
expression  fort  juste,  que  les  Arabes,  dans  leur  admiration  , ont 
remplacée  par  r«‘lle  d’ dlmagcste  Me  très-grand).  On  a souvent 
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cité  dans  cet  ouvrage  les  principes  et  les  applications  de  lu  Trigo- 
nométrie plane  et  sphérique;  la  construction  des  cordes  des  arcs 
de  cercle,  quelques  théorèmes  qui , chez  les  Modernes,  ont  fait  lu 
base  de  la  théorie  des  transversales;  la  détermination  du  lieu  des 
stations  des  planètes , l’une  des  plus  belles  questions  de  la  Géo- 
métrie ancienne,  que  Ptolémce  attribue  à Apollonius:  mais,  con- 
sidéré sous  un  point  de  vue  plus  général , l'Almageste  constitue , 
dans  son  ensemble , la  solution  d’un  grand  problème  de  Géomé- 
trie, à savoir,  de  représenter,  par  une  combinaison  de  mouve- 
ments circulaires  et  de  mouvements  uniformes,  tous  les  phéno- 
mènes du  mouvement  des  corps  célestes.  Ce  fut  Platon  qui  posa  ce 
principe  des  mouvements  célestes , .adopté  par  Aristote  et  par  tous 
les  philosophes  grecs,  dont  il  flattait  l’esprit  de  système  et  de  géné- 
ralisation. 

L’Astronomie  orientale,  mère  de  l’Astronomie  grecque,  semble 
prouver,  par  les  différences  essentielles  qu’elle  présente  avec 
celle-ci,  que  c’est  ce  grand  problème  qui  marque  lé  véritable  but 
des  efforts  d’Hipparque  et  de  Ptolémce,  et  qui  fait  le  caractère 
propre  de  leur  astronomie. 

Les  Tables  du  mouvement  des  astres  que  les  Grecs  ont  dû  rece- 
voir des  Chaldécns  avec  leurs  observations  de  dix-neuf  siècles  con- 
sécutifs, étaient  fondées,  si  je  ne  m’abuse,  sur  des  expressions 
empiriques  analogues  aux  formules  qui  ont  été  longtemps  en 
usage  chez  les  Modernes  : et  quand  Ptolémée  dit  qu'Hipparque  a 
représenté  par  un  épicycle  le  mouvement  du  soleil  et  la  première 
inégalité  delà  lune,  maisque ses  efforts  ont  échoué  à l’égard  de  la 
seconde  inégalité  et  à l’égard  des  planètes,  cela  ne  doit  pas  signilier 
qu’il  n’existait  point  de  Tables  du  soleil  avant  Hipparquc,  et  que  ce 
grand  astronome  n’a  connu  ni  la  loi  numérique  de  l’évectinn  lu- 
naire, ni  celle  du  mouvement  des  planètes.  Non  , ce  ne  peut  être 
là  ce  qu’a  voulu  dire  Ptolémée  ; cette  interprétation  fait  naître  trop 
«le  difficultés  dans  l’histoire  de  l’Astronomie.  Mais  il  a voulu  dire 
qu’Hipparque  n’avait  fait  que  les  premiers  pas  dans  le  grand  pro- 
blème posé  par  Platon  , et  que  lui , Ptolémée , a surmonté  les  dif- 
ficultés géométriques  qui  avaient  arrêté  ses  «levanciers  (i). 

<xi)  C’est  en  étudiant  l’astronomie  indienne  , où  je  trouvais,  d’une  part  , 
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Si  le  principe,  ou  plutôt  le  préjuge  des  Grecs,  sur  les  mouve- 
ments célestes,  après  avoir  régné  vingt  siècles  et  imposé  une  loi 
inflexible  à Copernic  lui-même  , a été  mis  au  néant  par  les  immor- 
tels travaux  de  Kepler,  legrand  ouvrage  de  Ptolémée n’en  conserve 
pas  moins  son  intérêt  au  point  de  vue  géométrique.  Mais  c’est  un 
de  ces  ouvrages  d’une  lecture  longue  et  pénible , dont  il  serait  bien 
utile  qu’on  eût  des  analyses  précises  et  philosophiques,  qui  peut- 
être  sont  trop  rares  aujourd’hui.  Les  jeunes  géomètres  préfèrent 
naturellement  les  recherches  de  découvertes  aux  recherches  rétro- 
spectives; celles-là  seules  assurent  les  progrès  et  le  développement 
de  la  science.  Cependant , que  mes  jeunes  auditeurs  de  l'École 
Normale  me  permettent  de  leur  dire,  dès  ce  moment,  que,  parmi 
les  ouvrages  du  passé,  il  peut  en  cire  dont  l’appréciation  intclli- 


des  différences  essentielles  avec  l'astronomie  grecque,  que  l'on  ne  soupçon- 
nait pas,  cl,  d'autre  part,  quelques  emprunts»  faits  à l'astronomie  chnldéenne , 
que  j’ui  été  conduit  à émettre  l’opinion  , contraire  aux  idées  reçues  , que  les 
Chaldéens  ont  eu,  outre  leurs  périodes  Lien  connues,  des  Tables  astrono- 
miques.^ oir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie , L XXlll,  p.  8 j5  85 J»  ) 
C’est  cette  opinion  que  j'ai  reproduite  ici,  en  indiquant  le  caractère  qui  me 
paraissait  distinguer  l’astronomie  chnldéenne  de  celle  des  Grce» , savoir,  que 
dans  la  première  la  position  des  planètes  se  déterminait  au  moyen  de  for- 
mules empiriques,  c'est-à-dire  par  des  lois  exprimées  en  nombres  et  im- 
pliquant les  principales  inégalités  de  leurs  mouvements,  taudis  que  les 
Grecs  avaient  tout  représenté  par  des  mouvements  effectifs  sur  des  cercles. 

Ces  conjectures,  auxquelles  j’étais  amené  naturellement  par  l’examen  des 
Tables  Kharismienncs , composées  clic/  les  Arabes  au  ix®  siècle,  dans  le  sys- 
tème astronomique  des  Indiens,  ont  été,  depuis,  pleinement  justifiées,  si 
je  no  jn’abuae , par  la  publication  du  Traité  d'astronomie  de  Théo tl  de  Smyrne. 
En  eflet,  dans  cet  ouvrage,  édité  dans  son  texte  grec,  avec  une  traduction 
latine,  par  M.  Tb.  H.  Martin,  doyen  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bennes, 
se  trouve  un  passage  où  Théon  dit  que  les  Babyloniens,  les  Clraldéens  et 
les  Egyptiens  avaient  des  Tables  astronomiques  , antérieurement  aux  Grecs  ; 
et  que  les  Chuldéens  construisaient  leurs  Tables  par  des  calculs  arithméli  - 
ques,  et  les  Egyptiens  par  des  procédés  graphiques.  ( Theonis  Smyrnœi  P/a- 
innici  Liber  de  astronomia  cuni  Sereni  fragmento.  Textam  primas  edidit,  latine 
vertit,  descriptionibus geometricis , disseï  tatione  et  notis  illustravit  Th.  H Mar- 
tin, Facultatis  Litterarum  in  Acadcmia  Rhedonensi  decanus.  Parisiis,  18.49; 
in-8°.  Voir  p.  273.  ) 

M.  Hiot  a fait  mention  de  ce  passage  curieux  dans  une  Notice  intéressante 
sur  l’ouvrage  de*Thénn.  (Voir  Journal  des  Savants,  année  i8'>o,  page  197  ) 

<1. 
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génie  les  conduirait  à îles  travaux  dignes  de  prendre  rang  dans  les 
fastes  île  la  science. 

J’ose  espérer  qu’on  ne  regardera  pas  comme  line  digression 
étrangère  à mon  sujet,  ces  considérations  sur  l’Almagestc  de  Plo- 
lémée,  si  elles  montrent  sous  quel  rapport  cette  belle  composition 
nous  présente  une  œuvre  de  pure  Géométrie,  et  surtout  quand 
nous  aurons  vu  bientôt  l’analogie  qu’elle  nous  offre  , à cet  égard , 
avec  le  grand  ouvrage  de  Newton  , qui  est  aussi  une  œuvre  de 
pure  Géométrie. 

II.  De  lu  Géométrie  nu  moyen  âge  et  chez  les  Modernes. 

Dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances  historiques  , nous  pour- 
rions passer  rapidement  de  la  Géométrie  des  Grecs  aux  temps  mo- 
dernes. Toutefois , nous  devons  payer  un  juste  tribut  de  recon- 
naissance aux  Arabes,  qui,  après  le  déclin  de  l’école  d'Alexandrie, 
et  quand  l'Occident  était  plongé  pour  longtemps  encore  dans  la 
barbarie  et  l'ignorance,  ont  recueilli  avec  ardeur  et  intelligence 
les  débris  des  sciences  grecques  et  les  connaissances  orientales, 
qu’ils  nous  ont  transmises  vers  le  xii'  siècle.  Leurs  ouvrages  ont 
été  le  modèle  de  tous  les  ouvrages  européens,  depuis  cette  époque, 
et  longtemps  encore  après  le  xv*  siècle,  qui  marque  la  renaissance 
des  lettres  et  de  la  civilisation  en  Europe. 

Mais  ce  n’est  pas  toujours  dans  leur  état  de  pureté  et  d’abstrac- 
tion que  les  Mathématiques  grecques  nous  ont  été  transmises  par 
les  Arabes.  Ceux-ci  n’avaient  point  recueilli  les  seuls  ouvrages 
grecs;  ils  avaient  puisé  à un  autre  foyer  de  lumières,  à la  source 
orientale  : leurs  connaissances  ont  été  un  mélange  des  connais- 
sances grecques  et  des  connaissances  hindoues,  qui  avaient  leur 
caractère  particulier.  Les  Grecs  étaient  surtout  géomètres;  ce  n’est 
que  très-tard  que  l’on  trouve  chez  eux  le  Traité  d’Algèbre  de 
Diophante.  Leur  Géométrie  était  pure , sans  mélange  de  calcul  ; et 
leur  goût  pour  cette  partie  fondamentale  des  sciences  mathéma- 
tiques sc  manifeste  non-seulement  dans  les  ouvrages  d’Euclide , 
d’Archimède,  d’Apollonius,  mais  encore,  comme  je  l’ai  dit  ci-des- 
sus, dans  leurs  ouvrages  d’astronomie;  car  tout  y est  géométrique, 
et  les  Tables  des  mouvements  célestes  ne  sont  cHes-mèmes  que 
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l’expression  numérique  de  constructions  géométriques.  Chez  les 
Hindous,  au  contraire,  et  chez  les  Persans,  l’Algèbre  paraît  être 
la  science  la  plus  cultivée  : les  théories  algébriques  s’y  trouvent 
dans  une' perfection  surprenante  qui  les  dislingue  des  méthodes  de 
Diophante;  enfin  le  génie  du  calcul  se  trouve  même  dans  leur  Gén-  * 
métrie(i),  et  je  crois  pouvoir  dire  aussi  dans  leur  Astronomie. 
Les  Arabes  ont  recueilli  avec  le  même  soin  et  la  même  avidité 
toutes  ces  connaissances  d'origine  différente  , et  leurs  ouvrages  ont 
porté  l’empreinte  de  ces  éléments  divers . qui , en  réagissant  les 
uns  sur  les  autres,  enlevaient  aux  différentes  parties  de  la  science 
leur  pureté  naturelle. 

C’est  dans  cet  état  que  les  Arabes  nous  ont  transmis  leurs  con- 
naissances : aussi  ne  trouve-t-on  pas,  dans  nos  ouvrages  du 
xvi'  siècle,  la  distinction  que  les  Grecs  avaient  établie  entre  les 
différentes  parties  des  Mathématiques;  an  contraire,  toutes  sont 
réunies  et  confondues,  pêle-mêle  pour  ainsi  dire,  dans  le  même 
livre  : l’Algèbre  en  est  la  partie  principale,  et  y fait  une  sorte  d’in- 
troduction à la  Géométrie.  Dans  celle-ci,  la  partie  pratique,  que 
les  Grecs  appelaient  la  Géodésie,  se  trouve  mêlée  aux  Éléments, 
et  v lient  la  plus  grande  place  Rnfin  les  propositions  de  Géomé- 
trie n’ont  plus  le  caractère  abstrait  de  la  Géométrie  grecque  ; c’est 
presque  toujours  sur  des  données  numériques  qu’elles  sont  dé 
montrées. 

Que  l’on  ne  croie  pas  que  mes  observations  impliquent  ici  la 
moindre  critique  : les  Arabes  ont  fait  ce  que,  dans  leur  brillante 
mais  trop  courte  carrière  scientifique,  on  pouvait  légitimement 
attendre  d’eux;  et  nous  n’avons  qu’un  regret  à exprimer,  c’est 
que  leurs  ouvrages  ne  nous  soient  encore  connus  que  très-impar- 
faitement. Au  xii1’  siècle,  ce  sont  les  ouvrages  élémentaires  dans 
chaque  partie,  que  les  traducteurs  nous  ont  transmis:  plusieurs 
raisons  expliquent  ce  choix  naturel.  Depuis,  cet  amour  desinté- 
ressé des  sciences,  qui  avait  conduit  chez  les  Musulmans  Adélard 
de  Batli , Rodolphe  de  Bruges,  Gérard  de  Crémone,  Léonard  de 
Pise , s’est  éteint , et  les  Modernes , confiants  sans  doute  dans 


(i)  Voir  Aptnu 
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leurs  propres  forces  et  leurs  grandes  découvertes  , ont  néglige 
d’explorer  les  sources  arabes,  bien  qu’on  pût  espérer  d’y  trouver 
tout  à la  fois  d'utiles  documents  sur  des  ouvrages  grecs  qui  ne  nous 
sont  point  parvenus,  et  sur  les  anciennes  connaissances  orien- 
tales, telles  que  l'astronomie  indienne  et  chaldéenne,  dont  l’his- 
toire est  encore  si  obscure.  Il  faut  espérer  que  ces  sources  arabes, 
si  riches  et  aujourd’hui  faciles  à explorer,  même  sans  aller  au'- 
loin,  ne  tarderont  pas  à piquer  vivement  la  curiosité,  et  à exciter 
le  zèle  des  érudits  et  des  orientalistes.  Déjà  ce  sujet  de  recherches 
a fixé  l’attention  de  H.  le  Ministre  de  l’Instruction  publique;  l'Eu- 
rope savante  lui  saura  gré  de  cette  sollicitude  éclairée. 

A l’état  de  confusion  qui  caractérise  les  ouvragesdu  xvi' siècle, 
a bientôt  succédé  une  rénovation  générale  des  sciences  mathéma- 
tiques, qui  leur  a donné  , avec  le  caractère  d’abstraction  et  de  gé- 
néralité. qui  leur  convient , des  ressources  puissantes  dont  les  Grecs 
n’avaient  point  eu  l’idée.  Viète,  Descartes  et  Fermât  sont  les  pre- 
miers et  les  princi[>aux  auteurs  de  cette  grande  révolution. 

L’Algèbre,  avons-nous  dit,  était  fort  cultivée  à l’imitation  des 
Arabes  : plusieurs  géomètres  italiens,  Scipion  Ferro,  Cardan,  Tar- 
talea  , Ferrari  y firent  même  des  progrès  notables,  en  résolvant 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ; mais  la  consti- 
tution de  cet  art  le  rendait  peu  susceptible  de  plus  grands  dévelop- 
pements et  d’applications  bien  importantes.  F.n  effet,  les  opéra- 
tions alors  ne  s’y  faisaient  que  sur  des  nombres  ; l’inconnue  seule 
et  scs  puissances  étaient  représentées  par  des  signes  ( des  mots  ou 
des  lettres),  comme  dans  Diophante  et  chez  les  Arabes  ; on  ne 
figurait  point  d’opérations  sur  ces  signes  eux-mêmes  : le  produit 
de  deux  quantités  exprimées  par  des  lettres  était  représenté  par 
une  troisième  lettre. 

On  conçoit  que  cet  état  restreint  et  d’imperfection  ne  constituait 
pas  la  science  algébrique  de  nos  jours,  dont  la  puissance  réside 
dans  çcs  combinaisons  des  signes  eux-mêmes,  qui  suppléent  au 
raisonnement  d’intuition,  et  conduisent,  par  une  voie  mystérieuse, 
aux  résultats  désirés. 

O fut  Viète  qui  créa  relie  science  des  symboles  et  apprit  à les 
soumettre  à toutes  les  operations  qur  l'on  était  arroullinfé  d’oxé- 
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ciller  Mil  des  nombres.  C’esl  celte  idée  féconde  qui  a fait  de  l'Al- 
gèbre un  instrument  universel  des  mathématiques.  Viète  avait  ap- 
jielé  cette  science,  qu’il  créait,  logistique  spécieuse,  ou  calcul 
des  symboles  (species),  par  opposition  à la  logistique  numérique , 
et  il  la  regardait  comme  l’introduction  à l’«rf  analytique  des  An- 
ciens, c’est-à-dire  à l’art  de  résoudre  les  problèmes,  nullum  non 
problème  solecre.  En  effet,  elle  facilitait  merveilleusement  la  mise 
en  pratique  de  la  méthode  analytique  de  Platon  , puisqu’elle  per- 
mettait de  faire  indistinctement , sur  les  quantités  connues  et  in  - 
connues,  les  mêmes  opérations  arithmétiques,  et  d’introduire 
toutes  ces  quantités,  au  même  titre,  dans  les  équations  et  dans  le 
raisonnement  ( t ). 

Mais,  par  la  raison  que  cette  algèbre  ou  logistique  spécieuse  de- 
venait l’instrument  propre  à la  marche. analytique,  les  géomètres 
ont  fini  par  l’appeler  elle- même  analyse.  Voilà  comment  ce  terme 
analyse  a changé  de  sens , et  signifie  aujourd'hui  l’emploi  du 
calcul  algébrique. 

Par  une  conséquence  naturelle , et  sans  avoir  égard  à la  dis- 
tinction des  deux  méthodes  observées  par  les  Grecs,  on  a appelé 
exclusivement  synthèse  la  Géométrie  cultivée  à la  manière  des  An- 
ciens, parce  qu’on  y raisonne  directement  sur  les  propriétés  des 
figures,  sans  faire  usage  des  notations  et  des  transformations  algé- 
briques. 

Cependant  le  terme  analyse  s’emploie  encore,  en  mathéma- 
tiques, dans  un  autre  sens,  qui , tout  en  se  rattachant,  comme 
\' analyse  de  f'iète , à la  signification  primitive  de  ce  mot,  est  pré- 
cisément l’opposé  de  cette  analyse  moderne  ou  logistique  spé- 
cieuse. Je  veux  parler  de  l'acception  commune,  savoir,  que  l’ana- 
lyse est  la  résolution  ou  décomposition  d’une  chose  en  ses  parties 
élémentaires  et  constitutives;  opération  qui  implique  un  examen 
attentif  de  la  chose  considérée  en  elle-même , et  de  toutes  ses  pro- 
priétés (2). 


(l)  Voir  Conques  rendus  île  l’Académie  des  Sciences  . tome  N II , papes  7^1  - 
7>(i,  cl  tome  XIII , pii(;o-  («7  cl  fioi  tWi;  année  1841 

fa)  « C’est  dans  l'attention  que  l’on  fait  à ce  qu'il  y a dp  connu  dans  la 
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Prise  dans  celte  acception  générale,  V analyse , unie  à la  syn- 
thèse, forme  la  méthode  de  recherche  et  d’invention  dans  toutes 
les  branches  des  connaissances  humaines , en  mathématiques 
comme  dans  les  sciences  physiques  et  philosophiques. 

Tel  est  le  sens  que  M.  Poinsot,  dont  les  pensées  sont  toujours 
d'une  justesse  et  d’une  lucidité  parfaite , attache  au  mot  analyse 
en  mathématiques.  Après  avoir  dit  que  c’est  improprement  qu’on 
appelle  analyse  la  méthode  de  pur  calcul,  ce  célèbre  géomètre 
ajoute  : • La  vraie  analyse  est  dans  l’examen  attentif  du  pro- 
blème à résoudre  , et  dans  ces  premiers  raisonnements  qu’on  fait 
pour  le  mettre  en  équations.  Transformer  ensuite  ces  équations, 
c’est-à-dire  les  combiner  ensemble , ou  en  poser  d’autres  évidentes 
que  l'on  combine  avec  elles , n’est  au  fond  que  de  la  synthèse;  à 
moins  que  l'idée  de  chaque  transformation  ne  nous  soit  donnée 
par  quelque  vue  nouvelle  de  l’esprit , ou  quelque  nouveau  raison- 
nement, ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  la  véritable  analyse.  Hors 
de  cette  voie  lumineuse,  il  n’y  a donc  plus  A' analyse,  mais  une 
obscure  synthèse  de  formules  algébriques  que  l’on  pose,  pour  ainsi 
dire  , l’une  sur  l’autre , et  sans  trop  prévoir  ce  que  pourra  donner 
celte  combinaison.  Voilà  les  idées  nettes  qu’il  faut  attacher  aux 
mots  : et  c’est  au  fond  ce  que  tout  le  monde  parait  sentir,  puis- 
qu'on dit  très-bien  une  heureuse  transformation , et  qu’on  ne  dit 
point  un  heureux  raisonnement,  ni  une  heureuse  analyse  (t).  » 


h.  question  que  l’on  vont  résoudre,  que  consiste  principalement  Vanalysc, 
» tout  Part  étant  de  tirer  de  cet  examen  beaucoup  de  vérités  qui  nous  puissent 
» mener  il  la  connaissance  de  ce  que  nous  cherchons.  » (Arnauld,  Logique 
de  Port  Hq/ral»  ) 

(l)  Voir  Théorie  nouvelle  de  la  Rotation  des  corps,  page  131.  On  lit  en- 
core dans  cet  ouvrage  si  remarquable  : 

« ...  Ce  n’est  donc  point  dans  le  calcul  que  réside  cet  art  qui  nous  lait 
« découvrir;  mais  dans  cette  considération  attentive  des  choses,  où  l’esprit 
» cherche  avant  tout  ù s’en  Taire  une  idée,  eu  essayant,  par  l’analyse pro- 
» prement  dite , de  les  décomposer  en  d’autres  plus  simples  , afin  de  les  revoir 
» ensuite  comme  si  elles  étaient  formées  par  la  réunion  de  ccs  choses  sim- 
» pies  dont  il  a une  pleine  connaissance.  Ce  nVsl  pas  que  les  choses  soient 
« composées  de  celte  manière,  mais  c’est  notre  seule  manière  de  les  voir,  de 
» nous  en  faire  une  idée,  et  partant  de  les  rotinailic.  Ainsi  notre  vraie  me 
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Celle  méthode  analytique  est  celle  que  prescrit  Descartes  dans 
plusieurs  passages  de  ses  Œuvres;  comme  quand  il  dit  : « Il  faut 
ramener  graduellement  les  propositions  embarrassées  et  obscures  à 
de  plus  simples , et  ensuite  partir  de  l' intuition  de  ces  dernières 
pour  arriver , par  les  mêmes  degrés , à la  connaissance  des  au- 
tres (i).  « 

Dans  les  ouvrages  des  Anciens,  en  général , les  théorèmes  sont 
parfaitement  distincts,  et  l'énoncé  de  chacun  précède  sa  démons- 
tration, de  sorte  qu’il  reste  peu  de  traces  de  la  marche  d’inven- 
tion que  l’auteur  a suivie  dans  la  recherche  et  la  découverte  de  ses 
propositions;  les  fds  qui,  primitivement , ont  uni  ces  différentes 
propositions,  dans  leur  ordre  naturel  de  déduction,  sont  rompus. 
C’est  ainsi  que  sont  composés  les  ouvrages  d’Euclide,  d’Archimède, 
d’Apollonius,  et,  chez  les  Modernes,  le  grand  ouvrage  des  Prin- 
cipes de  Newton.  Par  cette  raison  , on  a pensé  parfois  que  ce  mode 
d’exposition  était  plus  conforme  à l’esprit  de  la  méthode  synihé- 


» ihode  n'est  que  cet  heureux  mélange  de  Vanaljs  - et  de  la  synthèse,  où  le 
» calcul  n’est  employé  que  comme  un  infiniment.  Instrument  précieux  et 
» néces  aire  sans  doute,  parce  qu'il  nssjire  cl  facilite  notre  marche;  mais 
» qui  n'a  par  lui -même  aucune  vertu  propre  ; qui  ne  dirige  point  l'esprit , 
» mais  que  l'esprit  doit  diriger  comme  tout  autre  instrument,  u ( Page  ÿ8.  ) 

(t)  Règles  pour  la  direction  de  l’esprit . Kègle  cinquième. 

Descartes  ajoute  à l’énoncé  de  celle  règle  des  développements  qui  en 
montrent  la  grande  importance. 

a C'est  en  ce  seul  point , dit-il , que  consiste  la  perfection  de  h méthode  , 
» et  cette  règle  doit  être  gardeo  par  celui  qui  veut  entrer  dans  la  science. 
* aussi  fidèlement  que  le  lil  de  Thési  e par  celui  qui  voudrait  pénétrer  dans 
» le  labyrinthe.  Mais  beaucoup  de  gens  ou  no  réfléchissent  pas  à ce  qu'elle 
» enseigne,  ou  l'ignorent  complètement,  ou  présument  qu'ils  n'en  ont  pas 
» besoin;  et  souvent  ils  examinent  les  questions  les  plus  difficiles  avec  si 
» peu  d'ordre,  qu'ils  ressemblent  à celui  qui  d’un  saut  voudrai!  atteindre  le 
» faite  d’un  édifice  élevé , soit  en  négligeant  les  degrés  qui  y conduisent,  soit 
» en  no  s'apercevant  pas  qu'ils  existent.  Ainsi  font  tous  les  astndog  tes  , qui , 
» sans  connaître  la  nature  des  astres,  sans  mémo  en  avoir  soigneusement 
» observé  les  mouvements,  espèrent  pouvoir  en  déterminer  les  effets.  Ainsi 
>»  font  beaucoup  de  gens  qui  étudient  la  mécanique  sons  savoir  la  physique  , 
» et  fabriquent  au  hasard  de  nouveaux  moteurs;  et  la  plupait  des  philuso- 
» phes , qui , négligeant  l'expérience , croient  que  la  vérité  sortira  «le  leur 
a cerveau  comme  Minerve  du  ftonl  de  Jupiter.  » 
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tir/uc,  qu'il  la  constituait  même  ; et  l'on  en  a conclu  réciproque- 
ment, qu’un  ouvrage  où  les- propositions  sont  exposées  suivant 
l’ordre  des  déductions  rationnelles  qui  y ont  conduit  l'auteur,  n’est 
pas  synthétique , mais  bien  analytique  (i). 

On  peut  dire  que  l’ouvrage  est  analytique,  en  donnant  i ce  mol 
sa  signification  commune;  mais  il  est  essentiellement  synthétique 
aussi , puisque  c’est  par  la  combinaison  de  propositions  déjà  con  - 
nues  qu’on  arrive  successivement  à tics  propositions  nouvelles. 

L’équivoque  qui  peut  résulter  de  ces  acceptions  diverses  des 
termes  synthèse  et  analyse,  en  mathématiques,  cause  souvent  «le 
l'embarras  et  de  l’obscurité  dans  le  langage.  Il  est  à regretter  que 
l'expression  de  logistique,  employée  si  convenablement  par  Viètc, 
et  longtemps  apres  lui , n’ait  pas  été  conservée. 

Il  n’est  nullement  liesoin  de  dire  qu’il  ne  faut  pas  confondre 
\'  Analyse  géométrique  des  Anciens  avec  la  Géométrie  analytique 
tles  Modernes;  la  première  est  précisément  ce  que  l'on  appelle  au- 
jourd’hui synthèse,  par  opposition  a la  Géométrie  analytique. 

Cette  Géométrie  analytique,  dont  il  n’existe  point  de  traces  chez 
les  Anciens  , est  la  grande  conception  de  Descartes;  elle  a bientôt 
change  la  face  des  sciences  mathématiques,  et  peut  être  regardée 
encore  aujourd’hui  comme  l’invention  qui  a le  plus  contribué  à 
leurs  progrès.  C’est  l’art  de  représenter  les  lignes  et  les  surfaces 
courbes  par  des  équations  algébriques  ; application  magnifique  de 
l'instrument  analytique  que  Viète  venait  de  créer,  et  qui  ne  doit 
pas  être  confondue  avec  le  simple  usage  «le  l’Algèbre  dans  quel- 
ques questions  de  Géométrie. 

Descartes  intitula  simplement  la  Géométrie  le  livre  où  il  exposa 
cette  grande  idée,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clarté  les 
conséquences  sans  bornes. 

Dans  le  développement  de  cette  méthode  se  trouvent  plusieurs 
inventions  algébriques,  telles  «pie  la  méthode  si  féconde  des  coef- 
ficients indéterminés , et  cette  célèbre  règle  des  signes  de  Descartes, 
ainsi  qu’on  l'appelle.  Dans  les  inventions  géométriques,  on  «l;s- 


(i)  Ooi'ZA»  : « On  a donné  le  nom  de  méthode  anal} tique  n celle  qui  Huit  . 
* en  enseiijnanl , I ordre  mémo  «le  l'invention  ; el  In  molhode  o|if>o«ee  si  reou 
■»  celui  «le  y nlhctu\uc.  • 
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lingue  le  problème  «le  mener  les  tangentes  à toutes  les  courbes 
géométriques.  Les  Anciens  n'avaient  mené  les  tangentes  qu’à  quel- 
ques courbes , et,  pour  chacune,  par  «les  considérations  particu- 
lières qui  ne  pouvaient  faire  naître  l'idée  d’une  solution  générale 
applicable  à toutes  les  courbes.  Descartes  donna,  de  deux  ma- 
nières, cette  solution  générale,  du  moins  pour  les  «xnirbea  qu'il 
considérait  dans  sa  Géwnétrie , celles  qu'on  appelle  indistinctement 
courbes  géométriques  ou  algébriques. 

Les  tangentes  forment  l’élément  dont  la  connaissance  est  le  plus 
indispensable  dans  la  théorie  des  courbes,  et  celui  qui  devait  con- 
duire au  calcul  infiniti'simal.  Aussi  Descnrtes,  inspiré  par  son  sens 
profondément  mathématique,  dit,  dans  un  passage  de  ses  Let- 
tres , que  c’est  le  problème  * qu’il  a le  plus  désiré  de  connaître.  » 

On  sait  «pie  la  Géométrie , le  Truité  des  météores  et  la  Dioptnque 
parurent  ensemble , en  1637,  à la  suite  du  Discours  de  lu  Mé- 
thode, et  comme  simples  essais  «les  règles  «pie  le  grand  philosophe 
venait  de  donner  pour  la  recherche  «le  la  vérité. 

Dans  le  même  temps,  Fermât,  l’un  «les  plus  puissants  génies 
que  nous  présente  l'histoire  des  productions  de  l'esprit  humain  , 
résolut  ausri  le  problème  général  des  tangentes.  Sa  solution , dont 
le  principe  s’étend  aux  courbes  mécaniques  ou  transcendantes  , 
connue  aux  courb«’s  géométriques  de  Desi'arles  , reposait  sur  des 
considérations  originales  «|ui  impliquatent  le  calcul  de  l'infini , et 
que  les  géomètres  lesplus  illustres,  d'Alembert,  Lagrange,  Laplace, 
Fourier  (1),  ont  regardées  comme  la  véritable  origine  des  méthodes 
infinitésimales  , qui , un  demi-siècle  plus  tard  , dans  les  mains  de 
Leibnitz  et  de  Newton,  ont  complété  la  grande  œuvre  de  ücs- 
cartes  ( 1.  ). 


(1)  Voir  Aperçu  historique,  page  ( 3. 

(•i)  On  pont  dire  que  Leibnitz  luê-mème  n’eiH  point  contredit  ce  juge- 
ment;  car  on  lit,  dans  une  de  ses  Lettres  à Wallis,  ce  passade  où  respire  la 
sincérité  qui  convenait  h son  grand  esprit,  à sa  noble  intelligence  : (Juod 
calculum  diffcrcntialem  ahinet  ; fateor  multa  ei  esse  communia  cum  iis  qua- 
rt Tilu  et  l’KMlATiO  aliisque , imo  jam  ipsi  Archtmedt  crant  explora  la-,  Jor- 
lasse  tamen  i es  multo  longius  nu  ne  procéda  est , ut  jam  efjici  possint  7 un 
antca  rtiant  surnom  (iroîKctris  clausa  r:  lebantui , lluprnto  ipso  id  agitas- 
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Fciin.it  cultiva  aussi  V analyse  géométrique , et  laissa,  cotre 
autres,  uri  livre  des  Lieux  plans,  à l'instar  d’Apollonius  ; un 
Traité  du  Contact  des  sphères;  une  rourte  Notice  sur  les  Porismes, 
dont  il  promettait  de  rétablir  la  doctrine.  Malheureusement,  For- 
mat se  bornait  à communiquer  à ses  amis  ses  decouvertes , sans 
vouloir  les  publier,  et  elles  ne  nous  sont  point  toutes  parvenues. 
Ce  n’est  pas  ici  le  lieu  de  parler  de  scs  admirables  recherches  sur 
la  théorie  des  nombres,  qui  ont  occupé  depuis  les  plus  grands 
géomètres. 

Roberval  , le  rival  de  Descartes  et  l'émule  de  Fermai  en  plu- 
sieurs points,  donna  aussi  une  méthode  générale  des  tangentes  , 
fondée  sur  la  composition  des  mouvements;  principe  excellent, 
mais  dont  l'application  n’était  point  aussi  commune  que  celle  des 
méthodes  de  Descartes  et  de  Fermât,  parce  que  la  manière  dont 
on  considère,  en  général,  la  génération  des  courbes  ne  s’y  prêtait 
pas.  Roberval  donna,  sous  le  titre  de  Traité  des  Indivisibles,  une 
méthode  générale  pour  le  calcul  des  grandeurs  curvilignes,  la 
détermination  des  centres  de  gravité,  etc.  ; méthode  qu’il  dit  avoir 
puisée  dans  une  lecture  attentive  des  œuvres  d’Archimède,  et  qui 
était  un  acheminement  naturel  vers  les  nouveaux  calculs.  Car,  il 
faut  le  remarquer,  la  métaphysique  de  ces  méthodes  de  transi- 
tion était  la  même  que  dans  les  méthodes  infinitésimales  propre- 
ment dites;  le  grand  avantage  de  celles-ci  fut  dans  l'algorithme 
imaginé  par  Leibnitz.  Roberval  ayant  tardé  à publier  sa  méthode, 
dont  il  faisait  usage  en  secret,  dans  les  luttes  difficiles  et  passion- 


ccnlc  (").  — Wallis  lui  répond  : Quod  tuus  Calculai  dtjfcrcniialis  inulta 
hnbcl  cum  aliorum  saisis  communia , ctiam  ipsius  Archimcdis  ; tu  {p>  o candorr 
tuo)  libcrc  prujilcris  : non  tmun  est  indc  minus  mstimandus . Nam  multa 
sunt  ' quorum  pntna  fundtttnenla  Jucrint  Vctcribus  non  ignota  ; iia  lumen  in- 
tricota  cl  difficultatis  plcna , ut  sinl  ea  ( nostra  (tlats)  rcddita  multo  diluci - 
diora  cl  usibus  aptiora  ( **  ), 

(*)  Wallis,  Oprra  tnathrmauc*;  tome  III,  pape  M>*.  On  voit,  par  ces  paroles,  que 
Leibnitz  reconnaissait,  arec  une  noble  sincérité,  ce  qn'll  pouvait  devoir  à scs  devanciers 
et  a s«»  contemporain»,  de  même  qu’il  avait  »u  pré  à lluypen»  et  a Newton  d’avoir  cité  se» 
propres  decouverte».  ainsi  qu'il  le  rappelle  lui-méme  dan»  un  antre  passage  de  «es  ttluvre». 
en  ajoulont  cette  rèfleiinn  : lia  •/  innto  <;tinfi'  est  dactréna  excelU'ntior,  t inta  plu*  »»«- 
rrrilaUi  «t tque  htimamlnli * osfruJit.  { l.eibnitii  (tpfiu  asntun  , toute  page  S9  ) 

( ••  ) Wallis,  Opes  a , etc.,  tome  III . paee  69s 
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lices  où  il  se  trouvait  engagé,  se  laissa  devancer  par  Lavalieri,  dont 
la  Méthode  des  Indivisibles  eut  une  grande  célébrité  et  d'illustres 
sectateurs,  Pascal,  Torricelli , Schooten,  etc. 

On  a de  Cavalieri  divers  autres  ouvrages,  notamment  ses  Excr- 
citntiones  geometrieæ , en  six  livres,  dont  le  dernier  contient  de 
nombreuses  questions  sur  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  que 
nous  avons  appelée  Y Analyse  géométrique  des  Anciens. 

Pascal , dont  le  génie  géométrique  est  proverbial , enrichit , dans 
sa  trop  courte  carrière  , toutes  les  parties  des  mathématiques.  I,a 
pénétration  avec  laquelle  il  appliqua  la  méthode  des  indivisibles 
aux  questions  les  plus  difficiles,  le  fit  toucher  de  près  au  calcul 
intégral.  Il  sut  découvrir  de  nombreuses  propriétés  de  la  cy- 
cloïdc,  cette  courbe  merveilleuse  qui  occupait  alors  tous  les  es- 
prits. 

Sa  supériorité  ne  Tut  pas  moindre  dans  cette  autre  partie  qu’on 
pourrait  appeler  la  Géométrie  d'A/mllonius.  La  généralité  de  vues 
qu’il  y apportait  ne  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions 
analytiques  de  Victe  et  de  Descaries , dont  il  n'eut  pas  besoin  de  se 
servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien 
restreintes  sur  cette  partie  de  ses  travaux. 

Le  plus  important,  celui  qui  du  moins  a eu  le  plus  de  retentis- 
sement, fut  son  Traité  des  Coniques , dans  lequel  il  avait  suivi  une 
méthode  nouvelle,  d’une  facilite  et  d’une  fécondité  alors  incon- 
nues, et  telles , comme  nous  l’apprend  le  I’.  Mersenne , qu’un  seul 
théorème  se  prêtait  à quatre  cents  corollaires. 

Cet  ouvrage  et  ceux  de  Desargues,  qui  l’ont  précédé  de  très  peu 
de  temps,  donnaient  à l’Analyse  géométrique  des  Anciens  une 
marche  plus  rapide  et  plus  hardie;  ils  marquent  l’origine  d’une 
partie  de  nos  méthodes  du  xix'  siècle  : je  vais  donc  m’y  arrêter 
quelques  instants. 

Les  Anciens  avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône, 
ou  dans  le  solide , suivant  leur  expression;  c’cst-à-dire  qu’ils 
avaient  connu  ces  courbes  en  coupant  par  un  plan  un  cône  à 
base  circtdaire.  Des  propriétés  du  cercle  qui  forme  cette  base,  ils 
avaient  conclu  une  propriété  îles  sections  coniques,  savoir,  que 
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l'ordonnée  est  moyenne  |>ro|>i>rtionnellc  entre  l'abscisse  comptée 
à partir  d’un  sommet  de  la  courbe  et  l'ordonnée  d'une  certaine 
droite  fixe  menée  par  l’autre  sommet.  De  cette  relation,  peu 
différente  de  celle  que  nous  appelons,  en  Géométrie  analytique, 
lVi/ nation  de  ht  courbe,  ils  déduisaient , par  la  seule  force  du  rai- 
sonnement , les  propriétés  des  sections  coniques,  sans  se  servir 
davantage  du  cône  dans  lequel  ils  avaient  d’abord  considéré  ces 
courbes. 

Desargues,  géomètre  actif  et  pénétrant,  qui  cultivait  toutes  les 
parties  des  sciences  et  y apportait  un  esprit  de  généralisation  rare , 
conçut  l’idée  d'appliquer  aux  coniques  les  propriétés  mêmes  du 
cercle  qui  servait  de  base  au  cône , et  de  simplifier  par  là  la  re- 
cherche et  la  démonstration  de  ces  propriétés,  souvent  pénible 
dans  l’ouvrage  d’Apollonius.  Il  reconnut  aussi  que,  parce  moyen  , 
les  démonstrations  relatives  à l’une  des  trois  courbes  s’appliquent 
d'elles-mèmes  aux  deux  autres,  malgré  leurs  différences  de  ligu- 
res : idée  profonde  et  heureuse,  car  les  Anciens  distinguaient  es- 
sentiellement les  trois  courbes,  et  employaient  des  démonstrations 
différentes.  Hulin  il  découvrit,  entre  autres,  une  belle  et  féconde 
propriété  de  ces  courbes,  celle  qu'il  appela  Insolation  de  six  /joints, 
proposition  susceptible  de  prendre  un  grand  développement  dans 
certaines  théories  de  la  Géométrie  moderne. 

C’est  la  méthode  de  Desargues  que  Pascal  a suivie  dans  plusieurs 
de  ses  recherches,  notamment  dans  son  Traité  des  Coniques.  Il  ne 
nous  est  parvenu,  de  ce  célèbre  Traité,  qu’une  notice  très-suc- 
cincte de  Leibnitz,  qui  nous  fait  connaître  les  titres  des  six  par- 
ties qui  le  composaient.  Mais  cet  ouvrage  avait  été  précédé  d’un 
premier  jet,  sous  le  titre  d 'Essai  pour  les  Coniques,  qui  fait  partie 
des  deux  volumes  consacrés,  (huis  l’édition  de  Bossut,  aux  recher- 
ches mathématiques  de  Pascal.  C’est  dans  cet  Essai  que  se  trouve 
le  fameux  théorème  sur  l'hexagone  inscrit , que  Pascal  appelait 
hexagramme  mystique.  Ce  théorème  exprime  une  propriété  simple 
et  fort  belle  de  six  points  quelconques  pris  sur  une  conique. 
Cinq  |>oints  suffisent  pour  déterminer  la  courbe  : on  conçoit  dès 
lors  que  cette  propriété,  relative  à un  sixième  point,  servait  à 
décrire  la  courbe,  et  la  définissait  complètement;  qu’elle  devait 
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donc  avoir  îles  conséquences  innombrables  comme  l 'équation  dans 
le  système  de  Descartes. 

Dans  cet  opuscule,  Pascal  reconnaît  ce  qu’il  doit  à Desargues; 
il  dit , au  sujet  du  théorème  da  l’involution  de  six  points  : « Nous 
» démontrerons  la  propriété  suivante,  dont  le  premier  inventeur 
» estM.  Desargues,  Lyonnais,  un  des  grands  esprits  de  ce  temps , 

et  des  plus  versés  aux  mathématiques,  et  entre  autres  aux  coni- 
» qties,  dont. les  écrits  sur  cette  matière,  quoique  en  petit  nom- 
» bre,  en  ont  donné  un  ample  témoignage  à ceux  qui  auront 
r voulu  en  recevoir  l'intelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois 

• le  peu  que  j’ai  trouvé  sur  cette  matière,  à ses  écrits,  et  que  j’ai 
v tilché  d’imiter,  autant  qu’il  m’a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce 
•>  sujet.  ...  La  propriété  merveilleuse  dont  est  question  est 

telle » 

Desargues  ne  se  borna  pas  aux  spéculations  des  mathématiques 
pures;  il  traita  de  leurs  applications  aux  arts.  !1  écrivit  sur  la  per- 
spective , la  gnomonique  et  la  coupe  des  pierres;  et,  en  apportant 
dans  toutes  ces  parties  la  même  supériorité  de  vues  et  les  mêmes 
principes  de  généralisation , il  les  traita  par  des  méthodes  rigou- 
reuses et  mathématiques.  C’était  une  innovation  véritable;  car 
une  partie  des  règles  ou  des  pratiques  que  l’on  suivait  dans  ces 
arts,  étaient  sans  base  réelle  et  souvent  fautives  : aussi  Desargues 
eut  de  nombreux  détracteurs;  la  routine  et  l’ignorance  disputèrent 
le  terrain  pied  à pied,  et  il  fut  enjoint  au  célèbre  graveur  bosse  de 
cesser  d’enseigner  les  pratiques  de  la  perspective  du  sieur  Desar- 
gues, dans  ses  leçons  à l’Académie  de  peinture.  Pour  la  coupe  des 
pierres , Desargues  offrit  de  défendre  la  bonté  de  ses  méthodes 
contre  les  attaques  de  l’architecte  Curabcllc , par  un  pari  de  cent 
mille  livres  : le  défi  fut  accepté  pour  cent  pistoles;  mais  il  n’eut 
pas  de  suite,  parce  qu’on  ne  put  s’entendre  sur  le  choix  des  juges 
du  débat.  « Desargues,  nous  apprend  Curahclle,  voulait  s’en  rap- 
» porter  au  dite  d’excellents  géomètres , et  autres  personnes  sa- 
» vantes  et  désintéressées , et,  en  tant  qu’il  serait  de  besoin  aussi , 
» des  jurés -maçons  de  Paris.  • « Ce  qui  fait  voir  évidemment, 
» ajoute  Curabcllc,  que  ledit  Desargues  n’a  aucune  vérité  à dé- 

• duire  qui  soit  soutenable,  puisqu’d  ne  veut  pas  des  vrais  ex- 
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» perla  pour  les  malirres  ni  conteste  -,  il  ne  demande  ijue  des  gens 
» de  sa  cabale,  comme  des  purs  Géomètres,  lesquels  n’ont  ja- 
■ mais  eu  aucune  expérience  des  règles  des  pratiques  en  ques- 
» tion  , et  notamment  de  la  coupe  des  pierres  en  l’architecture 
» qui  est  la  plus  grande  partie  des  œuvres  de  question,  et  par- 
» tant  ils  ne  peuvent  parler  des  subjections  que  les  divers  cas  en- 
- seignent.  . . . • 

J’ai  cité  ces  détails,  que  j'extrais  d’une  brochure  rare  et  peu 
connue,  de  Curabelle,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faire  ap- 
précier quel  était  l'état  des  arts  de  construction  il  y a deux  siècles, 
et  qu’ils  prouvent  bien  que  ce  fut  Desar,;ucs  qui  eut  le  mérite 
«l’introduire,  notamment  dans  la  coupe  des  pierres,  les  principt's 
rigoureux  de  la  Gttomélrie,  à la  place  des  pratiques  empiriques 
qu’on  y suivait  alors. 

Desargucs  , malgré  divers  passages  des  Lettres  de  Descarfcs  et 
de  Fermât , qui  s’accordent  à le  montrer  comme  un  géomètre  d’un 
mérite  rare(t),  a été  fort  négligé  par  les  biographes  et  les  histo- 
riens des  Mathématiques.  M.  Poncelet,  en  signalant,  le  premier, 
l’eSprit  généralisateur  qui  domine  dans  toutes  ses  recherches,  et 
les  services  dont  les  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  et  les  arts 
de  construction  lui  sont  redevables,  l’a  appelé  le  Monge  de  son 
siècle  (2).  Nous  partageons  pleinement  l’opinion  de  ce  juge  si 
c«impétent  (3), 


,1)  N oir  Aperçu  historique , etc.,  page*  'j \ 88  et  3.1 1—314- 

(2  Traite  des  Propriétés  projectives  tics  figures.  Introduction,  p.  xxxvitl. 

;3|  L’écrit  de  Curabclle,  dont  nous  avoua  extrait  quelques  détails  ci  - 
dessus,  est  intitulé:  Faiblesse  pitoyable  du  Sr  G.  Desargucs  employée  contre 
i Examen Jait  île  set  oeuvres;  par  I Curabelle  Imprimé  à Paris,  ce  iG  juin  iti/|  \ ; 
q panes  in-,j°. 

Cet  écrit  taisait  suite,  comme  le  titre  l'indique,  à une  publication  du 
même  Curabelle  , intitulée  : Examen  îles  CEuvres  du  Sr  Desaigues , par 
i.  Carnlutllc  A Paris,  l II  ] I ; 8i  pj.es  m - \r>;  lequel  Examen  se  rapporte  aux 
érriisde  Oesargnes  sur  la  coupe  des  ; ierres,la  perspective  et  les  quadrants. 
L'auteur,  quoique  juge  pen  competent  en  lait  de  questions  matin  ntaliqttes, 
ne  manquait  pas  cependant  d'instruction  à d’autres  égards. 

Un  examen  critique  du  livre  des  quadrants  avait  déjà  paru  en  iGtJt.  L’au- 
teur, praticien,  probablement , romme  (urahollc,  compare  Desargues  à rca 
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.le  suis  obligé  de  passer  ici  sous  silence  les  travaux  de  divers 
géomètres  qui  tiennent  une  place  distinguée  dans  l’histoire  de  la 
science  ; car  ce  xvu'  siècle  a été  peut-être  le  plus  fécond  en  mathé- 
maticiens, et,  bien  que  l’Analyse  de  Viète  et  la  Géométrie  de  Des- 
cartes aient  enlevé  de  nombreux  disciples  aux  anciennes  méthodes , 
ce  siècle  marque  une  époque  des  plus  glorieuses  pour  cette  partie 
même  des  Mathématiques. 

Il  me  suffira  de  citer  Kepler,  Huygens  et  Newton  , dont  les  tra- 
vaux admirables  ont  élevé  le  plus  bel  édifice  dont  s’honore  l'esprit 
humain. 

Kepler  donna  une  extension  considérable  aux  belles  spécula- 
tions d'Archimède , en  calculant  les  volumes  d’un  grand  nombre 
de  solides  dont  les  sphéroïdes  et  les  conoïdes  du  géomètre  grec 
n’étaient  que  des  cas  particuliers  Sa  méthode,  fondée  sur  l’idée 
de  l’infini,  ouvrait  un  nouveau  champ  de  recherches,  et  conduisit 
bientôt  à ce'le  des  indivisibles. 

Avec  les  seules  ressources  mathématiques  dont  se  servait  Ploie - 
mée,  et  à force  de  méditations  et  de  calculs  longtemps  infructueux, 
Kepler  parvint  à la  connaissance  des  véritables  lois  du  mouvement 
des  corps  célestes  ; découvertes  sublimes  qui  inspirent  pour  le  génie 
de  l’auteur  une  admiration  égale  à l’étendue  de  leurs  conséquences. 

Huygens,  quoiqu’il  sut  à fond  la  méthode  de  Descartes,  resta 
fidèle  à celle  des  Anciens,  où  son  génie  sut  triompher  des  plus 
grandes  difficultés,  et,  parfois  même,  de  celles  que  Leibnitz  et 
Jacques  Bernoulli  avaient  pu  croire  cire  réservées  aux  méthodes 
infinitésimales. 

Aussi  Newton  , qui  lui  donnait  le  surnom  de  grand,  le  procla- 
mait « le  plus  excellent  imitateur  des  Anciens,  admirables,  suivant 

ti  demi ■ savants , provinciaux,  contemplatifs , non  praticiens  et  peu  communi- 
» cables . » 

Si  Ton  considère , qu'au  contraire,  Descaries , Fermai , Pascal  s’accor- 
daient à icgardcr  Desargucs  comme  un  géomètre  d’un  esprit  original  ci  d’un 
vrai  mérite,  et  qu'aujoiird'hui  la  valeur  des  pratiques  que  lui  indiquait  la 
vraie  théorie  est  incontestée,  on  comprendra  jusqu’à  quel  point  peuvent 
différer  dans  leurs  jugements  sur  le>  choses  qui  tiennent  à la  science,. ceux 
qui  l’ont  étudiée  au  point  de  vue  de  ses  applications  pratiques,  et  ceux  qui 
la  cultivent  et  en  ont  une  connaissance  approfondie. 

c 
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“ lui , par  leur  goût  et  par  la  forme  de  leurs  démonstrations.  » 
Le  sentiment  de  Leibnitz  , exprimé  dans  plusieurs  passages  de  ses 
oeuvre»  , n’est  pas  moins  explicite.  Qu’il  nous  suffise  de  citer  ces 
simples  paroles  : Hugcnius  nnlli  Mathcmaticornni  nos  tri  sœeuti 
srcundus . . . 

Nous  ne  rappellerons  pas  ici  tous  les  résultats  importants  qu'on 
doit  à la  sagacité  d'Hnygens;  ils  s’étendent  sur  toutes  les  parties 
des  Mathématiques  et  sur  les  sciences  naturelles  qui  en  dépendent  : 
la  Phvsique,  l’Astronomie,  la  Mécanique.  Bornons-nous  à rap- 
peler que,  dans  le  seul  Traité  de  Horologio  oscillatorio,  composé 
par  Huygens  quand  il  résidait  en  France,  se  trouvent  celte  théo- 
rie des  développées,  l’une  des  plus  belles  découvertes  de  la  Géo- 
métrie moderne,  et  les  lois  de  la  force  centrifuge,  deux  choses 
dont  la  connaissance  était  nécessaire  à Newton  pour  entreprendre 
son  grand  ouvrage  «les  Principes  mathématiques  de  la  philosophie 
naturelle. 

C’est  dans  ce  livre  impérissable  que  Newton  a posé  le  principe 
de  la  gravitation  universelle , qui  comprend , dans  ses  consé- 
quences , les  lois  de  Kepler  et  toute  la  dynamique  des  corps  cé- 
lestes. 

Toutefois,  quelque  éclat  «pie  cette  grande  decouverte  ait  répandu 
dans  le  monde  sur  le  nom  de  Newton , ce  n’est  pas  celte  décou- 
verte elle-même  que  les  géomètres  ont  le  plus  admirée,  et  qui 
atteste  le  plus  le  génie  mathématique  de  l’auteur.  L’idée  d’une  at- 
traction mutuelle  des  corps  était  alors  dans  tous  les  esprits  ; Kepler, 
Baron,  Fermât,  Roberval , Hevelius,  Hook,  l’avaient  émise  <-t 
en  avaient  entrevu  les  conséquences.  La  loi  relative  aux  distances 
était  inconnue,  il  est  vrai,  et  fut  la  première  decouverte  de  Newton; 
mais  elle  ne  pouvait  rester  longtemps  cachée.  Aussi,  ce  qu'il  v a 
de  plus  digne  d’admiration  dans  Newton  , et  ce  qui  eut  pu  rester 
longtemps  à faire  dans  d’autres  mains,  ce  sont  les  développements 
mathématiques  qu’il  a su  donner  à ce  principe  , pour  en  tirer  la 
connaissance  des  lois  dynamiques  et  géométriques  du  mouvement 
îles  corps  célestes  ; son  plus  beau  titre  de  gloire , c’est  d’avoir  clés  o 
ce  beau  monument  de  son  génie,  par  1rs  méthodes  et  arec  1rs 
truies  rrssnnrrrs  de  ta  Géométnr  des  Anciens. 
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Ptolémée , avons-nous  dit,  avait  fonde  une  théorie  astrono- 
mique sur  le  principe  unique  de  mouvements  circulaires  et  uni- 
formes, mais  sans  faire  acception  des  causes  de  ces  mouvements 
ou  des  forces  qui  les  produisent. 

L'ouvrage  de  Newton  était  fondé  aussi  sur  un  principe  unique, 
niais  ce  principe  était  vrai  et  fécond  ; il  comprenait  tout.  Les  con- 
séquences qu’il  s’agissait  d’en  tirer  embrassaient  et  les  mouvements 
des  corps  célestes , et  les  forces  qui  les  animent. 

Toutefois , le  livre  de  Newton  et  l’Almageste  ont  quelque  chose 
de  commun  : c’est  la  méthode,  qui  est  la  même  dans  les  deux  ou- 
vrages; car  Newton  , malgré  ses  brillantes  découvertes  dans  les 
nouveaux  calculs,  avait  conservé  une  telle  estime  pour  la  Géomé- 
trie des  Anciens , qu’il  la  suivit  dans  tout  le  cours  de  son  grand  ou- 
vrage, opposant  ainsi  aux  futurs  incrédules  des  preuves  incon- 
testables des  ressources  que  cette  Géométrie  pouvait  ofTrir  dans 
les  spéculations  les  plus  relevées.  On  peut  croire  que  Newton  eût 
craint  de  rester  au-dessous  d’iluygens , dont  il  admirait  tant  le 
génie  géométrique  , s’il  n’eût  pas  montré  qu’il  savait,  comme  lui , 
se  servir  de  cette  méthode  naturelle  et  lumineuse  des  Mathéma- 
tiques anciennes  (t). 

Non-seulement  le  livre  des  Principes  atteste  toute  l’estime  de 
Newton  pour  cette  méthode  , mais  l’illustre  auteur  ne  négligeait 
aucune  occasion  de  manifester  à ce  sujet  ses  sentiments.  Pcinbci  - 
ton , qui  vécut  dans  son  intimité,  nous  rapporte  qu’il  se  reprochait 
de  n’avoir  point  encore  assez  cultivé  cette  Géométrie  de  l’école 
grecque  ; qu’il  approuvait  l’entreprise  de  tltigue  de  Omérique  de 
rétablir  l’ancienne  analyse,  et  qu’on  l'entendait  souvent  faire  de 
grands  éloges  du  Traité  De  scctione  rationis,  qui,  suivant  lui, 
développait  mieux  la  nature  de  cette  analyse  qu’aucun  autre 
ouvrage  de  l’antiquité. 

On  ne  peut  parler  du  goût  de  Newton  pour  la  Géométrie  des 
Anciens,  sans  nommer  aussitôt  Halley  et  Maclaurin , promoteurs 
éminents  de  ces  belles  méthodes.  Halley,  qui  joignait  à la  science 


(i)  Cette  réflexion  a été  faite  par  M.  le  baron  Maurice,  dans  une  excel- 
lente Notice  sur  In  vie  et  le*  travaux  dHtiyf»erv> 
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cl  à l'habilele  du  grand  astronome  une  érudition  profonde  el  la 
connaissance  des  mathématiques  anciennes , contribua  puissam- 
ment à en  répandre  le  goût  et  à en  montrer  l’usage,  par  la  repro- 
duction, dans  de  magnifiques  éditions  grecques  et  latines,  des 
ouvrages  anciens,  et  par  scs  propres  travaux. 

Il  suffit,  pour  apprécier  l’enthousiasme  que  lui  inspirait  la  beauté 
de  ces  méthodes,  et  la  foi  qu'il  avait  dans  leur  puissance  et  leur 
utilité,  de  se  souvenir  que  son  désir  ardent  de  connaître  le  Traité 
de  la  Section  de  raison,  qu'il  venait  de  découvrir  dans  les  manu- 
scrits de  la  bibliothèque  Bodléienne,  le  porta  aussitôt,  malgré  ses 
grandes  occupations  astronomiques,  à étudier  l’arabe  pour  tra- 
duire et  commenter  bientôt  le  livre  précieux  qui  lui  a dû  le  jour 
chez  les  Modernes.  C’est  aussi  après  une  révision  sur  un  texte 
hebrett  qu’il  donna  une  nouvelle  édition  des  Sphériques  de 
Ménélans. 

Les  recherches  originales  du  grand  astronome;  sa  méthode  pour 
calculer  les  éléments  paraboliques  des  comètes , méthode  dont 
l’heureux  usage  lui  permit  de  prédire,  pour  la  première  fois,  le 
retour  d’un  de  ces  astres  errants,  et  de  les  rattacher,  comme  les 
planètes,  à notre  système  solaire;  le  procédé  qu’il  indiqua  pour 
faire  servir  les  passages  de  Vénus  à une  détermination  de  la  paral- 
laxe du  soleil , plus  exacte  et  plus  sûre  que  celles  qu’on  avait  obte- 
nues jusqu’alors  ; ces  recherches  , dis-je,  offrent,  ainsi  que  le 
grand  ouvrage  de  Newton  , la  preuve  manifeste  des  ressources  que 
renferment  les  méthodes  de  la  pure  Géométrie.  Elles  démontrent 
l'erreur  où  l’on  est  tombé  quand  , l'imagination  remplie  des  mer- 
veilleux résultats  de  l’analyse  dans  ses  premiers  développements, 
on  a pensé  que  ces  méthodes  avaient  peu  de  portée,  et  qu’elles 
n’avaient  plus  de  valeur  que  comme  aliment  offert  à la  curiosité  el 
à l’esprit  inquiet  de  l'antiquaire  et  de  l’érudit.  Nos  spéculations 
actuelles  seraient -elles  d’un  ordre  plus  relevé  que  celles  de  Kepler, 
de  Huvgens  , de  Newton  , de  Halley?  Personne  ne  le  dira.  Il  faut 
donc  croire  que  la  Géométrie  , considérée  dans  ses  dévelop|>cinents 
et  ses  applications,  sera,  dans  tous  les  temps,  tin  noble  el  utile 
exercice  de  l’esprit. 

Ali!  combien  est  juste  cette  réflexion  d'un  homme  éminent. 
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dont  les  talents  ont  su  faire  servir  tout  à la  fois  1rs  armes  et  les 
sciences  à la  gloire  et  à la  «lelensc  de  la  patrie  : « Lorsqu’on  pense 
» que  c’est  cette  Géométrie,  qui  fut  si  féconde  entre  les  mains 
» des  Archimède,  des  Hipparque,  des  Apollonius;  que  c’est  la 
» seule  qui  fut  connue  des  Neper,  des  Viète , des  Fermât,  des 
» Descartes,  des  Galilée,  des  Pascal , des  Huygcns . des  Roberval  ; 
» que  les  Newton,  les  Hallcy,  les  Maclaurin  la  cultivèrent  avec 
» une  sorte  de  prédite  lion  , on  peut  croire  que  cette  Géométrie 
» a ses  avantages  (i)  ! • 

Maclaurin  fut  un  digne  continuateur  de  Newton  , et  par  la  na- 
ture des  questions  de  philosophie  naturelle  qu'il  traita , et  en  res- 
tant fidèle  à la  Géométrie  des  Anciens. 

Dans  la  célèbre  question  de  l’attraction  des  ellipsoïdes,  qui  avait 
pris  naissance  dans  le  livre  des  Principes,  mais  dont  Newton  n’a- 
vait traité  que  le  ras  le  plus  simple  , Maclaurin  parvint , par  les 
seules  ressources  de  cette  méthode,  a des  résultats  que  l’Analyse 
elle-même  a longtemps  admirés.  C’est  pour  les  besoins  de  cette 
question , que  Maclaurin  considéra , le  premier,  ces  ellipsoïdes 
homofocaux  qui  ont  donné  lieu  à l’une  des  plus  importantes  théo- 
ries de  la  Géométrie  moderne,  qui  embrasse  les  lignes  de  cour- 
bure, comme  les  lignes  géodésiques  de  ces  surfaces,  et  ont  offeit 
à l’Analyse  un  puissant  principe  de  transformations. 

Maclaurin  cultiva  aussi  la  théorie  des  courbes,  par  la  méthode 
de  Descartes,  dans  sa  Géométrie  organique,  et  par  la  Géométrie 
pure  dans  son  Traite  t les  Courbes  du  troisième  ordre,  où  il  fit  con- 
naître , pour  la  première  fois , de  fort  belles  propriétés  de  ces 
courbes.  Ce  deuxième  ouvrage , où  la  facilite  et  la  brièveté  des 
démonstrations  s’unissent  à la  beauté  des  résultats,  se  rattache 
essentiellement  aux  méthodes  de  la  Géométrie  moderne,  et  y forme 
la  base  d’une  théorie  qui  a déjà  fixe  l'attention  de  quelques  géo- 
mètres et  qui  doit  prendre  une  grande  extension. 

Après  Maclaurin,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewart , qui  essaya 
de  traiter  par  la  seule  Géométrie  quelques-unes  des  grandes  ques- 
tions du  système  du  monde,  telles  que  la  distance  du  soleil  à la 


(i)  i Urnoi  ; Gconictrit  dé  position , Dissert.ilion  préliminaire. 
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terre,  le  problème  des  trois  corps,  etc.;  mais  les  succès  rapides 
de  l’Analyse  dans  les  mains  des  Bernoulli,  de  Clairaut , d’Euler, 
de  d’AIembert,  ôtaient  toute  opportunité  à ces  recherches  qui  ne 
parurent  plus  olfrir  de  chances  de  succès.  Mathieu  Stewart  s’a- 
donna aussi  à \'  Analyse  géométrique  des  Anciens , dans  le  but  spé- 
cial d’en  accroître  les  ressources.  Dans  le  siècle  précédent , les 
géomètres  s’étaient  occupés  plus  particulièrement  de  rétablir  les 
'I  r.iitcs  sur  lesquels  Pappus-nous  avait  laissé  quelques  données. 
Mathieu  Stewart  entra  dans  une  voie  nouvelle , et  fit  un  pas  de 
plus;  il  composa  deux  ouvrages  qui  n’étaient  point  l’imitation 
d’ouvrages  grecs.  L’un,  intitulé:  Quelques  t/iénrèmcs  généraux 
d'un  grand  usage  dans  les  hautes  mathématiques , renferme  de 
beaux  théorèmes,  dont  une  partie  n’a  pas  encore  été  démontrée. 

Dans  le  même  temps,  Robert  Sinison  composait  son  célèbre 
Traité  des  Purismes , et  restituait  les  /Jeux  plans  et  les  deux  livres 
de  la  Section  déterminée  d’Apollonius.  O géomètre  avait  préparé 
une  édition  des  Collections  mathématiques  de  Pappus;  il  est  à re- 
gretter qu’il  ne  l’ait  pas  mise  au  jour  (i). 

Depuis , c’est  surtout  en  s’occupant  de  la  doctrine  des  Purismes, 
que  les  géomètres  anglais  ont  suivi  la  forte  impulsion  que  Newton 
et  Madaurin  avaient  donnée  à la  culture  des  méthodes  anciennes. 

L’un  des  derniers  ouvrages  de  ce  genre  est  un  Mémoire  de  haute 
Géométrie,  qu’on  trouve  dans  les  Transactions  philosophiques  de 
la  Société  royale  de  Londres,  de  1798.  Le  nom  de  l’auteur  ne  se 
lit  peut-être  pas  sans  quelque  étonnement  : c’est  celui  d’un  illustre 
contemporain  (lord  Brougham),  que  des  travaux  fort  différents 
ont  porté  depuis  aux  plus  hautes  dignités  de  l’État  et  la  première 
magistrature  du  parlement. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  en  Allemagne,  oh  culti- 
vait l’analyse  de  Descartes  et  le  calcul  de  Leibnitz,  et  l’on  appli- 
quait les  ressources  merveilleuses  de  ces  puissantes  méthodes  à 


(1)  On  sait  que  M.  Peyrard,  à qui  nous  devons  la  belle  édition  des  Élé- 
ments d’Euclido  et  des  Œuvres  d’Archimède  , avait  préparé  de  pareilles  tra- 
ductions de  plusieurs  autres  ouvrages  anciens,  notamment  du  |;raml  Traité 
des  Sections  coniques  d’Apollonius  , mais  que  la  mort  l’a  surpris  avant  qu’il 
eét  achevé  l’impression  de  ect  ouvrage 
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une  fuule  de  problèmes  nouveaux,  et  piinupalciutnl  au  déve- 
loppement des  grande»  questions  qu'avait  posées  ou  lait  naître  l’ou- 
vrage de  Newton. 

Cependant  la  Géométrie,  cultivée  à la  manière  de  Descartes, 
suivit  le  cours  de  ses  progrès  naturels.  Après  que  Clairaut,  a l'âge 
de  seize  ans,  avait  applique  l’analyse  infinitésimale  aux  lignes  à 
double  courbure , Kulcr  créa  la  belle  et  importante  théorie  île  la 
courbure  des  surfaces,  qui  prit  bientôt  une  grande  extension  dans 
les  ouvrages  de  Monge  et  de  l'un  de  ses  plus  illustres  disciples 

Kulcr,  dont  l’esprit  éminemment  fécond  s’appliqua  à toutes  les 
parties  des  Mathématiques,  enrichit  les  Éléments  de  la  Géométrie 
du  théorème  qui  établit  une  relation  entre  les  nombres  des  faces  , 
des  sommets  et  des  arêtes  d’un  polyèdre. 

Ce  théorème  d’Kuler  et  la  belle  théorie  des  polyèdres  d’un 
ordre  supérieur,  de  M.  Poinsot , avaient  conduit  un  jeune  geo 
mètre  à deux  Mémoires  remarquables  (i),  qu’on  ne  peut  se  rap 
peler  sans  éprouver  le  regret  que  , depuis  , l’illustre  auteur  ail 
consacré  exclusivement  à l’analyse  les  ressources  de  son  génie 
mathématique. 

Nous  ne  devons  point  omettre,  avant  de  clore  cet  aperçu  des 
travaux  qui  ont  précède  le  xix1’  sièele,  l’ Introduction  à l'analyse 
îles  lignes  courbes,  de  Cramer,  qui  a souvent  servi  de  guide  dans 
lesappheationsde  l’analyse  à cette  vaste  théorie  des  lignes  courbes 

III.  De  la  Géométrie  au  \ix‘  siècle. 

Les  ouvrages  qui , au  commencement  du  siècle  présent , ont  eu 
une  heureuse  influence  sur  la  marche  cl  les  progrès  de  la  Géomé- 
trie, sont , à des  titres  différents,  ceux  de  Monge  et  de  Carnot  : de 
.Monge,  la  Géométrie  descriptive  et  le  Traité  de  X Application  de 
!"  Analyse  h la  Géométrie;  de  Carnot,  la  Géométrie  de  Position  et 
la  Thé  mie  des  Transversales. 

Ces  ouvrages,  en  agrandissant  les  idées,  en  inspirant  aux  jeunes 


( l ' Recherches  sur  1rs  polj  edres  ; Mémoires  présentes  à In  première  classe 
‘le  l'Institut  en  i8l>  et  i8ia,parM  t’anehy.  { Voir  Inumnl  itr  l'École  l'ol>~ 
technique,  itic  cahier)  |*»0t» 
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mathématiciens  le  goût  des  recherches  de  bonne  Géométrie,  leur 
offraient  des  méthodes  et  des  ressources  nouvelles. 

La  Géométrie  descriptive  a pour  objet  de  représenter  sur  un 
plan,  surface  à deux  dimensions,  les  corps  qui  en  ont  trois;  ou, 
en  d’autres  ternies,  de  réunir  dans  une  figure  plane  tous  les  élé- 
ments nécessaires  pour  faire  connaître  la  forme  et  la  position, 
dans  l'espace  , d'une  figure  à trois  dimensions. 

Une  conséquence  de  cette  représentation,  c’est  que  l’on  exé- 
cutera sur  cette  figure  plane  elle -même  les  opérations  géomé- 
triques répondant  à celles  que  l’on  aurait  à faire  sur  la  ligure  à 
trois  dimensions. 

Sous  ce  point  de  vue  général , on  conçoit  que  la  Géométrie 
descriptive  a dû  exister  dans  tous  les  temps.  Et,  en  effet,  c’est 
par  des  dessins  sur  une  aire  plane,  que  les  appareilleurs  et  les 
charpentiers  ont,  dans  tous  les  temps,  déterminé  et  indiqué  les 
formes  des  corps  à trois  dimensions  qu’ils  avaient  à construire. 

On  possédait  meme  plusieurs  Traites,  et  de  bons,  de  Phili- 
bert Delorme  , de  Mathurin  Jousse,  du  P.  Deran , de  Delarue,  sur 
l’art  du  trait  applique  à la  coupe  des  pierres  et  à la  charpente. 
Desargues  avait  fait  un  pas  de  plus,  en  montrant  l’analogie  qui 
existait  entre  des  procédés  divers,  et  en  rattachant  ceux-ci  à des 
principes  communs.  En  dernier  lieu,  Frézier,  officier  du  génie, 
qui  appréciait  le  mérite  des  conceptions  de  Desargucs,  avait  donné 
suite  à ses  idées  de  généralisation  et  d’abstraction  mathématique, 
dans  son  Traité  de  Stéréotomie , ouvrage  où  se  trouvent , avec  les 
applications  à la  coupe  des  pierres , plusieurs  questions  sous  une 
forme  abstraite , telles  que  le  développement  des  surfaces  coniques 
et  cylindriques;  la  théorie  de  l’intersection  de  ces  surfaces  entre 
elles  et  avec  la  sphère;  la  manière  de  représenter  une  ligne  à dou- 
ble courbure  par  ses  projections  sur  des  plans,  etc. 

Toutefois,  on  n’avait  pas  songé  à rattacher  toutes  ces  questions 
à un  petit  nombre  d’opérations  abstraites  et  élémentaires,  et  sur- 
tout à présenter  celles  ci  dans  un  traité  spécial  et  sous  un  titre 
particulier,  qui  leur  donnât  un  caractère  de  doctrine  indépen- 
dant des  pratiques  d'où  il  avait  suffi  de  les  faire  sortir.  C’est  là  ce 
que  Monge  a conçu,  et  ce  qu'il  a exécute  avec  un  rare  talent. 
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C'est  |wr  deux  projections  des  corps  sur  deux  plans  rectangu- 
laires, dont  on  abat  l’un  sur  l’autre,  pour  ne  former  qu’une  aire 
plane,  que  Monge  a représenté  mathématiquement  les  formes  de 
l’etendue  à trois  dimensions;  et  c'est  ce  procède  qu’il  a appelé 
Géométrie  descriptive 

Les  principes  en  sont  très-simples  et  n’exigent  guère  que  la  con- 
naissance du  livre  des  plans  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Un  petit  nombre  d’opérations  faciles  suffisent  pour  les  appli- 
cations de  cette  méthode  à tous  les  arts  de  construction  ; de  même, 
en  quelque  sorte,  que  les  quatre  régies  de  l’Arithmétique  suffisent 
pour  tous  les  calculs  auxquels  donnent  lieu  les  sciences  mathéma- 
tiques dans  leurs  applications. 

Et,  en  effet,  un  procédé  graphique,  destine  au  simple  ouvrier 
comme  à l'ingénieur,  devait  se  réduire  à un  petit  nombre  de  pré- 
ceptes d’une  application  immédiate  et  toujours  facile. 

Auparavant  on  employait  des  procédés  divers,  et  si  l’on  se 
servait  aussi  de  projections,  ce  n’était  pas  d’une  manière  uni- 
forme; les  pians  de  projection  étaient  différents,  et  le  dessin  ne 
se  prêtait  pas  à une  lecture  facile  et  sûre,  comme  les  épures  de 
Monge. 

La  Géométrie  descriptive  simplifiait  donc  les  opérations  gra- 
phiques nécessaires  aux  constructeurs;  elle  en  facilitait  l'étude 
qu'elle  mettait  à la  portée  de  tous,  tandis  que  les  ouvrages  sa- 
vants de  Delarue,  de  Frczier,  etc.,  auxquels  manquait  cette  base 
première , n’étaient  accessibles  qu’aux  géomètres  et  aux  ingénieurs. 

Mais  une  cause  plus  efficace  sans  doute  que  ces  avantages  réels , 
pour  assurer  le  prompt  succès  du  livre  de  Monge,  fut  ce  décret 
puissant  de  la  Convention  qui , en  créant , sous  le  nom  A' Écoles 
normales,  le  grand  établissement  où  vinrent  se  réunir  douze  cents 
jeunes  gens,  les  plus  capables,  choisis  sur  tous  les  points  de  la 
France,  ordonna  que  la  Géométrie  descriptive  y fut  enseignée,  et 
en  confia  l’enseignement  à l'enthousiasme  et  au  patriotisme  actif 
de  Monge. 

Voilà  comment  Monge  n’eut  point  à éprouver  les  difficultés  et 
les  procès  en  parlement  que  la  routine  , l’ignorance  et  les  intérêts 
lésés  avaient  suscites  a Desargues,  un  siècle  et  demi  auparavant. 
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I..i  Géométrie  descriptive , instrument  créé  principalement  pour 
le  besoin  des  artistes  et  des  ingénieurs,  devait  être  utile  aussi  aux 
géomètres:  elle  formait  un  complément  de  leur  Géométrie  pra- 
tique; elle  pouvait  faciliter  leurs  recherches  théoriques,  en  leur 
donnant  le  moyen  de  représenter  par  une  figure  plane  les  corps 
qu'ils  avaient  à considérer;  enfin,  en  familiarisant  avec  les  formes 
de  certaines  familles  de  surfaces,  elle  habituait  l’esprit  à les  con- 
cevoir intellectuellement,  et  développait  l’intelligence.  Aussi  est-ce 
avec  raison  que,  depuis  quelques  années,  l’étude  des  principes  de 
la  Géométrie  descriptive  fait  partie  des  cours  de  mathématiques 
dans  l’instruction  secondaire. 

Quant  aux  applications  spéciales  et  les  plus  fréquentes  de  cet 
art,  ce  sont  la  perspective,  la  construction  des  reliefs,  la  déter- 
mination des  ombres,  la  gnomonique,  la  coiqte  des  pierres  et  la 
charpente. 

Une  foule  d'autres  travaux  , tels  que  le  percement  des  routes  et 
des  canaux  dans  des  pays  accidentés,  les  constructions  navales , 
la  direction  des  mines  souterraines,  le  défilement  dans  la  science 
des  fortifications,  etc.,  sont  encore  du  domaine  de  la  Géométrie 
descriptive  (i). 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  toutes  ces  ques- 
tions, la  Géométrie  descriptive  n'est  toujours  qu’un  instrument 
dont  l'ingénieur  se  sert  pour  traduire  sa  pensee  et  exécuter  sur  le 
papier  les  operations  que  la  science,  je  veux  dire  la  Géométrie 
générale,  lui  indique.  La  Géométrie  descriptive  exécute , mais  elle 
ne  crée  pas.  Si  elle  montre  aux  yeux  la  courbe  d’intersection  de 
deux  surfaces,  elle  n'en  fait  point  connaître  les  propriétés;  elle 
ne  saurait  même  indiquer,  mathématiquement  parlant,  si  celte 


(i)  Toutefois  il  convient  d'ajouter  qu’il  existe  d’autres  méthodes  géné- 
rales , on  peut  dire  d'autret  procédés  de  Géométrie  descriptive , dans  les- 
quels on  se  sert  d’une  seule  projection , orthogonale  ou  perspective,  et  do 
quelque  autre  donnée  qui  supplée  à la  seconde  projection.  Les  officiera  du 
génie,  par  exemple,  se  servent  le  plus  souvent  de  la  méthode  des  plans 
rotes,  qui  leur  permet  d'exécuter  les  mêmes  opérations  que  par  celle  de 
Monge,  et  qui  leur  offre  quelques  avantages  particuliers,  a raison  delà  na- 
ture de  leurs  travaux. 
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courbe  est  plane  ou  à double  courbure.  Elle  n’a  point  de  méthodes 
pour  ces  recherches,  qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la 
Géométrie  rationnelle  (i). 

Je  fais  cette  réflexion,  parce  qu’on  trouve,  dans  le  livre  de 
Monge,  quelques  passages  qui  ne  sont  pas  de  la  Géométrie  des- 
criptive, et  qui  pourraient  induire  en  erreur  les  jeunes  géomètres 
sur  la  destination  et  le  caractère  scientifique  de  cette  méthode  gra- 
phique. 

Ainsi,  Monge  démontre  deux  propositions  de  Géométrie  plane, 
qui  résultent  naturellement  de  la  considération  de  figures  à trois 
dimensions,  savoir:  la  propriété  ancienne  des  coniques,  sur  la- 
quelle repose  la  théorie  des  polaires  (2),  puis  ce  beau  théorème 


(1)  Ce  passage  a été  le  sujet  rie  réflexions  critiques  de  la  part  d’un  gén 
mètre  qui  a beaucoup  écrit  sur  la  Géométrie  descriptive.  Dans  un  de  ses  ou- 
vrages, où  il  résout  la  question  de  Méconnaître  si  la  courbe  d intersection  de 
deux  surfaces  est  plane  ou  à double  courbure,  il  ajoute  ces  parolos  : u Les 
» savants  qui  s'occupent  de  Géométrie  pure,  disent  que  V analyse  peut  seule 
» résoudre  une  semblable  question  et  que  la  Géométrie  descriptive  n'a  pas 
n de  méthodes  pour  des  questions  do  ce  genre;  ce  qui  précède  leur  prou- 
u vr*ra,  j’espère  , qu’ils  sont  dans  l’erreur  » 

El  pins  loiu:  «Je  crois  que  l’on  peut  dire,  sans  être  t:op  sévère,  que 
» M Chasles  n'a  pas  réfléchi  en  écrivant  dans  son  discours  d’ouverture  la 
» phrase  suivante  : La  Géométrie  descriptive. . . ne  saurait  indiquer , mathêma- 
» tiquement  parlant,  si  cette  courbe  (courbe  intersection  de  deux  surface  ) 
>*  est  plane  ou  à double  courbure.  Elle  n'a  point  de  méihoiles  pour  ces  re- 
» cherches , qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la  Géométrie  rationnelle.  n 
Or,  qu’on  lise  la  solution  de  l'auteur,  on  reconnaît  aussitôt  qu'elle  n’est 
pas  autre  chose  que  la  traduction  en  Géométrie  descriptive,  du  proc<dé 
même  qu’emploierait  un  ouvrier  qui  voudrait  vérifier  si  l'nrète  vive  qu'il 
vient  de  construire  est  plane  ou  a double  courbure.  Ce  constructeur  appli- 
querait tout  simplement  le  plat  dosa  règle  sur  la  courbe,  et  verrait  s’il  y n 
partout  coïncidence.  Pour  traduire  ce  procédé  en  Géométrie  descriptive,  on 
mène  un  plan  par  trois  points  de  la  courbe  ; puis  on  projette  cette  courbe 
sur  un  plan  perpendiculaire  à celui-là , ot  l'on  vérifie  par  les  jeux  si  la 
projection  coïncide  avec  la  ligne  de  terre  ou  s'en  écarte. 

C’est  précisément  U le  procédé  que  l'auteur  indique  dans  son  ouvrage. 
Cet  exemple  d'une  solution  par  la  Géométrie  descriptive  montre  parfaite 
ment  que  les  usages  de  cotte  méthode  graphique  sont  tels  que  je  l’ai  dit, 
et  justifierait,  s’il  était  besoin,  toutes  mes  paroles. 

(a)  Quand  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à une  conique  glisse  sur  unt 
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lie  d’Alembert , que  les  tangentes  communes  à trois  cercles , pris 
deux  à deux , ont  leurs  points  de  concours  situés , trois  à trois,  en 
ligne  droite.  Ces  exemples,  on  le  conçoit,  ne  constituent  point  de 
la  Géométrie  descriptive,  on  n’y  fait  pas  même  usage  des  projec- 
tions; ils  rentrent  dans  la  Géométrie  rationnelle. 

11  en  est  de  même  des  propriétés  générales  de  l’étendue,  rela- 
tives aux  lignes  à double  courbure  et  aux  lignes  de  courbure  des 
surfaces  courbes , que  Monge  a placées  à la  suite  de  sa  Géométrie 
descriptive , en  faveur  « des  professeurs  qui  doivent  être  exercés 
» à des  considérations  d’une  généralité  plus  grande  que  celles  qui 
» forment  l’objet  ordinaire  des  études.  » Ces  propriétés  fort  belles 
des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  placées  dans  un  livre  destiné  à 
être  très-répandu , ont  contribué  à développer  le  goût  de  ces  spé- 
culations d’un  ordre  supérieur,  et,  sous  ce  rapport,  le  livre  de 
Monge  a encore  atteint  le  but  de  l'illustre  auteur.  Mais  elles  n'ont 
rien  de  commun  avec  les  principes  de  la  Géométrie  descriptive , 
et  elles  rentrent  exclusivement  dans  le  domaine  de  la  Géométrie 
générale. 

Le  grand  Traite  de  X Application  de  l' Analyse  à la  Géométrie  a 
le  même  objet  que  la  Géométrie  de  Descartes;  il  en  est  la  conti- 
nuation : mais  celle-ci  roulait  sur  l'analyse  des  quantités  finies,  et 
le  livre  de  Monge,  sur  l'analyse  des  quantités  infinitésimales. 
Euler  avait  déjà  traité  plusieurs  de  ces  questions  et  donné  son  beau 
théorème  sur  les  rayons  de  courbure  des  surfaces  courbes.  Monge 
les  traita  avec  beaucoup  plus  d’extension  et  sous  de  nouveaux 
points  de  vue.  Les  rapports  qu’il  établit  entre  les  équations  aux 
différences  partielles  et  certaines  familles  de  surfaces,  offrent  des 
exemples  magnifiques  des  secours  mutuels  que  peuvent  et  doivent 
se  prêter  la  Géométrie  et  l'Analyse. 

Les  ouvrages  de  Carnot  ont  pour  objet  spécial  l'extension  de 


dioilr  Jixc , la  corde  qui  joint  les  deux  fioinls  de  contact  des  côtés  de  l’anple 
passe  toujours  par  un  mente  point  Jixe. 

Ce  théorème  nV»t  pus  dit  à Monge,  comme  on  lVcrit  q u cl.]  no  foi*  Il  se 
trouve,  avec  d'autre»  propositions  sur  te  même  sujet,  dans  tes  ouvrages  do 
île  t»  Hirc,  cl  postérieurement  Han»  plusieurs  nuire»  Traite»  Hc»  Sections 
coniques  Voir  Apircu  historique  , etc  , page  ri3.' 
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la  Géométrie  des  Anciens.  Ils  font  suite  aux  ouvrages  de  Robert 
Sinison,  Stewart,  etc.  ; mais  ils  sont  empreints  de  cet  esprit  de 
facilité  et  de  généralité  que  nous  offrent  les  ouvrages  de  Pascal  et 
de  Desargnes;  et  ce  caractère  , qai  leur  est  propre  , a été  dans  l’in- 
tention de  leur  illustre  auteur. 

Dans  le  siècle  dernier,  R.  Simson  et  Stewart  donnaient , à l’in- 
star des  Anciens,  autant  de  démonstrations  d’une  proposition,  que 
la  figure  à laquelle  elle  se  rapportait  présentait  de  formes  diffé- 
rentes, à raison  des  positions  relatives  de  ses  diverses  parties. 
Carnot  s’attacha  à prouver  qu'une  seule  démonstration  appliquée 
A un  état  assez  général  de  la  figure  devait  suffire  pour  tous  les 
autres  ras;  et  il  montra  comment,  par  des  changements  de  signes 
des  termes,  dans  les  formules  démontrées  par  une  figure,  ces  for- 
mules s'appliquaient  à une  autre  figure  ne  différant  de  la  pre- 
mière, comme  nous  l’avons  dit,  que  par  les  positions  relatives  de 
certaines  parties  (t).  C’est  ce  qu’il  appela  le  Principe  ilr  corréla- 
tion ries  figures. 

Généralement,  on  ne  parvenait,  en  Géométrie  pure,  à la  dé- 
monstration d’une  proposition  importante,  qu’en  s’élevant  suc- 
cessivement des  cas  les  plus  simples  à de  plus  composés.  T.es  re- 
cherches de  Viète  et  de  Fermât  sur  les  Contacts  des  cercles  et  des 
sphères,  le  Traité  des  Sections  conit/ues  dp  R.  Simson,  et  les 
ouvrages  de  Stewart  (2),  sont  des  exemples  de  cette  marche  lente 
et  pénible.  Dans  le  Contact  des  sphères  de  Fermât,  par  exemple, 
on  ne  parvient  à déterminer  une  sphère  tangente  A quatre  autres, 
qu’après  avoir  résolu  quatorze  questions  préliminaires,  dont  la 
plupart  sont  des  cas  particuliers  de  la  question  priucipale.  Carnot, 
au  contraire,  traite  directement  les  questions  dans  leur  sens  le 
plus  général,  et  la  science  gagne  en  facilité  et  en  force,  en  même 
temps  qu’en  brièveté  et  en  généralité. 


(1}  On  voit  qu’il  ne  s'agit  pas  ici  du  cas  où  certaines  parties  d'une  figura, 
qui  ont  servi  pour  la  démonstration  , deviennent  imaginaires,  auquel  cas 
cette  demonst ration  n'a  plus  lieu.  (Jette  question  des  imaginaires  est  celle 
que  M.  Poncelet  a rattachée  au  principe  de  continuité , comme  il  a été  dit 
dans  la  Prérace  ci-dessus,  pages  xu  et  suivantes. 

(q'i  Voir  Aperçu  historique,  pngo  >80 
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Cette  manière  «l’écrire  la  Géométrie  tait  le  caractère  de  la  Géo- 
métrie moderne,  et  ce  sont  les  ouvrages  de  Carnot  qui  ont  le  plus 
contribué  à la  répandre  (i). 

Quant  aux  résultats  qu'on  y trouve,  ils  sont  extrêmement  nom- 
breux. Une  partie  roule  sur  diverses  propriétés  des  sections  co- 
niques qu’on  a reproduites  souvent  depuis,  et  que  l’auteur  de- 
montre  avec  une  facilite  extrême. 

On  y distingue  une  belle  propriété  des  courbes  géométriques , 
concernant  les  segments  qu’une  courbe  de  cette  espèce  fait  sur  les 
côtés  d'un  polygone  quelconque;  propriété  qui  est  une  extension 
d’un  théorème  de  Newtôn,  et  dont  les  géomètres  ont  fait,  de- 
puis, de  nombreuses  applications,  notamment  à la  détermination 
générale  des  tangentes  et  des  cercles  oscillateurs  de  ces  courbes 
géométriques. 

Ces  belles  recherches  se  rapportent  à une  partie  de  l’ouvrage 
où  Carnot  propose  divers  systèmes  de  coordonnées,  autres  que 
relui  de  Descartes,  pour  représenter  les  courbes,  et  établit  les 
relations  qui  ont  lieu  entre  ces  coordonnées , de  manière  à passer 
d’un  système  à un  autre.  On  transforme  ainsi  les  équations  des 
courbes;  et  comme  l'équation  , dans  chaque  système,  exprime 
une  propriété  differente  de  la  courbe,  ces  recherches  facilitent  et 
ont  pour  objet,  au  fond,  l’étude  des  propriétés  courbes.  Elles 
nous  paraissent  rentrer  essentiellement  dans  la  doctrine  des  pu- 
rismes d’Euclide. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  de  Position  des  idees  sur  une 
science  qui,  selon  Carnot , devrait  tenir  le  milieu  entre  la  Géo- 
métrie et  la  Mécanique,  savoir,  celle  des  mouvements  géomét/itjucs. 
Il  appelle  ainsi  les  déplacements  que  peuvent  subir  plusieurs 
corps  sans  se  déformer  par  leur  contact,  et  en  conservant  entie 


(i)  o La  Géométrie  de  Vontion  <lc  Carnot  naîtrait  pas,  sous  le  rapport 
u île  la  melaptiysiquc  de  la  science , le  lia .1 V mcrile  que  je  lui  ui  allrilaa.e, 
» qu'elle  n'en  serait  pas  moins  l’origine  et  la  base  des  ptogiès  que  la  Gt  li- 
ai initric,  cultivée  à la  manière  des  Anciens,  a (ails  depuis  1 rente  ans  •■11 
a.  l' rance  et  en  Allemagne  I.  ( Arago  ; Itiographic  de  Lotare-Nicolas-Uhn  ~ 
gurriie  Carnot,  lue  à l'Institut  en  18Î7.  l’aris , i85n,in-4°.  Voir  page 84 0 
Les  ouvrages  de  Carnot  ont  été  traduits  en  allemand  : la  Géométrie  d. 
i‘  ntiun  l'a  été  dés  i8uG,  par  le  célébré  asironoiite  \1  Sclinmarlia'r. 
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eux  des  conditions  prescrites;  conditions  géométriques  et  indé- 
pendantes des  règles  de  la  communication  des  mouvements  et  de 
toutes  considérations  de  forces  et  de  mécanique  proprement  dite. 
On  voit  que  c’est  cette  science  que  M.  Ampère  a proposée  aussi 
sous  le  nom  de  Cinématique , dans  son  Essai  sur  la  philosophie 
des  Seienccs.  Carnot  avait  déjà  émis  ces  idées  en  1 783 , dans  Min 
Essai  sur  les  Machines „ 

Le  temps  ne  me  |>ermet  pas  de  pousser  plus  loin  cette  étude 
du  livre  de  Carnot;  je  me  bornerai  .à  dire  que  son  titre , Géométrie 
de  Position , se  rapportait  au  principe  de  la  corrélation  des  figures , 
fondé  sur  la  doctrine  des  quantités  positives  et  négatives  en  Géomé- 
trie (1) , et  non  à quelque  méthode  spéciale,  telle  que  la  Géométrie 
des  indivisibles , la  Géométrie  analytique , la  Géométrie  descrip- 
tive, etc.,  ni  à une  partie  restreinte  de  la  science,  comme  la  Géo- 
métrie de  la  Règle,  la  Géométrie  du  Compas  , etc.  La  Géométrie  dé- 
position n’était  point  autre  chose  «pie  de  la  Géométrie  générale 
traitée  par  les  procèdes  ordinaires,  mais  avec  talent  et  pur  des 
considérations  faciles  et  fécondes. 

La  Théorie  des  Transversales  est  un  ensemble  de  propositions 
qui  expriment  toutes  des  rapports  entre  les  segments  que  fait , sur 
un  système  de  lignes  dr«>ites,  une  ligne  droite  ou  courbe  qu’on 
appelle  transversale.  Ces  rapports  , exprimés  en  général  par  des 
équations  à deux  termes , jouissent  de  cette  propriété  , qu’ils  se 
conservent  dans  les  projections  , perspectives  ou  orthogonales  , de 
la  figure.  Les  mêmes  relations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus  des 
angles  des  droites  projetantes.  Ce  sont  ces  propriétés  importantes 
qui  font  le  caractère  des  propositions  que  Carnot  a réunies  sous 
le  titre  de  Théorie  des  Transversales.  Ces  propositions  peuvent  être 
d’un  usage  très-fréquent  pour  la  démonstration  d’une  foule  de 
théorèmes  , particuliérement  dans  la  théorie  des  sections  coni- 
ques. Elles  n’ont  pas  été  inconnues  des  Anciens;  on  en  trouve 
des  traces  éparses  dans  Pappus  et  chez  quelques  auteurs  moder- 
nes (2)  : mais  c’est  Carnot  qui  a reconnu  qu’elles  étaient  propres  à 


;■)  Voir  la  Préface  ri-deaans , page  u. 

'•i  V oir  Aperçu  htslorotu-' . etc.,  paftr*  Tl-  KJ  el  »LJ t 
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former  une  véritable  méthode  de  démonstration  ; et  cette  théorie, 
en  elTet , a pris  de  l’extension  et  est  devenue  d’un  grand  usage 
dans  la  Géométrie  moderne. 

Je  me  suis  étendu  sur  les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnot,  parce 
ipic  je  les  regarde  comme  ayant  ranimé  en  France  l’esprit  des  mé- 
thodes géométriques  et  inspiré  les  jeunes  mathématiciens  qui , 
bientôt,  sont  entrés  dans  cette  voie. 

A leur  tête  se  présentent  MM.  Ch.  Dupin  et  Poncelet,  dont  les 
remarquables  travaux  attestent  cette  heureuse  impulsion. 

M.  le  baron  Dupin , dans  ses  Développements  tic  Géométrie , qu’il 
considère  comme  faisant  suite  aux  ouvrages  de  Monge,  a traité  , 
par  les  seules  ressources  de  la  Géométrie  , aussi  bien  que  par  l'Ana- 
lyse , la  théorie  générale  de  la  courbure  des  surfaces  que  l’on  avait 
supposée  jusque-là  n’étre  accessible  qu'à  l’Analyse.  C’est  dans  ce  bel 
ouvrage  qu’on  trouve  cette  importante  théorie  des  indicatrices,  qui 
n'est  pas  moins  féconde  en  Géométrie  rationnelle  qu’en  Géométrie 
descriptive.  Ce  volume,  et  celui  des  Applications  de  Géométrie  et 
de  Mécanique,  ont  servi  utilement  la  scienc.;,  et  par  les  belles 
théories  qui  s’y  trouvent,  et  comme  avant  donné  aux  jeunes  géo- 
mètres une  juste  confiance  dans  les  ressources  que  peuvent  offrir 
ces  méthodes. 

La  Théorie  des  Transversales  est  le  principal  fondement  du 
grand  Traité  des  Propriétés  projt clives,  de  M.  Poncelet,  où  l’on 
trouve,  avec  une  foule  de  résultats  du  plus  haut  intérêt,  cette 
méthode  merveilleuse  de  la  Théorie  des  Polaires,  et  le  mode  de 
deformation  des  figures  à trois  dimensions,  analogue  aux  procédés 
de  la  perspective  pour  les  figures  planes;  méthodes  qui , en  don- 
nant le  moyen  de  créer  à volonté,  d’une  manière  en  quelque  sorte 
mécanique,  des  théorèmes  fort  divers  et  pourtant  dérivés  d’un 
seul,  forment  le j sources  les  plus  fécondes  de  la  Géométrie  moderne. 

Les  transformations  sont  le  propre  de  l’Algèbre  ; on  conçoit 
donc  combien  des  procédés  analogues  en  Géométrie  doivent  ap- 
porter de  facilité  et  de  puissae.ee. 

C’est  dans  le  sein  de  l'École  Polytechnique  surtout  que  les  ou- 
vrages de  Monge  et  de  Carnot  ont  porté  leurs  fruits.  Le  goût  tics 
sciences,  implanté  dans  ce  grand  établissement  par  les  hommes 
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illustres  i|tii  ('ont  foutît* , s’y  os!  conserve  , grâce  â son  organisation 
judicieuse  et  puissante,  cl  a contribué,  comme  les  services  mili  - 
laires  et  civils,  il  la  gloire  et  à la  grande  renommée  de  celte  Kcnle 
célébré  dans  le  monde  entier  { i ). 

Je  ne  puis  rap|reler  ici  tous  les  élèves  dont  les  travaux  se  sont 
succédé  et  ont  concouru  à l'accroissement  de  la  science  ; mais  leurs 
noms  sc  présenteront  naturcHement  dans  le  cours  de  notre  en- 
seignement. Nous  aurons  souvent  à citer  aussi  le  vénérable  M.  Ger- 
gonne,  dont  les  travaux  et  les  Annales  ont  tant  contribué  au  mou- 
vement scientifique  de  l’époque  (2).  Nous  ne  négligerons  point  non 
plus  les  Mémoires  importants  publies  île  nos  jours  en  Allemagne, 
en  Angleterre,  en  Italie,  où  la  Géométrie  est  cultivée  avec  un 
grand  succès  et  souvent  avec  éclat  (3). 

I.cs  théories  et  les  méthodes  dont  l’usage  doit  sc  présenter  le 
plus  fréquemment,  formeront  naturellement  la  base  de  ce  cours. 
Mais  les  questions  spéciales  d’un  ordre  plus  relevé,  qui  seront 
propres,  soit  à ouvrir  de  nouvelles  voies,  soit  à offrir  de  belles 
applications  de  la  science,  entreront  aussi  nécessairement  dans  le 
cadre  que  nous  nous  sommes  trace.  Si  nous  n’avons  pas  à ana- 
Ivscr  des  ouvrages  de  l’importance  du  livre  des  Principes  de 
Newton,  il  en  est  cependant  qui  nous  offriront  des  exemples  non 
moins  remarquables  de  la  puissance  d'invention  que  l’esprit  géo- 
métrique développé , et  de  la  richesse  des  résultats  qu’il  |H*ut  pro- 
curer dans  les  questions  les  plus  difficiles.  Rien  de  plus  beau  que 

(1'  Ou  sait  que,  depuis  que  ceci  a été  écrit,  l'École  Polytechnique  a 
éprouvé  des  modifications  profondes  et  regrettables 

(‘à)  laïr*  geomclren  regrettent  que  \:i  Concspontlance  mathématique  et  phj- 
n</«e  de  M.  Qnételot , après  avoir  contribue,  de  iHij  a i838t  à l'heureuse 
impulsion  que  les  sciences  avaient  reçue  en  Belgique  , ait  cessé  de  paraître. 
iNous  aurons  a consulter  les  onze  volumes  de  celle  intéressante  collection  cl 
les  divers  Recueils  périodiques  qui  ollrent  chaque  jour  aux  géomètres  les 
avantages  d'une  facile  et  prompte  publication  : le  Journal  de  Mathématique* 
de  M.  (.relie ; celui  de  M.  Liouville;  les  Nouvelles  Annales  de  <V| . Terquem  ; le 
Journal  Mathématique  de  Ca  tu  bridge  <t  de  Ihiblin , édité  par  M.  Thomson;  les 
Annales  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  M Tortolini;  les  Aiehiecs 
•le  mathématiques  et  de  physique  de  M.  (iruricrl. 

T)  Voyez,  par  exemple,  les  ouvrages  de  MM  Sleiner,  Slat  Cullagli,  etc 
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ces  considérations  directes  cl  lucides,  pittoresques,  s il  esl  permis 
de  s’exprimer  ainsi , par  lesquelles  un  grand  géomètre,  en  trans- 
portant  l’ingénieuse  doctrine  des  roupies  dans  la  Dynamique, 
nous  a dévoilé  tontes  les  circonstances  géométriques  et  dynami- 
ques du  double  mouvement  d’un  corps  pesant  quia  reçu  une  im- 
pulsion (i).  Cette  importante  et  difficile  question  avait  été  résolue 
analytiquement  par  Euler  et  d’Alcmkert , à peu  prés  dans  le  même 
temps,  Jïitis  avec  plus  d'ordre  et  d’élégance  par  Lagrange.  Mais 
dans  ces  solutions,  dont  le  but  final  est  la  détermination  de  la 
position  du  corps  à un  instant  donné,  par  des  formules  de  qua- 
drature, on  ne  voit  (pie  des  calculs  qui , s’ils  donnent  la  solution 
numérique  de  la  question,  c’est-à-dire  la  position  actuelle  du 
corps,  ne  font  nullement  connaître  comment  il  y est  arrivé;  com- 
ment se  modifie  à chaque  instant  l’effet  de  l’action  permanente  de 
l’impulsion  primitive.  Par  les  seules  ressources  du  raisonnement 
géométrique,  M.  Poinsot  rend  palpables,  et  semble  peindre  aux 
veux  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  corps.  A l’instar 
des  forces  accélératrices  que  les  géomètres  sont  accoutumés  à con- 
sidérer, il  considère  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple  accé- 
lérateur qui,  en  se  combinant  avec  la  rotation,  de  même  qu'une 
force  accélératrice  se  combine  avec  une  force  d'impulsion  , change, 
à chaque  instant , la  grandeur  de  cette  rotation  et  la  direction 
de  l’axe  autour  duquel  elle  s’effectue;  et  ce  double  effet  se  suit 
pour  ainsi  dire  de  l’neil , en  même  temps  que  l’esprit  en  voit  les 
causes. 

On  reconnaît  ici  quels  sont  les  avantages  propres  de  l’Analyse 
et  de  la  Géométrie.  lai  première,  par  le  mécanisme  merveilleux 
de  ses  transformations,  passe  rapidement  do  point  de  départ  an 
bot  proposé,  mais  souvent  sans  connaître,  ni  le  chemin  qu’elle 
a fait,  ni  la  signification  des  nombreuses  formules  qu'elle  a em- 
ployées. 

I.a  Géométrie,  au  contraire,  qui  ne  puise  scs  inspirations  que 
dans  la  considération  attentive  des  choses  et  dans  l'enchaînement 


; i)  Voir  Théorie  noweltr  tir  la  Hotation  iL  s (lorpi  , pai  M Poinst.l.  Paris, 
liai lielier.  (bài,  In  . 
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(1rs  idées,  est  obligée  de  découvrir  naturellement  les  proposi- 
tions (pie  l'Analyse  a pu  négliger  et  ignorer,  et  <pii  forment  le 
lien  le  pins  immédiat  entre  les  deux  termes  extrêmes.  Cette  mar- 
elle peut  paraître  parfois  difficile;  mais  elle  est,  au  fond,  la  plus 
simple,  parce  qu’elle  est  la  plus  directe;  elle  est  aussi  la  plus  lu- 
mineuse et  la  plus  fécondé. 

I, 'Analyse  découvre-t  elle  une  vérité;  que  la  Géométrie  en 
cherche  la  démonstration  par  ses  propres  moyens  : soyez  sûrs  (pie, 
dans  cette  recherche  , elle  rencontrera  et  fera  connaître  diverses 
autres  propriétés  qui  se  rattachent  nu  sujet,  l'éclairent  et  le  com- 
plètent. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  au  point  de  vue  philosophique , 
sont  deux  branches  d’une  science  unique , qui  a pour  objet  la  re- 
cherche des  vérités  naturelles;  elles  sont  destinées  à s’éclairer  mu- 
tuellement, à se  prêter  un  secours  réciproque  : toutes  deux  sont 
des  instruments  aujourd'hui  indis|iensables. 

Cultivons  donc  simultanément  l’Analyse  et  la  Géométrie,  et 
que  l’une  et  l’autre  trouvent  egalement  leur  place  dans  l’enseigne- 
ment. 

C’est  la  pensée  que  le  chef  éminent  qui  préside  à l’instruction 
publique  a cherche  à réaliser,  en  fondant  la  chaire  de  Géométrie 
supérieure. 

ri  dccombri*  i8|0. 
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PREMIÈRE  SECTION. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX.  — THÉORIE  DU  RAPPORT 
AN  HARMONIQUE,  DE  LA  DIVISION  HOMOGRAPH1QUE 
ET  DE  I.’lNVOI.UTlON. 


CHAPITRE  PREMIER. 

AVERTISSEMENT  RELATIF  A l'uSAGE  DES  SIGNES  -+-  ET  POUR 

DÉTERMINER  LA  DIRECTION  DES  SEGMENTS  RECTILIGNES  OU 
DES  ANGLES. 

I . Définition.  — Quand  le  segment  compris  entre  deux 
points  a , b sera  représenté  par  ah , nous  dirons  que  le 
point  a est  son  origine.  S’il  est  représenté  par  ba , ce  sera 
le  point  b qui  sera  regardé  comme  étant  son  origine. 

Manière  d’indiquer  la  direction  des  segments.  — 
Quand  nous  aurons  à considérer  sur  une  même  droite  plu- 
sieurs segments,  nous  indiquerons  leur  direction  en  regar- 
dant comme  positifs  tous  ceux  qui  seront  dirigés  dans  un 
même  sens  convenu,  à partir  de  leurs  origines,  et  comme 
négatifs,  tous  ceux  qui  seront  dirigés  dans  le  sens  con- 
traire; c’est-à-dire  que  nous  donnerons,  dans  le  calcul le 
signe  aux  premiers,  et  le  signe  — aux  autres. 
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D’après  cela,  si  le  segment  compris  entre  deux  points  a, 
f’i  étant  représenté  par  ab , est  positif,  représenté  par  ha 
il  sera  négatif  de  sorte  que  l’on  dira  que  ah  = — ba. 

Dans  la  pratique  de  ce  principe  de  convention , nous 
ferons  continuellement  usage  de  la  proposition  suivante, 
relative  à trois  points  en  ligne  droite. 

2.  Théorème  fondamental.  — Étant  pris  trois  points 
a , b,  c,  dans  un  ordre  quelconque , sur  une  meme  droite  , 
la  somme  des  trois  segments  consécutifs  ab,  bc,  ca  est 
toujours  nulle. 

C’est-à-dire  que  l’on  a toujours 

ab  •+•  bc  ca  = o , 

en  donnant  aux  segments  les  signes  qui  leur  conviennent. 

En  eifet.  les  trois  points  ne  donnent  lieu,  quant  à leur 
ordre  respectif,  qu’à  trois  cas  différents;  car  les  deux  a,  b 
étant  placés,  l’ordre  respectif  des  trois  dépendra  de  la  posi- 
tion qu’on  donnera  au  troisième  c,  lequel  ne  peut  prendre 
que  trois  positions  différentes  ; savoir,  au  delà  du  segment 
ab , à droite  ou  à gauche,  ou  bien  sur  le  segment  lui- 
inèrnr,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  séries  a,  Z>,  c;  c,  «,  b 
et  a,  c,  b.  Or  on  passe  d'une  série  à une  autre  par  la  per- 
mutation de  deux  lettres  (*),  et  l'équation 

ah  -t-  bc  -+-  ca  — o 

ne  change  pas  par  cette  permutation;  il  s'ensuit  donc  que 
le  théorème  sera  vrai  dans  les  trois  cas,  s'il  l’est  dans  un. 
Prenons  les  trois  points  dans  l’ordre  a,  b,  c de  la  première 
série;  les  trois  segments  ab , bc  et  ac  sont  de  même  signe. 


(*)  Car,  en  changeant,  dan»  la  première,  h en  c et  réciproquement,  on 
a la  troisième;  et  en  changeant  a en  b et  réciproquement , on  a by  a,  cf 
ce  qui  est  la  seconde  série,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  l'ordre  relatif  des 
trois  point». 
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et  la  somme  des  deux  premiers  est  égale  au  troisième, 
savoir  : 

ab  bc  = ne. 

Mais  ac  — — ca  ; donc 

ab  -+-  bc  -+-  ca  = o. 

Ce  qu  il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  — Quand  la  position  d’un  point  a est 
déterminée  par  sa  distance  à une  origine  O , si  l’on  veut  le 
rapporter  à une  autre  origine  O',  on  fait  toujours  , quel 
que  soit  l’ordre  relatif  des  deux  origines  et  du  point  a , 

Oa  — O'a  — O'  O. 

En  effet,  comme  O'a  = — «O',  cette  relation  dérive  de 
celle-ci 

0 a -4-  a O ' H-  O’  O — o , 

qui  a lieu  entre  les  trois  points  O , O'  et  a , quelle  que  soit 
leur  position  respective. 

Substituer  ainsi  une  origine  O'  à une  autre,  s’appelle 
changer  l’origine  < les  segments. 

Corollaire  II.  — La  différence  de  deux  segments  Oa, 
Ob  qui  ont  une  origine  commune , savoir  (Oa  — Ob),  est 
toujours  égale  à ba,  quelles  que  soient  les  grandeurs  et. 
les  directions  des  lieux  segments. 

Car  l’équation 

Oa  — Ob  — ba 

donne 

Ort-f-oè-f-AO  = o; 

ce  qui  est  la  relation  entre  les  trois  points  O,  a , h. 

Corollaire  III.  — On  peut  encore  dire  que  la  distance 
de  deux  points  a,  b s’exprime , en  fonction  des  distances 
de  ces  points  à une  origine  commune  O,  par  ta  relation 
ba  — Oa  — 0 b. 

3.  Généralisation  nn  théorème  précédent.  — I.a  rela- 
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lion  entre  trois  points  a,  h,  c s’applique  à un  nombre 
quelconque  de  points  a,  b , c,  d,...,f\  que  soit 
l’ordre  respectif  de  ces  points,  on  a toujours 

ab  bc  -+-  cd  -+-  . . . -h  fa  — o. 

Nous  allons  prouver  que  si  la  proposition  est  vraie  pour 
n points,  elle  le  sera  pour  (n  - 1-  i).  En  cfïct,  supposons 
que  l'on  ait  pour  n points  a , b,  c , . . . , e la  relation 

ab  -+-  bc  -t- . . . -+-  rie  -f-  ea  = O , 

et  considérons  un  point  de  plus  on  aura  entre  les  trois 
points  a,  e,f  la  relation 

ac  -t-  cf  -f-  fa  = o. 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre,  et  obser- 
vant que  ea  et  ae  se  détruisent,  on  a 

ab  4-  bc  -I-  . . . -t-  de  ■+■  ef +fa  = o. 

Ainsi,  si  la  proposition  est  vraie  pour  n points,  il  s’en- 
suit qu’elle  l’est  pour  (n  + i)  points;  mais  nous  l’avons 
démontrée  pour  trois  points,  elle  a donc  lieu  pour  quatre, 
puis  pour  cinq , etc. 


4.  Propriétés  relatives  a on  ou  peux  segments  et  a 
leurs  points  milieux.  — Les  deux  propositions  suivantes, 
qui  résultent  immédiatement  de  la  relation  entre  trois 
points,  nous  seront  souvent  utiles. 

Étant  donnés  deux  points  a , a 'et  leur  point  milieu  a , et 
étant  pns,  sur  la  même  droite,  un  point  quelconque  m , on 
a toujours 

ma  -f-  ma'  — > — » 

mazzz y et  ma  .ma  — ma  — ata  . 

2 

Car  on  a entre  les  trois  points  m,  a,  a. 


ou 


ma  -f-  a«  -t-  am  = o, 
ma  = « + art. 
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Et  pareillement  entre  les  trois  points  m , * , a', 
ma'  = m«+  aa'. 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre,  et 
observant  que  an  = — an',  puisque  le  point  a est  le  milieu 
entre  les  deux  a , a',  on  a 

ma  •+■  ma' 

ma  = 

a 

Puis , en  multipliant  les  deux  équations  membre  à membre, 
et  remplaçant  an'  par  — aa,  on  a 

ma. ma'  — ma  — aa. 


Digitized  by  Google 


6 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 
leurs  origines.  — Quand  un  angle  est  formé  par  deux 
droites  A,  B,  nous  lui  supposerons  une  origine  qui  sera 
l’un  de  ses  côtés;  si  l’angle  est  désigné  par  angle  (A , B), 
le  côté  A sera  regardé  comme  étant  son  origine  ; et  si  l’on 
écrit  angle  (B,  A),  ce  sera  le  côté  B qui  sera  Y origine  de 
l’angle. 

Un  angle  construit  sur  un  côté  pris  pour  origine  peut 
être  formé  à droite  ou  à gauche  de  ce  côté,  la  droite  et  la 
gauche  étant  estimées  par  un  spectateur  qui , ayant  son 
œil  au  sommet  de  l'angle,  dirigerait  sa  vue  sur  le  côté  pris 
pour  origine. 

Tous  les  angles  qui  s’étendront,  à partir  de  leurs  ori- 
gines respectives , dans  un  même  sens  de  rotation  déter- 
miné (par  exemple,  de  la  gauche  vers  la  droite) , seront  re- 
gardés comme  positifs,  et  ceux  qui  s’étendront  dans  le  sens 
de  rotation  contraire  seront  regardés  comme  négatifs.  Les 
lignes  trigonométriques  des  uns  et  des  autres  (très-généra- 
lement leurs  sinus,  et  parfois  leurs  tangentes)  auront  les 
signes  et  — , comme  il  est  d’usage  dans  la  trigonométrie. 

Quand  une  droite  tournera  autour  d’un  point  fixe,  si 
l’on  a à considérer  des  segments  sur  cette  droite,  leurs  signes 
ne  dépendront  pas  précisément  de  la  direction  de  la  droite; 
ils  dépendront  soit  des  relations  existantes  entre  les  seg- 
ments, soit  des  expressions  analytiques  de  ceux-ci , expres- 
sions dans  lesquelles  pourra  entrer  implicitement  la  direc- 
tion de  la  droite. 

Par  exemple,  si  sur  un  rayon  tournant  autour  d’un  point 
fixe  O,  on  doit  prendre  un  segment  Om  dont  la  lon- 
gueur est  une  fonction  de  l’angle  a que  ce  rayon  fait  avec 
un  axe  fixe,  on  portera  sur  le  rayon  lui-même  les  segments 
dont  les  expressions  auront  le  signe  -+- , cl  sur  le  prolonge- 
ment du  rayon  au  delà  du  pôle  fixe,  les  segments  dont  les 
expressions  auront  le  signe  — . 
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CHAPITRE  II. 


FONCTION  OU  RAPPORT  AN  HARMONIQUE  I»E  QUATRE  POINTS, 
DE  QUATRE  DROITES  OU  DE  QUATRE  PLANS. 


§ 1.  — Premières  notions. 

7.  Quatre  points  a,  b,  c,  d,  situés  en  ligne  droite,  étant 
pris  deux  à deux,  donnent  lieu  à six  segments;  l’expres- 
sion telle  que  : <lu'  est  formée  de  quatre  des  six  seg- 

ments , est  ce  que  nous  appelons  fonction  ou  rapport 
anharrnonique  des  quatre  points;  c’est  le  rapport  des  dis- 
tances de  l’un  des  points  à deux  des  autres,  divisé  par  le 
rapport  des  distances  du  quatrième  point  à ces  deux-là. 

Nous  donnons  à cette  fonction  le  nom  de  rapport  anhar- 
monique,  parce  que,  dans  le  cas  particulier  où  elle  est  égale 
à — i,  on  dit  que  les  quatre  points  sont  en  relation  ou  en 
rapport  harmonique , expression  employée  par  les  Grecs  et 
en  usage  de  nos  jours  (*). 

Quand  quatre  droites  A , B,  C,  D.  situées  dans  un  même 
plan,  passent  par  un  même  point,  nous  appellerons  fonc- 
tion ou  rapport  anharrnonique  des  quatre  droites , l’expres- 

. „ sin  (A,  C)  sin(B,  C)  - , , . . 

sion  telle  que  -, — : . — — > tormee  des  sinus  de 

* sin  (A,  D)  sin  (B,  D) 

quatre  des  six  angles  que  ces  droites  font  deux  à deux. 

(*)  Voir  Collections  mathématiques  de  P appui , livre  III,  propositions 
9,  io,  otc. 

L'expression  fonction  ou  rapport  anharrnonique  que  j'ai  employée  dan» 
mon  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  Méthodes  en 
Géométrie,  Bruxelles,  i83y,  in~4°,  ayant  été  adoptée  par  plusieurs  géo- 
mètres dans  leurs  ouvrage»,  je  continuerai  ici  d'en  faire  usage. 
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Quand  les  quatre  droites  sont  parallèles , on  prend  pour 
leur  rapport  anliarmonique  celui  des  quatre  points  d’in- 
tersection de  ces  droites  par  une  cinquième. 

Enfin,  quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D passent  par  une 

, i • n • n sin  (A , C)  sin  (B,  C) 

meme  droite,  1 expression  telle  que  — — ) — : - — 7= — — 

r 1 sin  (A,  D)  sin  ( B , D) 

s’appelle  le  rapport,  anliarmonique  des  quatre  plans. 

Et  quand  quatre  plans  sont  parallèles,  leur  rapport 
anliarmonique  est  celui  des  quatre  points  de  rencontre  de 
ces  plans  par  une  droite  transversale. 

8.  ÏNous  donnerons  un  signe  au  rapport  anliarmonique 
de  quatre  points.  Ce  signe  se  peut  déterminer  de  deux 
manières;  soit  par  la  règle  générale  des  signes,  appliquée 
aux  segments  qui  entrent  dans  cette  fonction , soit  par  la 
considération  suivante.  Chacun  des  deux  rapports  qui 

forment  l'expression  -C-  : est  formé  de  deux  segments  qui 

ont  une  extrémité  commune;  chaque  rapport  aura  le  signe 
-Hou  — , suivant  que  ses  deux  segments  seront  comptés 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  à partir  de  leur 
extrémité  commune;  et  le  signe  de  la  fonction  anliarmo- 
nique  dépendra  des  signes  des  deux  rapports  qui  y entrent, 
d’après  la  règle  de  la  division  algébrique;  c’est-à-dire  qu’il 
sera  -H  ou  — , selon  que  les  deux  rapports  auront  le  même 
signe  ou  des  signes  différents. 

Ces  deux  manières  de  déterminer  le  signe  d’un  rapport 
auharmonique  sont  identiques  quant  au  résultat  ; elles 
donnent  toutes  deux  le  même  signe,  quel  que  soit  même  le 
sens  dans  lequel  on  compte  les  segments  positifs,  quand  on 
applique  la  règle  générale.  Aussi , quand  nous  n’aurons  à 
considérer  que  des  fonctions  anharmoniques,  nous  déter- 
minerons leurs  signes  de  la  seconde  manière,  qui  est  plus 
expéditive;  mais  quand,  avec  ces  fonctions,  nous  aurons  à 
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considérer  d’autres  segments,  nous  devrons  observer  la 
règle  générale  des  signes. 

Ce  que  nous  disons  du  rapport  enharmonique  de  quatre 
points , doit  s’entendre  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites,  ou  de  quatre  plans. 

9.  Quatre  points  a,  b,  c,  d donnent  lieu  à six  rapports 
anharmoniqucs.  Mais  on  peut  n’en  considérer  que  trois, 
parce  que  les  trois  autres  seront  les  valeurs  inverses  de  ces 
trois  premiers.  Nous  prendrons  les  trois  rapports 

ne  bc  ad  cd  ab  db 

ad  bd  ab  cb  ' ac  de 

Le  même  point  a,  dans  ces  trois  rapports,  est  associé  ou 
conjugue  successivement  avec  les  trois  suivants  b,  c,  d. 
C'est  pour  cela  qu’on  ne  peut  former  que  trois  rapports 
distincts,  et  leurs  trois  inverses,  qui  sont 

ad  bd  ab  cb  ac  de 

ac  ' bc'  ad  cd  ab  db 

Quand  nous  parlerons  des  trois  rapports  anharmoniques 
de  quatre  points,  il  sera  toujours  question  des  trois  rapports 
formés  comme  ci-dessus  par  la  combinaison  successive  d’un 
même  point  avec  les  trois  autres. 

10.  Quel  que  soit  l’ordre  de  position  de  quatre  points 
a,  b,  c,  d,  deux  de  leurs  trois  rapports  anharmoniqucs 
sont  toujours  positifs  et  le  troisième  négatif. 

Cela  est  lacile  à vérifier.  Ainsi,  par  exemple,  supposons 
les  quatre  points  dans  l’ordre  a , b,  c,  d\  le  premier  rap- 
port sera  positif,  le  deuxième  négatif,  et  le  troisième  po- 
sitif. 

La  considération  des  trois  rapports  nous  sera  utile  quand 
nous  traiterons  des  propriétés  relatives  à deux  systèmes  de 
quatre  points  qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  ; 
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mais  le  plus  souvent  nous  n'aurons  besoin  de  considérer 

qu’un  seul  rapport. 

1 1 . Connaissant  le  rapport  enharmonique  X de  quatre 
points  dont  trois  sont  donnés  de  position , construire  le 
quatrième. 

Soient  a , b,  c,  rl  les  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 

. oc  bc  . . , , , 

monique  — : est  une  quanti  te  donnée  A,  positiveou  néga- 

tive. Trois  des  quatre  points  étant  donnés,  on  demande  de 
déterminer  le  quatrième. 

Soit  b (fig.  i)  le  point  inconnu.  Par  le  point  a on 
mène  une  droite  quelconque  sur  laquelle  on  porte  deux 
segments  «a,  aa'  qui  soient  entre  eux  dans  le  rapport  ?. ; 
ces  deux  segments  étant  pris  du  même  côté  du  point  a si 
).  est  positif,  et  de  côtés  opposés  s'il  est  négatif. 

On  mène  les  deux  droites  ac,  a' d , et,  par  leur  point 
d’intersection  6,  une  parallèle  à la  droite  aa;  cette  pa- 
rallèle détermine  le  point  b.  En  effet,  on  a dans  les  deux 

triangles  semblables  aac,  S bc , = — » et  dans  les  deux 

bc  b o 

triangles  semblables  a'  ad.  S bd,  — = ^ ; ces  deux  équa- 
tions , divisées  membre  à membre , donnent 

ac  bc  « a 

ad  bd  a a.' 

Ce  qui  prouve  que  le  point  b ainsi  déterminé  est  le  point 
demandé.  Cette  construction  sert  aussi  pour  déterminer 
l’un  des  deux  points  c et  rf;  çar  pour  déterminer  le  point 
c,  par  exemple,  on  mènera  par  le  point  b la  parallèle 
à la  droite  aa,  laquelle  rencontre  la  droite  a.' d en  un 
point  o ; et  la  dj-oite  a 6 donne  le  point  c. 

Si  c’est  le  point  a qu  il  faut  déterminer,  on  écrira  l’ex- 
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pression  du  rapport  anharmonique  ainsi  : 

bd  ad 
br  ac  ’ 

et  l’on  fera  la  construction,  comme  précédemment,  en 
substituant,  bien  entendu,  le  point  b au  point  a-,  c’est- 
à-dire  qu’on  portera  sur  une  droite  menée  par  le  point  b 
deux  segments  dans  le  rapport  X , etc. 

Si  X,  au  lieu  d’être  un  nombre,  positif  ou  négatif,  est  le 
rapport  de  deux  droites  données  de  longueur,  on  pourra 
porter  ces  deux  droites  elles-mêmes  de  a en  a et  en  a', 
du  même  côté  du  point  a,  ou  de  côtés  diilëreiits,  selon  que 
le  rapport  des  deux  droites  sera  positif  ou  négatif. 

12.  Quelle  que  soit  la  valeur,  positive  ou  négative,  de  la 
quantité  X,  la  construction  est  toujours  possible.  Toutefois 
il  y a trois  cas  particuliers  où  le  point  cherché  coïncide 
avec  l’un  des  trois  points  donnés.  Soient  a , b,  c ceux-ci , 
et  d le  point  cherché. 

i°.  Si  X est  nul , on  aac.W=o,  et  le  point  d coïncide 
avec  le  point  b. 

a°.  Si  X est  infini , on  a ad.  bc  — o , et  le  point  d coïn- 
cide avec  le  point  a. 

3°.  Enfin  si  X = -f- 1 , le  rapport  — doit  être  égala  — et 

de  même  signe,  ce  qui  exige  que  le  point  d coïncide  avec  le 
point  c. 

D’après  cela,  nous  dirons  que  le  rapport  anharmo- 
nique de  quatre  points  distincts  ne  peut  pas  être  égal  à 

i , ni  être  infini  ou  nul,  mais  qu’il  peut  avoir  toute 
autre  valeur  positive  ou  négative. 

Quand  le  rapport  anharmonique  est  égal  à — i,  on  dit 
que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique.  Il  existe 
alors  entre  les  quatre  points  diverses  relations  dont  plu- 
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sieurs  sont  d’un  grand  usage  eu  géométrie.  INous  les  ferons 
eonnaitre  dans  un  des  chapitres  suivants. 

§ II. — Propriétés  géométriques  du  rapport  anharmonique. 

1 3.  Si  par  quatre  points  en  ligne  droite  on  mène  quatre 
droites  concourantes  en  un  même  point , le  rapport  anhar- 
monique de  ces  quatre  droites  sera  égal  à celui  des  qiuitre 
points,  et  aura  le  même  signe. 

C’est-à-dire  que  a,  b,  c,  d étant  les  quatre  points,  et 
A , 15,  C,  D les  quatre  droites,  lesquelles  concourent  en  un 
même  point  O , on  aura 

sin  (A,  C)  sin  (B,  C) ac  bc 

sin  (A,  D)  ' sin  (B,  D)  ad  ' bd 

En  ell'el,  on  a dans  les  deux  triangles  aOc,  aOd  (Jïg.  a), 
sin  a Or  ac  sin  «Or/  ad 


sine  nO’  sin  d «O’ 


d'où 

sin  a Or  ac 

sin  r 

sin  «Or/  ad 

sin  d 

On  a pareillement 

sin  b Oc  bc 

sin  c 

sin  bOd  bd 

sin  d 

Donc 

sin  «Or  siniOc 

ac  bc 

sin  «Or/  sinêOr/ 

ad  bd 

Cela  démontre  que  les  deux  fonctions  anharmoniques  ont 
la  même  valeur  numérique,  mais  sans  impliquer  l'identité 
de  leurs  signes.  En  effet,  le  rapport  de  deux  côtés  d’un 
triangle  n’a  pas  de  signe,  puisque  ces  côtés  ne  sont  pas 
sur  une  môme  droite;  et  il  en  est  de  môme  du  rapport  des 
sinus  des  deux  angles  opposés.  Par  conséquent,  l’égalité  de 
ces  deux  rapports  ne  comporte  aucune  considération  de 
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signes;  et,  par  suite},  notre  équation  finale  exprime  seule- 
ment l'égalité  numérique  des  deux  fonctions  anharmoniques 
en  question.  11  reste  donc  à prouver  que  ces  deux  fonctions 
ont  le  même  signe.  Pour  cela,  il  suffit  d'observer  que  les 

, sin  aOc  ac  ...  . 

deux  rapiKirts  -. — — , et  — -,  ont  évidemment  le  meme 

rl  sinaOa  ad 

,o\  , , , , sin  bOc  bc  ,,  , 

signe  (o);  et  de  meme  les  deux  rapports  ~n  / et  d ou 

il  résulte  que  les  deux  fonctions  ont  le  même  signe. 
Donc , etc. 


14.  Quand  deux  tranwersa/es  rencontrent  un  faisceau 
de  quatre  droites  en  des  points  a,  b,  c,  d et  a',  b',  c',  d', 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  premiers  points  est 
égal  à celui  ries  quatre  autres  et  de  même  signe. 

Ainsi  l’on  a 

ac  bc  de'  b' c' 
ad  ' bd  a' d’  " h'  d' 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précédente. 

Il  est  évident  que  celle  égalité  a lieu  à l'égard  de  quatre 
droites  parallèles,  ou  concourantes  à l'infini. 

15.  Corollaire.  — Les  transversales  ont  des  directions 
quelconques;  chacune  d’elles  peut  être  parallèle  à l’une  des 
quatre  droites,  auquel,  cas  chacun  des  rapports  anharmo- 
niques se  simplifie,  et' se  réduit  au  simple  rapport  de  deux 
segments. 

Ainsi , supposons  la  première  transversale  parallèle  à la 

• • • r 

droite  B;  le  point  b est  à l’infini , et  le  rapport  ^ est  égal 
à l’unité;  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
A,  c,  d a pour  expression  1 011  a l’équation 


ac  a' c'  b' c' 

ad  a' d'  b' d' 
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Pareillement,  si  la  seconde  transversale  est  parallèle  à la 
droite  D,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a', 

a*  e9 

b',  c',  d\  dont  le  dernier  est  à l’infini,  se  réduit  à , 

b c 

et  l’on  a 

ar  a' c1 
ail  b'  c 

16.  Le  théorème  (1-4)  peut  s’énoncer  ainsi  : Quand 
quatre  points  sont  en  ligne  droite , si  l’on  en  fait  la  per- 
spective sur  un  plan,  les  quatre  points  en  perspective  au- 
ront leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre 
points  proposés. 

C'est  ce  qu’on  exprimera  plus  brièvement  en  disant  que  : 
Quand  on  fait  la  perspective  de  quatre  points  en  ligne 
droite,  leur  rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

11  est  clair  que  la  perspective  peut  être  une  projection 
par  des  droites  parallèles. 

17.  Quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D passent  pur  une 
même  droite , un  plan  transversal  les  coupe  suivant  quatre 
droites  dont  le  rapport  anharmonique  est  toujours  égal  à 
celui  des  quatre  plans. 

Knellet,  un  second  plan  transversal  coupe  les  quatre 
plans  suivant  quatre  droites  a',  />',  c',  d' qui  rencontrent 
respectivement  les  quatre  premières  a,  b,  c,  d en  quatre 
points  oc,  ê,  y,  â en  ligne  droite.  Le  rapport  anharmo- 
nique de  ces  quatre  points  est  égal  à celui  des  quatre 
droites  a , b,  c,  d , et  à celui  des  quatre  droites  a',  h c', 
d'  (1*1).  Donc  ceux-ci  sont  égaux  entre  eux. 

Supposons  que  le  deuxième  plan  transversal  soit  per- 
pendiculaire à la  droite  d’intersection  des  quatre  plans, 
les  quatre  droites  a1,  b',  c',  d' feront  entre  elles  des  angles 
égaux  précisément  aux  angles  des  quatre  plans  ; donc  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  droites,  et  conséqueru- 
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ment  celui  des  quatre  premières  droites  a,b,c,  d,  sera 
égal  à celui  des  quatre  plans.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

18.  Quand  quatre  plans  passent  par  une  même  droite, 
une  tranversale  quelconque  les  rencontre  en  quatre  points 
dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à celui  des  quatre 
plans. 

F.n  elfct , si  par  la  transversal*!  on  mène  un  plan , il  cou- 
pera les  quatre  plans  suivant  quatre  droites  dont  le  rapport 
anharmonique  sera  égal,  d’une  part  à celui  des  quatre 
points  (13),  et  de  l'autre  à celui  des  quatre  plans  (17); 
donc  celui-ci  est  égal  à celui  des  quatre  points.  Donc,  etc. 

19.  On  conclut  du  théorème  (17)  que:  Quand  quatre 
droites  situées  dans  un  plan  concourent  en  un  même 
point , si  l’on  en  fait  lu  perspective  sur  un  plan,  on  a quatre 
autres  droites  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à 
celui  des  quatre  premières. 

20.  UsAGF.  DES  POINTS  SITUÉS  A I.’lNFINI,  POUR  FORMER 

des  rapports  an  harmoniques.  — Quand  des  segments  pris 
sur  une  même  droite  ont  entre  eux  une  relation  telle,  qu’en 
y introduisant  des  rapports  de  segments  comptés  à partir 
du  point  de  cette  droite  situé  à l’infini,  on  puisse  faire  en 
sorte  que  tous  les  termes  ne  présentent  que  des  rapports 
anharmoniques  et  des  coefficients  constants , la  même  rela- 
tion aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  formés  par  des 
droites  menées  d’un  même  point  quelconque  à tous  les 
points  de  la  figure,  v compris  le  point  à l'infini. 

Et  la  même  relation  aura  lieu  aussi  entre  les  points  pro- 
venant des  intersections  de  ces  droites  par  une  même  trans- 
versale quelconque  : au  nombre  de  ces  points  se  trouvera, 
à distance  finie,  celui  qui  correspondra  au  point  situé  à 
l'infini  sur  la  première  droite. 
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Cette  proposition  générale  est  une  conséquence  évidente 
du  théorème  (13)  sur  le  faisceau  de  quatre  droites  (*). 

Par  exemple,  considérons  trois  points  en  ligne  droite  a', 
//,  c\  entre  lesquels  a lieu  la  relation  identique 

a b'  -+-  b'c'  -+-  d a'  — O. 

On  amènera  cette  équation  à ne  contenir  que  des  rapports 
anharmoniques,  en  écrivant 

a'  d d b' 

77'  + 77'  = ' ’ 

et  en  y introduisant  le  point  d' situé  à l’infini  ; car  les  deux 
d'd  a'  d'  , 

rapports  -pj-,  et  -7^7  sont  égaux  a 1 uuité,  et  1 on  peut  écrire 
a' d d'd  a' d'  d d' 

7b' : 77'  + 7b'  :dT'~'4 

Cette  équation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmo- 
niques et  des  coefficients  constants  (qui  sont  égaux  ici  à 
l'unité) , elle  aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  des  quatre 
droites  A,  B,  C,  D menées  d’un  même  point  aux  quatre 
a\  b\  c\  d\  et  entre  les  segments  compris  entre  les  quatre 
points  d’intersection  a,  b,  c,  d de  ces  quatre  droites  par 
une  transversale  quelconque. 

Les  deux  théorèmes  qui  résultent  de  là  devant  être  d’un 
usage  fréquent  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous  allons 

en  faire  f objet  d’un  paragraphe  particulier,  et  en  donner 

> 

(*)  M.  Poncelet  »e  sert  aussi  des  points  situés  h l'infini  pour  rendre 
projectives  des  relations  de  serments  , mais  par  des  considérations  géné- 
rales indépendantes  de  la  notion  du  rapport  anharmonique.  (Voir  le  Mé- 
moire sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques , Note  a®;  tome  III  du  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Cielle;  année  1828. ) — Nous  n'avons  pas  h traiter 
ici  cette  question  des  relations  projectives;  elle  se  présentera  plus  tard 
avec  les  méthodes  de  transformation  des  ligures.  La  fonction  anbarmo- 
nique,  soit  de  quatre  points,  soit  do  quatre  droites,  nous  sera  alors  d'un 
fréquent  usage,  comme  étant  In  hase  ou  l'élément  de  ces  transformation*. 
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une  démonstration  plus  immédiate,  quoique  fondée  sur  les 
mêmes  considérations  qui  précèdent. 

§ 111.  — Propriétés  de  quatre  points  situés  en  ligne  droite , 
et  d'un  faisceau  de  quatre  droites. 

21.  Étant  donnés  quatre  points  a,  b,  c,  d en  ligne 
droite , on  a toujours  entre  les  six  segments  que  ces  points 
déterminent  deux  à deux , la  relation 

(a)  ab  .cil  ac  .db  ait.  bc  — o , 

dans  laquelle  on  observe,  relativement  aux  segments,  la 
règle  générale  des  signes. 

En  effet,  divisant  par  ab  .cd,  il  vient 

• 

. ac  tic  ad  cd 

' ' ab  db  ab  cb 

Que  par  un  point  O on  mène  les  quatre  droites  Ou,  O b, 
Oc,  Or/,  et  qu’on  les  coupe  par  une  transversale  parallèle 
à la  quatrième  Or/;  soient  a b1,  c1  les  points  d’intersec- 
tion des  trois  premières,  on  aura  (13) 

ac  de  a' c'  ad  cd  d b' 

ab  db  a.' b’'  ab  ' cb  a' b' 

I.’équation  à démontrer  devient  donc 

a' c'  d b' 

Tdb'  + Zb'  ~ ‘ ’ 
ou 

a' d d b' — a' b' , ou  a' b'  -H  b' d -+-  c'a'  = o. 
Equation  identique  (2).  Donc,  etc. 

22.  Pour  former  l'équation  (a) , on  peut  considérer  à 
part  les  trois  points  Z»,  c,  d,  entre  lesquels  a lieu  l’identité 
bc  -4-  cd  db  = o dont  on  multiplie  les  termes  respective- 
ment par  les  segments  ad,  ab,  ac. 

3 
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Nous  verrons  plus  tard  qu’on  peut  considérer  l’expres- 
sion sous  un  autre  point  de  vue  et  comme  se  rattachant  à 
une  propriété  générale  d’un  système  de  points  en  nombre 
quelconque. 

23.  Si  de  la  forme  abstraite  du  théorème  on  passe  à son 
expression  concrète,  résultante  de  la  position  réelle  des 
quatre  points  a . A,  c,  d.  on  voit  que,  des  trois  rectangles 
qui  entrent  dans  l’équation , l’un  est  formé  de  deux  seg- 
ments qui  empiètent  l’un  sur  l’autre,  le  deuxième  de  deux 
segments  qui  n’ont  aucune  partie  commune,  et  le  troisième 
de  deux  segments  dont  l'un  est  entièrement  compris  sur 
l’autre;  et  l’équation  signifie  que  le  premier  rectangle 
(formé  des  deux  segments  qui  empiètent  l’un  sur  l’autre)  , 
est.  égal,  numériquement , à la  somme  des  deux  autre!. 

Ainsi , quand  les  trois  points  sont  dans  l’ordre  n,  A,  c,  d , 
on  a 

ac.dh  = ab.cd  -+-  ad.be. 

Cela  résulte,  en  eflet,  de  l'équation  générale  (a)  ; car  le 
terme  ac.db  y prend  le  signe  — , provenant  de  la  direction 
du  segment  r/A,  et  les  deux  autres  termes  sont  positifs. 

2i.  Quand  quatre  ( Imites  A , B,  C,  D concourent  en  un 
même  point , les  six  angles  qu  elles  forment  deux  à deux 
ont  entre  leurs  sinus  la  meme  relation  que  les  segments 
formés  par  quatre  points  en  ligne  droite,  savoir  : 

b)  sin(A,R)sin(C,D)+sin(A,C)sin(D,  B)+sin(A,  D)sin(B,C)=o. 
En  elTet,  cette  équation  s’écrit 

sin(A,  C)  sin(D,  C)  sm  (A  , D;  sin  (C,  D;  _ ^ 

sin  (A  , B)  " siu  ( D,  B)  sin  ( A , B)  sin  (C , B; 

Et  si  l’on  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  quatre 
droites  en  quatre  points  a , A,  c,  d,  on  aura  entre  ces 
points  la  relation  (a1)  ci-dessus.  Mais  les  deux  premiers 
termes  de  cette  équation  sont  égaux  respectivement  aux 
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deux  premiers  termes  de  l'équation  (/>') , comme  étant  des 
rapports  anharmoniques  (13).  Donc  l'équation  (A')  est  une 
conséquence  du  théorème  précédent.  Donc,  etc. 

11  est  clair  que  les  signes  des  sinus  se  déterminent  dans 
1 équation  (A)  d’après  le  sens  de  rotation  des  angles  à partir 
de  leurs  origines  respectives. 


§ IV.  — Formules  pour  le  changement  (T origines  de 
segments  rectilignes  ou  cT angles. 

25.  Un  point  m d'une  droite  étant  déterminé  par  le 
rapport  de  ses  distances  à deux  points  fixes  a',  b'  de  cette 
droite,  on  demande  d’exprimer  le  rapport  de  ses  dis- 
tances à deux  autres  points  a , b,  en  fonction  du  premier 
rapport. 

Exprimons  d’abord  le  rapport  ^ en  fonction  de  • 

Il  suffit  de  prendre  la  relation  qui  a lieu  entre  les  quatre 
points  a , b,  a',  m,  savoir: 

ab.n'  m + aa' .mb  •+-  am . ha'  — o; 

d’où 

am aa'  a b a'  ni 

b ni  ba'  a'  b b ni 


...  . . a m a m 

Maintenant  on  remplacera  le  rapport  par  en  con- 
sidérant les  quatre  points  a',  A,  b',  m qui  donnent 
a'  b . b' m + a' b' . mb  -+•  a' m .bb'zz:  o; 

d’où 

bm  b b'  a' b b' m 

(») 


a' m a' b'  ci  b'  a' m 


et,  par  suite, 

(3) 


am 

bm 


aa 
''  ba' 


ah 

Vi 

b b'  a' b tir 

a'  b'  a'  b'  a' r, 


Cette  expression  satisfait  à la  question. 

». 
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Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  plusieurs  questions, 
surtout  les  deux  (1)  et  (2).  ' 

26.  Si  d’un  point  O 011  mène  des  droites  A , B,  A',  B',  M 
aux  cinq  points  a,  b , a b m,  on  pourra  substituer  aux 
segments  qui  entrent  dans  les  équations  (1 , 2 et  3) , les  sinus 
des  angles  des  droites  qui  comprennent  ces  segments , de 
sorte  qu’on  aura  les  formules 

sin(A,M)  sin(A,A' ) sin(A,  B;  sin{A',M) 

sin ( B,  M)  sin  (B,  A')  sin  (A',  B)  sin  (B,  M)’ 

sin(B,M)_  sin(B,B')  sin(A',  B)  sin(B',M) 

sin  (A',  M J sin  (A',  B'  )**~  sin  (A-,  B')  sin  (A',  M)' 


sin(A,M)  sin  (A,  A')  sin  (A',  B) 

sin(B,M)  sin(B,  A')  sin  (B,  B')  sin(A',B)  sin(B',M) 

sin  (A',  B' ) sin  (A',  B')  sin(A',M) 


§ V.  — Propriétés  de  quatre  points  situés  sur  une  cir- 
conférence de  cercle.  — Formules  fondamentales  de  la 
trigonométrie.  — Propriété  du  quadrilatère  inscriptiblc 
au  cercle. 


27.  Quand  quatre  points  sont  pris  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle,  il  existe  entre  les  sinus  des  six  arcs  qu’ils 
comprennent  deux  à deux,  ou  bien  entre  les  sinus  des 
demi-arcs,  des  relations  semblables  à celle  qui  a lieu 
entre  les  segments  formés  par  quatre  points  situés  en  ligne 
droite. 

C’est-à-dire  que  a,  b,  c,  d étant  les  quatre  points  de  la 
circonférence  de  cercle,  on  a les  deux  relations 

( 1 ) sin  nb . sin  rrt  -f-  sin  ne  .sin  db  sin  ad.  sin  bc  = o, 

et 

(2)  sin  | u b . sin -t- cf/  sin  -j  or. sin  -t  Hb  -4-  sin  7 «f/.sin  \bc  — o. 
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En  effet , si  l’on  regarde  les  quatre  points  a,  h , c,  d 
comme  appartenant , respectivement , à quatre  droites  issues 
du  centre  du  cercle,  les  arcs  ah,  cd , etc.,  mesureront  les 
angles  de  ces  droites,  et  par  conséquent  l’équation  (1)  ne 
sera  pas  autre  chose  que  l’équation  (h)  qui  a lieu  entre  ces 
angles  (24)  ; et  si  l’on  regarde  les  points  a,  h , etc.,  comme 
appartenant  à quatre  droites  issues  d'un  cinquième  point 
quelconque  de  la  circonférence,  les  demi-arcs  ac,  hc , etc., 
mesureront  les  angles  compris  entre  ces  droites,  par  con- 
séquent l'équation  (2)  résultera  encore  de  l’équation  (h). 
Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

On  déterminera  les  signes  dans  les  deux  équations  pré- 
cédentes par  la  règle  générale,  c’est-à-dire  en  regardant 
comme  positifs  les  arcs  comptés  dans  un  même  sens  à partir 
de  leurs  origines  respectives,  et  comme  négatifs  les  arcs 
comptés  dans  le  sens  contraire,  ou  bien  par  une  considé- 
ration semblable  à celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
déterminer  les  signes  de  l’équation  relative  à un  système 
de  quatre  points  (23),  c'est-à-dire  que  le  produit  relatif 
aux  deux  arcs  qui  empiètent  l'un  sur  l'autre  est  égal  à la 
somme  des  deux  autres  produits. 

28.  Corollaires.  — L'équation  (1)  donne  immédiate- 
ment les  expressions  des  sinus  et  cosinus  de  la  somme  et 
de  la  différence  de  deux  arcs,  et  l’équation  (2)  la  propriété 
connue  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle. 

En  effet,  supposons  dans  l'équation  (1)  que  l’arc  hd  soit 
positif  et  égal  à jjo  degrés,  on  aura 

sin  rib  = — 1,  sin  ad  = cos  ah,  sincrf=  cosci; 
et  l’équation  devient 

sin  ac  — sin  al>  .cos  cb  -+-  sin  bc  .cos  ai. 

Relation  entre  trois  points  quelconques  a,  h , c. 

Si  le  point  h est  situé  sur  l’arc  ac , on  a ac  — ah  -4-  bc  , 
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et , en  observant  que  cos  cb  = cos  bc , 

sin  [ab  -4-  bc)  — sin  ab . cos  bc  sin  bc . cos  nb, 

OU 

sin  (a  -4-  6 ) = sin  a cos  6 -4-  sin  6 cos  a. 

Si  le  point  b est  au  delà  de  ac , on  a ac=  ab  — cb , et , 
en  observant  que  sin  bc  = — sin  cb, 

sin  (ab  — cb)  = sin  ab  cos  cb  — sin  cb  cos  ab, 
ou 

sin  (a  — 6)  = sin  a cosë  — sin  6 cosa. 

Maintenant,  que  l’on  substitue  au  point  a,  dans  l’équa- 
tion (1),  un  autre  point  a situé  à 90  degrés  de  distance  du 
premier,  les  sinus  des  arcs  ab,  ac , ad  deviendront  des 
cosinus,  et  l’on  aura  cette  autre  relation  générale  entre 
quatre  points  d’une  circonférence  de  cercle, 

cos  ab . sin  cti  -4-  cos  ac . sin  db  -4-  cos  ad.  sin  bc  = o. 

Soit  bd  — -4-  90°,  et,  par  suite, 

sinrfé  = — 1,  sin  cd  = cos  cb,  cos  ad  — — sin  ah  ; 
il  vient 

cos  ac  = cos  ab . cos  cb  — sin  ab  .sin  bc. 

Relation  générale  entre  trois  points  quelconques  q,  b,  c. 

Si  le  point  b est  situé  sur  l’arc  ac,  on  a 

ac  ■=  ab  •+-  bc  — a.  , 
et 

cos  (a  -(-  6)  = cos  a cos  6 — sin  a . sin  6. 

Si  le  point  b est  au  delà  du  point  c , on  a 

ac  — ab  — cb  = a — 6 , 
et 

cos  (a  — 6 ) = cos  a cos  6 4-  sin  a . sin  6. 

Ainsi,  ces  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  se 
déduisent  naturellement  de  l’identité 

ab  -4-  bc  -4-  ca  = o. 
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qui  a lieu  entre  trois  points  en  ligne  droite,  par  la  propriété 
du  rapport  anliarmonique. 

29.  Soit  un  quadrilatère abcd  (Jig.  3)  inscrit  au  cercle; 
on  a entre  les  sinus  des  demi-arcs  sous-tendus  par  les  côtés 
et  les  diagonales  l'équation  (2)  qui,  appliquée  à la  figure, 
dans  laquelle  les  deux  arcs  ac , bd  empiètent  l’un  sur  l’autre, 
devient 

sin  jflc.sin  -J  db  = sin  J ab.s\n-~cd  4-  sin  nr/.sin  j ôc; 

mais  ces  sinus  sont  les  demi-cordes  ab , cd^e te.;  l'équa- 
tion n’est  donc  autre  chose  que  celle-ci  : 
ac.tlb  = ah  .cd  4-  ad.be, 

c’est-à-dire  que  dans  tout  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  le 
produit  des  deux  diagonales  est  égal  à la  somme  tics  pro- 
duits des  côtés  opposés. 

30,  Considérons  un  quadrilatère  quelconque  ABCD 
(/‘g.  4)>  et  menons  d'un  point  O quatre  droites  à ses 
sommets;  011  aura  entre  les  sinus  des  angles  de  ces  droites 
prises  deux  à deux,  la  relation  (24) 

sin  AOB.sin  COD  4-  sin  AOC.sin  DOB  4-  sin  AOD.sin  BOC  = o. 

Qu’on  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit  des 
quatre  lignes  OA,  OB,  OC,  01)  divisé  par  4>  et  qu’on 
observe  que  l’aire  d’un  triangle  est  égale  au  demi -produit 
de  deux  côtés  multiplié  par  le  sinus  de  l’angle  compris; 
on  aura 

tr  AOB . tr COD  4-  tr  AOC . tr  BOD  4-  tr  AOD . tr  BOC  = o. 

« 

En  déterminant  les  signes  d’après  le  sens  de  rotation  des 
angles  AOB,  etc.,  comme  il  a été  dit  (27),  on  reconnaît  que 
quand  le  quadrilatère  est  convexe,  l’équation  exprime  que. 
Si  un  point  pris  dans  le  plan  du  quadrilatère  est  regardé 
comme  le  sommet  commun  de  six  triangles  ayant  pour 
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bases  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du  quadri- 
latère, le  produit  des  aires  des  triangles  qui  auront  pour 
bases  les  deux  diagonales,  sera  égal  à la  somme  ou  à la 
différence  des  produits  des  aires  îles  triangles  qui  auront 
pour  bases  les  côtés  opposés,  selon  que  le  point  sera  pris 
au  dehors  ou  dans  l’intérieur  du  quadrilatère  (*). 


§ VI.  — Relations  entre  les  trois  rapports  anharmoniques 
d’un  système  de  quatre  points  ou  d'un  faisceau  de 
quatre  droites. 

31 . Les  trois  rapports  anharmoniques  d’un  système  de 
quatre  points  en  ligne  droite  a,  b , c,  d , sont 

ac  bc  ad  cd  a b db 

ad  " bd  ab  cb  ac  de 

Leur  produit  est  égal  à — i ; ce  qui  se  vérifie  de  soi-inème; 
et  ils  ont,  deux  à deux,  des  relations  très-simples,  qu’on 
lire  de  l’équation 

ab.cd  -I-  ac  .db  ■+■  ad.be  = o, 


qui  a lieu  entre  les  quatre  points.  Il  suffit  de  diviser  cette 
équation  successivement  par  ses  trois  termes.  Divisant  par 
ad.be , on  a 

ab  cb  ac  bc 

ad  cd  ad  bd~^  ’ 

OU 


I 

2*  rapp. 


i'r  rapport  -f- 1 = o. 


(*)  Ce  théorème  a été  démontré  par  Monge  dons  lo  tournât  de  l'École 
Polytechnique , XV*  cahier,  page  86  L'auteur  le  conclut  d'une  identité 
entre  huit  quantités  qui  sont  les  coordonnées  des  quatre  sommets  du  qua- 
drilatère et  en  fonction  desquelles  s'expriment  les  aires  des  triangles.  Cette 
identité  avait  déjà  rtc  donnée  par  Fontaine  dons  un  Mémoire  d'analyse  de 
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On  trouve  ainsi  les  trois  relations 


i 

2'  rapp. 
i 

3'  rapp. 

i 

Ier  rapp. 


i — i'r  rapport, 
t — 2'  rapport , 
î — 3e  rapport. 


Ainsi  un  des  trois  rapports  étant  donné,  ces  équations 
font  connaître  les  valeurs  des  deux  autres.  Les  expressions 
du  deuxième  et  du  troisième  rapport  en  fonction  du  pre- 
mier, sont 


2'  rapport  = 
3*  rapport  = 


i 

i — t"  rapp.  ’ 
i”  rapp.  — i 
I"  rapp. 


32.  Ce  qui  précède  s’entend  évidemment  des  rapports 
anharmoniques  d’un  faisceau  de  quatre  droites,  puisque 
ces  rapports  sont  égaux  à ceux  des  quatre  points  qu’une 
transversale  quelconque  détermine  sur  ces  droites  ( 13). 


§ VII.  — Nouvelle  expression  du  rapport  anharmonique 
de  quatre  points,  ou  d’un  faisceau  de  quatre  droites. 


33.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  peut  se 
mettre  sous  une  expression  où  entre  un  cinquième  point  pris 
arbitrairement  sur  la  même  droite  que  les  premiers.  Soient 
a,  ù,  c,  d les  quatre  points,  et  m le  cinquième,  on  aura 

mb  nul 

. . • ac  bc  ab  ad 

' ad  ’ bd  mb  me 

ab  ac 

En  effet,  on  peut  écrire 


ac  bc  db  cb 


db  mb 


cb  mb 
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Or,  ou  a entre  les  quatre  points  a,  b.  d . m , la  relation 


ou 


ab . dm  ■+■  ad.mb  -+-  am  .bd  — o ; 

db  .ma  ab.md 

da.mb  ad.mb 


Et  pareillement,  entre  les  quatre  points  a,  /»,  c,  wi, 


ch. ma  ab  .me 

ra.mb  ac.mb 

11  vient  donc 


ab .  md  mb 

ac  bc  ad.  mb  ab 

ad  bd  ab  .me  mb 

ac. mb  ab 


md 

ad 

me 

ac 


c.  q.  F.  n. 

34.  Si  dans  cette  expression  du  rapport  anliarmoniquc 

des  quatre  points  a.  b.  c.  tl  on  suppose  que  le  cinquième 

■ . . « ,.  . , . i md  tac  . 

point  m sou  a I inuni,  les  rapports  - ^ et  ^ seront  égaux 

à l’unité,  et  il  viendra 

■ t 

, . ac  bc  ab  ad  * 

(2)  — ; — = 

ad  bd  1 1 

ab  ac 

Ce  qui  est  une  nouvelle  manière  d’exprimer  le  rapport 
anhariuonique  de  quatre  points  en  fonction  seulement  des 
distances  de  l’un  d’eux  aux  trois  autres. 


33.  Aux  segments  mb , aie,  md  on  peut  substituer  les 
perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  b,  c,  d sur  une 
droite  quelconque.  Car  si  l’on  suppose  que  le  point  m soit 
à l’intersection  de  cette  droite  et  de  la  droite  ab , les  trois 
perpendiculaires  «pie  je  désigne  par  6,  y,  0 sont  propor- 
tionnelles aux  trois  segments  mb.  inc , md , et  l’expression 
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du  rapport  anharmonique  peut  s écrire 

6 _ 1 
bc  ab  ad 

Td' 


(3) 


(ir 

ad 


g 

ab 


jy 

ac 
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36.  L’équation  (1)  se  met  sous  la  forme 


ab  mb 

ac  bc  ad  md 

ad  ’ bd  ab  mb  ' 

ac  me 


et,  puisqu’il  n’y  entre  plus  que  des  rapports  anharmo- 
niques,  on  en  conclut  qu’elle  s’applique  aux  sinus  des 
angles  d’un  faisceau  de  cinq  droites  A,  B,  C,  D,  M;  de 
sorte  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  A, 
B,  C , D s’exprime  ainsi  : 

sin  (M,  B)  _ sin(M,  D) 

, sin  (A,  C)  sin  (B,  C) sin  (A,  B)  sin  (A,  DJ. 

^ sin  (A,  D)  ’ sin  (B,  D)  sin(M,  B)  sin(M,  C)  ’ 

sin  (A,  B)  sin  (A,  C) 

la  droite  M étant  tout  à fait  arbitraire. 

Si  cette  droite  est  perpendiculaire  à la  droite  A,  on  a 


sin(M,  B)  = cos(A,  B), 


sin(M,  B) 
sin  (A,  B) 


cos(A,  B) 
sin  (A,  B) 


= cot(A,  B); 


et  de  même  des  autres  termes  ; de  sorte  que  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  droites  prend  cette  expression 


sin  (A,  C)  sin  (B,  C) cot(A,  B)  — coi  (A,  D) 

sin(A,  D)  ’ sin  (B,  D)  cot(A,  B)  — cot(A,  Ci 


dans  laquelle  n’entrent  que  les  angles  que  l’une  des  droites 
fait  avec  les  trois  autres. 
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CHAPITRE  III. 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A DEUX  SYSTÈMES  DE  QUATRE  POINTS, 
OU  A DEUX  FAISCEAUX  DE  QUATRE  DROITES  , DONT  LES 
RAPPORTS  ANII ARMONIQUES  SONT  ÉGAUX. 


§ I.  — Propriétés  relatives  à deux  systèmes  de  quatre 
points. 

37.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  situés  sur 
deux  droites  et  qui  se  correspondent  un  à un,  sont  tels, 
qu’un  rapport  anharmonique  du  premier  système  soit  égal 
au  rappoit  anharmonique  du  second  système,  les  deux 
autres  rapports  anharmonique  s du  premier  système  sont 
égaux,  respectivement , aux  deux  autres  rapports  anhar- 
moniques  du  second  système. 

Cetle  égalité  résulte  de  l’expression  des  deuxième  et  troi- 
sième rapports  anliarmoniqucs  en  fonction  du  premier  (31  ) . 

Ainsi,  soient  a , h , c,  delà',  b ',  c',  d' les  deux  sys- 
tèmes de  quatre  points;  chacune  des  trois  équations 


ne 

bc 

_«v 

b'  c' 

ad  * 

bd 

a'd' 

: VT' 

ad 

cd 

a'  d' 

cd' 

ab 

cb 

a'  b' 

' c'V  ’ 

ab 

db 

n'b' 

d' b' 

ac 

’ de 

a' c' 

d'e'  ’ 

qui  expriment  l’égalité  des  rapports  anharmoniques  cor- 
respondants des  deux  systèmes , comporte  les  deux  autres. 

D’après  cela,  nous  pourrons  dire  indifféremment  que  les 
deux  systèmes  de  quatre  points  ont  les  mêmes  rapports 
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anharmoniques,  ou  simplement , le  même  rapport  anliar- 
monique. 

38.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  pris  sur 
deux  droites,  et  se  correspondant  un  à un,  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  si  l’on  place  les  fieux 
droites  île  manière  que  deux  points  homologues  coïn- 
cident  ensemble , les  trois  droites  qui  joindront  les  trois 
autres  points  du  premier  système,  à leurs  homologues, 
'respectivement , concourront  en  un  même  point. 

Soient  a,  b,  c,d  et  a',  b',  c\  d'  (Jig.  5)  les  deux  sys- 
tèmes de  quatre  points  dont  les  deux  homologues  a,  a' 
coïncident , je  dis  que  si  leurs  rapports  anharmoniques  sont 
égaux , de  sorte  que 

ac  bc  a'  c _ b'  c' 

0d:M~77f:  ¥7'  ’ 

les  trois  droites  bb' , cc',  tld'  concourent  en  un  même  point. 

En  ellct , soit  S le  point  de  concours  des  deux  premières, 
et  soit  d"  le  point  où  la  droite  S d rencontre  la  droite  ab'. 
Les  quatre  points  a , b c',  d"  ont  leur  rapport  enhar- 
monique égal  à celui  des  quatre  points  a,  b , c.  tl(  14), 
et  conséquemment,  d’après  l’hypothèse,  à celui  des  quatre 
points  a,  //,  c',  d' . Donc  les  points  d' et  d"  se  confondent. 
Donc , etc. 

39.  Observation.  — Cette  proposition  si  simple  est  néan- 
moins une  de  celles  dont  nous  aurons  à faire  le  plus  fré- 
quent usage  dans  la  suite. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème 
précédent.  En  ellet,  puisque  les  trois  droites  bl>' , cc',  dd' 
concourent  en  un  même  point  S,  on  peut  considérer  les 
deux  droites  abcd , ab' c' d comme  deux  transversales 
qui  coupent  un  même  faisceau  de  quatre  droites  Sa,  S b, 
S c,  S d.  Conséquemment  le  rapport  anharmonique  des 
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quatre  points  a , b,  c , d situés  sur  la  première  transver- 
sale, de  quelque  manière  qu’on  le  forme,  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  correspondant  des  quatre  points  a' , b', 
c',  d' situés  sur  la  seconde  transversale;  ce  qui  démontre 
le  théorème  (37). 

40.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  a,  b,  c,  d 
et  a',  b',  c',  d',  qui  se  correspondent  un  à un,  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  on  peut  établir,  de  trois 
autres  manières,  la  correspondance  des  points  des  deuol 
systèmes,  en  conservant  l' égalité  des  rapports  anharmo- 
niques. 

En  elfet , on  a , par  hypothèse , l égalité 


/.  N 

ac 

. ^ c 

a!  d 

b'c' 

\l 

ad 

bd 

= 7d* 

' YI'"’ 

qu’on 

peut  écrire  de  ces  trois  autres  manières 

aC 

bc 

b'd' 

a'  d' 

(2) 

ad  * 

bd ~~ 

bT? 

a' c'' 

(3) 

ac 

bc 

c'  a' 

d’ a' 

ad 

bd  = 

V77: 

d'b’' 

(4) 

ac 

bc 

d'b' 

c’b' 

ad  * 

bd 

rfV  : 

c'  a' 

L’équation  (i)  exprime  qu’aux  quatre  points  a,  b,  c,  d 
correspondent  a',  h c',  d\  un  à un,  respectivement. 
L’équation  (2)  exprime  que  les  points  correspondants  à 
a,  b,c , d sont  b\a',  d c';  l'équation  (j3),  que  ce  sont 
c',  d\  a',  b'\  et  l’équation  (4) , que  rc  sont  d\  c ',  b1,  a'. 

Ce  qui  démontre  la  proposition. 

41.  La  loi  de  formation  des  équations  (2),  (3)  et  (4)  est 
bien  simple.  Après  qu’on  a considéré  les  quatre  points  du 
second  système  comme  correspondant,  un  à un,  respecti- 
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vement,  dans  l’ordre  a',  b ',  c',  d ',  aux  quatre  points  a , 6, 
c , d du  premier  système,  il  suffit  de  faire  permuter  deux 
points  quelconques  du  second  système  entre  eux,  pourvu 
que  les  deux  autres  points  permutent  aussi  entre  eux. 

Ainsi , a'  permutant  avec  b ',  et  c'  avec  d\  on  substituera 
à l'ordre  primitif  a',  b c' , d' , l’ordre  b' , a\  d\  c';  et  ces 
quatre  points  correspondront,  un  a un , aux  quatre  points 
du  premier  système  a , b , c,  r/;  ce  qui  donne  lieu  à l'équa- 
tion (2). 

Observation.  — Cette  propriété  de  deux  systèmes  de 
quatre  points  qui  ont  leurs  rapports  anbarmoniques  égaux 
nous  sera  souvent  utile,  et  suffira,  dans  plusieurs  occa- 
sions, pour  donner  immédiatement  la  démonstration  d'une 
proposition  importante. 

§ II . — Propriétés  relatives  à deux  faisceaux  de  quatre 
droites. 

42.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  à une , sont  tels,  qu'un  des  trois  rapports 
anharmoniques  du  premier  soit  égal  au  rapport  corres- 
pondant du  second , les  deux  autres  rapports  anharmo- 
niques du  premier  faisceau  seront  égaux  aussi  aux  rap- 
ports correspondants  du  second  faisceau. 

Cette  égalité  résulte  de  ce  qu'un  des  trois  rapports 
anharmoniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites  détermine 
les  deux  autres  (32). 

D'après  cela , de  même  que  pour  deux  systèmes  de  quatre 
points,  nous  pourrons  dire,  indifféremment,  que  deux 
faisceaux  de  quatre  droites  ont  le  meme  rapport  anhar- 
monique,  ou  bien  les  mêmes  rapports  anharmoniques . 

43.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  à une,  respectivement,  ont  leurs  rap- 
ports anharmoniques  égaux , si  on  les  place  de  manière 
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que  deux  droites  correspondantes  coïncident  en  direction, 
les  trois  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontreront 
respectivement  les  trois  droites  correspondantes  du  second 
faisceau,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  0«,  O 4,  Oc,  O d (Jig . 6)  les  quatre  droites  du 
premier  faisceau  , et  O' a,  O'  b , O'c,  O' d les  quatre  droites 
correspondantes  du  second.  iVous  supposons  que  les  deux 
droites  Oa,  O 'a  coïncident  en  direction;  je  dis  que  les 
trois  points  4,  c,  d dans  lesquels  se  coupent,  deux  à deux, 
respectivement,  les  autres  droites  des  deux  faisceaux,  sont 
en  ligne  droite. 

En  elfet,  menons  la  droite  bc  qui  rencontre  la  droite 
OO'  en  a;  et  soient  â,  6'  les  points  où  elle  rencontre  les 
deux  droites  O d,  O 'd.  Puisque  les  deux  faisceaux  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  les  quatre  points  a,  4,  c, 
â ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre 
points  a , 4,  c,  d'.  Donc  les  deux  points  d,  a'  se  confondent. 
Les  deux  droites  O d,  O'd  se  coupent  donc  sur  la  droite  bc. 

c.  Q.  F.  D. 

•ii.  Observation.  — Cette  proposition  nous  sera  d’un 
usage  très-utile. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème 
précédent;  car  les  quatre  points  a,  b,  c,  d étant  en  ligne 
droite,  leur  rapport  anharmonique,  de  quelque  manière 
qu’on  le  prenne,  est  égal  aux  rapports  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  faisceaux  de  droites;  par  conséquent  ceux-ci 
sont  égaux  entre  eux. 

ii).  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  à une,  respectivement , ont  leurs  rap- 
ports anharmoniques  égaux,  on  peut  établir  de  trois 
autres  manières  la  correspondance  entre  les  droites  des 
deux  faisceaux . en  conservant  l'égalité  des  rapports  an- 
harmoniques. 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  »E  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  33 

Il  suffira  de  faire  permuier  entre  elles  deux  droites  quel- 
conques du  second  faisceau  , et , en  même  temps , les  deux 
autres  droites  du  même  faisceau.  Ainsi  soient  A,  B,  G, 
D les  quatre  droites  du  premier  faisceau,  et  A',  TV,  (]'. 
I)'  les  droites  correspondantes  du  second  faisceau,  les- 
quelles ont  leur  rapport  anharmoniquc  égal  à celui  des 
quatre  premières.  On  pourra  prendre  les  quatre  droites  du 
second  faisceau  dans  l’ordre  B',  A',  D',  C'  qui  résulte  de 
la  perjnutation  des  deux  droites  A',  B'  entre  clics , et  des 
deux  G',  D'  entre  elles;  et  dans  cet  ordre  le  rapport  an  har- 
monique des  quatre  droites  est  égal  à celui  des  quatre 
droites  du  premier  système  A , B,  G . D. 

La  démonstration  est  évidemment  la  même  que  pour 
deux  systèmes  de  quatre  points  (‘MT). 

Observation.  — Cette  proposition,  de  même  que  celle 
relative  à deux  systèmes  de  quatre  points , sera  susceptible 
de  nombreuses  applications  qui  procureront  souvent  des 
démonstrations  immédiates. 

Ç III.  — Manières  d'exprimer  légalité  des  rapports 
a n ha rrti o niques  de  deux  systèmes  de  quatre  points. 

I.  — Équations  à deux  termes. 

46.  Soient  a,  b , c,  d et  b1,  c',  d1  les  deux  systèmes 
de  quatre  points,  l’égalité  de  leurs  rapports  anharmoniques 
s’exprimera  par  l’une  des  équations  à deux  termes 


ac 

bc 

atc 

AV 

ad 

bd 

a!  d' 

’ VT 

ad 

cd 

a' d' 

c'd' 

1 ab 

cb 

a' b' 

TV' 

ab 

db 

a' b' 

d’ b" 



■ — — • 

• ______  , 

ac 

de 

a'r' 

’ d' c' 

3 
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II.  — Équations  à trois  termes. 

17.  Les  seconds  membres  des  équations  (i)  sont  les  rap- 
ports anharmoniques  du  serond  système;  or  chacun  d’eux 
est  égal  à l’unité  moins  la  valeur  inverse  du  rapport  sui- 


vant : par  exemple.  ier  rapport  — ■ ■ 


rap. 


(31).  D'après 


cela,  nos  équations  se  transforment  en  équations  à trois 
termes,  que  voici  : 


I ar  bc 


, — i , 


(*) 


l ad  ' bd  a'd'  ' c'  d' 
j ad  cd  a’ c'  d' r! 

' ah  ; 7b  ^ W9  : d'  h’  ~ 1 ’ 


a b db 
ac  de 


a'  d b'd' 


Ces  équations  nous  seront  d'un  grand  usage. 

III.  — Autres  équations  à trois  ternies. 

18.  r.n  prenant  sur  la  droite  a!  b'  un  point  arbitraire  m' , 
on  peut  exprimer  l’égalité  des  deux  rapports  anharmoniques 
par  l’équation 


1 

i 

m'b' 

m' d ' 

db 

ad 

Vb' 

V>v 

i 

1 

~ m'b' 

m' c' 

db 

ac 

a' b' 

a'  c 

car  le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  a , &,  c,  il  ; et  le  second  membre,  le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  points  a',  />',  c',  </'(33). 
Celte  équation  prend  une  forme  plus  simple,  savoir: 

m'b'  I i i v ni' c'  / i i \ ni' d'  /t i_\  

a' b'  \oe  ad'  a' r'  \ad  ah)  a' d'  \ab  ar)  ’ 


ni  ' l>'  cil 
tï  W ac . ad 


m'e'  jtb 
a'  r'  m l nb 


ni’  d’  bc 


n' d‘  ab.ac 
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ou 


,,  . , m b m' c m ri 

(3 1 ab.cn.  ———  -+-  ac.db  . ——  ■+-  ad  bc.  — --7  — o. 

a b a' c'  ad 


On  aura  «le  même , en  prenant  un  point  m sur  la  droite  «/■>, 

(3')  *'  v . c’d'  + «v . ,r  b ■ . '“c-  + «'  d- . b’c- . ^ = o. 

a b ac  ad 

■49.  L«îs  points  m,  m!  sont  arbitraires;  si  on  les  suppose 
à riutini  et  qu’on  divise  la  première  équation  par  m' d' et 

la  seconde  par  md . les  rapports  ~ï~p’  etc.,  deviennent 
égaux  à l’unité,  et  l’on  a 

(4) 


ab.cd  ac.db 


ad.  bc 
va/  E'~  ° t 


,,,  a'b'.c'd'  a'd.d'b'  a'd'.b'c' 

(4  r 1- 1 ~j — — » 

ab  ar  ad 


Chaeunede  ces  quatre  équations  (3,  3',  4 et  40  exprime 
l’égalité  des  rapports  anharmonûjues  des  deux  systèmes  de 
«juatre  points. 

50.  Remarquons  que  l’équation  (3)  s'écrit  de  manière  à 
ue  contenir  que  des  rapports  anharmoniques , savoir  : 

iab  cb\  im'b'  a'b'\  jac  bc  \ / m' c'  a'c’  \ 

\ad  ’ cdl  \m' d'  a' d')  \ad  bd)  \m'  d' ’ a' d') 

11  en  est  de  même  de  l’éijuation  (3')- 


^ IV.  — Manières  d'exprimer  l'égalité  des  rapports 
anharmonûjues  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites. 

51 . L égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  fais- 
ceaux de  «piatre  droites  s'exprime,  évidetpment,  par  des 

3. 
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équations  semblables  aux  précédentes,  telles  que 


(5) 

(6) 


(l) 


sin(A,  C)  sin(B,  C) sin(A',C')  sin(B',  C') 

sin(A,  D)  sin(B,  D)  sin  (A',  D'  ) ‘ sin  (B',  D')  ’ 

sin  (A,  C)  _ sin  (B,  C)  sin(A',  B')  sin(C',  B') 

sin  (A,  D)  sin  ( B,  D j sin  (A',  D'  ) ' sin  (C',  D'  ) 


sin  (A,  B).sin,C,  D). 
H-  sin  (A,  C).sin(D,  B). 
-I-  sin  (A,  D).sin  ( B,  C). 


sin  (M',  B') 
sin  (A',  B') 
sin{M',  C') 
sin  (A',  C') 
sin  (M*,  IV) 
sin  (A',  D') 


Cette  dernière  dérive  de  l’équation  (3)  dans  laquclleon  peut 
remplacer  les  segments  par  des  sinus,  parce  que  l’équation 
s'écrit  de  manière  à ne  présenter  que  des  rapports  anliar- 
mouiques  (50). 


S V. — Manières  ii' exprimer  qu'un  faisceau  de  quatre 
droites  a son  rapport  anharmonique  égal  à celui  de 
quatre  points. 

52.  Soient  A , B,  C , I)  les  quatre  droites , et  a\  b1,  c\  d' 
les  quatre  points  qui  leur  correspondent,  un  à une,  res- 
pectivement, comme  s'ils  provenaient  de  l’intersection  de 
ces  droites  par  une  transversale. 

I/égalité  des  deux  rapports  anharmoniques  s’exprime 
évidemment  par  les  équations  (i  et  i) , dans  lesquelles  on 
remplace  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
&,  c , d par  celui  des  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  ce  qui 
donne  des  équations,  telles  que 

g sin  (A,  C)  sin  (B,  C)  a' c'  b' c' 

sin  (A,  D)  ‘ (sin  B,  D)  ~ â'<t'  ' Vil’' 

, sin  (A,  C ) sin  (B,  C)  a' b’  d b' 

^ sin  (A,  D ‘ sin  (B,  D)  + a’ d'  ’ dlF 
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Isin(A,  H).sin(C,  D).  ~~  4-  sin  (A,  C)sm  D,  B). 

l'rf' 

-4-  sin  (A,  D) . sin  (B,  C)  - =r  o. 

On  a encor»;  l'équation 


(•«) 


a' b' .c  d' . 
-ha’d'.b'c'. 


sin(M,  B) 
sin  (A,  B) 


4-  «V.  d' b' 


sin(M,  D) 
sin  (A,  D) 


sin(  M,  C) 
sin  (A,  C) 


qui  résnlte  de  l’équation  (3')  dans  laquelle  on  remplace  les 

points  a,  b,  c,  d et  le  point  m par  les  quatre  droites 

A , B,  C , D et  une  cinquième  M. 

On  peut  prendre  dans  l’équation  ( 10)  le  point  m’  à l'in- 

n • 1 1 to'A'  m' c’  , .... 

uni;  alors  les  rapports  et  sont  égaux  a l’unité, 

et  il  vient 


sin 'A,  B).sin(C,  D)  sin  (A,  C). sin  (D,  B) 
a' h'  4 „V 

sin  (A,  D .sin  ( B,  C)  _ 

— - o- 

53.  Nous  avons  dit  (7)  que  quand  un  faisceau  est  formé 
de  quatre  droites  parallèles  A',  B',  C',  D',  on  exprime  leur 
rapport  anharmonique  par  celui  de  quatre  points  a',  //, 
c',  tl\  intersections  de  ces  droites  par  une  transversale.  Il 
s’eusuit  que  l égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux 
faisceaux  de  quatre  droites  s'exprimera  par  les  équations 
précédentes,  quand  l'un  des  faisceaux  sera  formé  d»’  droites 
parallèles. 
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CHAPITRE  IY. 


RAPPORT  HARMONIQUE  DE  QUATRE  POINTS,  Ol'  u’iN 
FAISCEAU  DE  QUATRE  DROITES. 


§ I.  — Rapport,  harmonique  de  quatre,  points. 

JH.  Quand  deux  points  a,  a'  (Jig.  ~ ) divisent  un  seg- 
uuTit  <j  eu  parties  proportionnelles,  c’est-à-dire  telles , 
que  l’on  ait  (abstraction  faite  des  signes  des  segments) 

ae  a'  c 

ôf~  <f' 

on  dit  que  les  deux  points  a,  a divisent  harmoniquement 
le  segment  ej\  ou  bien,  qu'ils  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  e,  J.  Réciproquement, 
ceux-ci  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a’,  et  divisent  harmoniquement  le  segment  ad . On  dit 
encore  que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique. 

11  nous  sera  quelquefois  utile,  pour  faciliter  le  langage, 
de  dire  que  les  deux  segments  an',  cf  sont  conjugués  har- 
moniques. 

55.  L'expression  rapport  harmonique,  appliquée  au  sys- 
tème des  quatre  points,  vient  de  ce  que  les  trois  segments 
comptés  de  l’un  de  ces  points  et  terminés  aux  trois  autres 
sont  en  proportion  harmonique. 

On  appelle  ainsi  une  proportion  géométrique  formée 
avec  trois  nombres  tels,  que  le  i*r  est  au  3°,  comme  le 
irr  moins  le  2e  est  au  a”  moins  le  S"-.  Par  exemple,  les 
trois  nombres  (i.  3 et  •>.  sont  en  proportion  harmonique , 
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parce  que  ^ =.  ^ ~ (*).  Cette  relation  de  trois  nombres, 

dont  deux  sont  arbitraires,  a reçu  des  Grecs  le  nom  de 
proportion  harmonique , parce  qu’elle  se  présentait  dans 
leur  théorie  des  tons  musicaux. 

Nos  quatre  points , entre  lesquels  a lieu  la  relation 


ne  de  , .... 

~yz=z  -yy,  sont  tels,  avons-nous  dit,  que  les  trois  segments, 

comptés  de  l'un  d’eux,  sont  en  proportion  harmonique.  En 
ellet,  considérons  les  trois  segments  comptés  du  point  a, 
af,  aa  et  «e,  et  remplaçons,  dans  l'équation,  a'f  par 
(«/' — aa')  et  a'e  par  (! aa ' — fle),  en  ne  considérant  que 
les  valeurs  absolues  des  segments;  011  a 


ou 


af  af — aa 
ne  aa'  — ar 

1"  segment  i*r — nr 

3'  ~ = a*  — 3": 


ce  qui  est  la  proportion  harmonique. 

Dans  l’énumération  des  trois  segments,  il  faut  regarder 
comme  le  deuxième  celui  qui  joint  deux  points  conjugues. 

56.  On  a coutume  d’exprimer  la  relation  harmonique 


(*)  On  il  ii  encore  que  lu  nombre  du  nu  lieu  surpasse  un  des  extrêmes  et 
est  surpassé  par  l’autre,  de  quantités  qui  sont  une  même  fraction  des  deux 
extrêmes,  respectivement.  Ainsi  3 surpasse  a,  d«*  I qui  est  moitié  de  •>;  el 
3 est  surpassé  par  G,  de  3 qui  est  mottié  de  G. 

Ces  définitions  sont  rapportées  par  Pappus,  au  commencement  du 
livre  111  de  ses  Collections  mathématiques . Après  avoir  défini  les  propor- 
tions arithmétique  el  géométrique , il  ajoute  : «Harmonica  aiitem  medietas 
«<  est,  quand»»  médius  terminus  eadem  parle  et  superal  unutn  extreinororo , 
« et  a reliquo  superatnr  ; ut  hubet  3 ad  3 el  ad  G,  vel  quando  sit  ul  primus 
«<  terminus  ad  tertium,  ita  primus  excessus ad  sec:;ndimif  ul  habent  G,  3,  à.  » 
Pappus  construit  le»  trois  proportions  dans  le  cercle,  par  une  même 
figure,  et  résout  diverses  questions  dont  plusieurs  concernent  la  proportion 
harmonique. 
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i « *j  f • fi  C ' i * • 

de  quatre  points  par  1 équation  —j—  ÿ-  ou  * 011  ne  consi- 
dère que  la  valeur  absolue  des  segments  sans  y faire  entrer 
les  signes  relatifs  à leurs  directions,  parce  qu'en  opérant 
sur  cette  équation,  soit  pour  la  transformer,  soit  pour  la 
combiner  avec  d'autres,  on  a la  ligure  sous  les  yeux,  et 
que  l'on  opère  d'une  manière  concrète,  en  tenant  compte 
delà  position  relative  des  points.  Nous  devons,  pour  donner 
à l'équation  sa  signification  générale,  ainsi  qu’à  toutes 
celles  que  nous  allons  en  déduire,  lui  restituer  le  signe  qui 
lui  convient.  Nous  écrirons  donc  désormais 


ou 

(1 


fit 


«/"  a'f 


a e 

ârf' 


Le  premier  membre  exprime  le  rapport  anhamionique  des 
quatre  points  a , a\  e,  J\  O11  peut  donc  dire  que  : 

Quatre  points  sont  en  proportion  harmonique  quand 
leur  rapport-  an ii arrno nique  est.  égal  à — 1 . 

Nous  avons  vu  (12)  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  11e  peut  pas  être  égal  à -f-  1 . 

lil . Le  point  a’  étant  sur  le  segment  ej\  et  le  point  a 

au  delà,  dans  le  sens  Je,  comme  l’indique  la  figure , le 

point  a'  est  plus  près  du  point  e que  du  point  /;  car  on  a 

11  , . , oc  a'  e 

entre  les  valeurs  numériques  des  segments  ^ = -y y Or 

ne  aj\  donc  a' c a' J . 

Quand  le  point  a s’éloigne  du  point  e,  le  point  a'  s'en 
éloigne  aussi,  mais  beaucoup  plus  lentement,  tellement 
que  quand  le  point  a est  à l’infini,  auquel  cas  le  rapport 

fit!  , . ,»  . , . ti't 

rst  ccal  a ! unih*.  ou  a aussi  1 : ce  nui  montre 

a f "V 
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que  le  point  a se  trouve  au  milieu  de  ef.  De  là  résultent  ces 
deux  propositions  : 

i°.  Quand  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique , 
le  point  milieu  de  deux  points  conjugués  est  toujours  situé 
au  delà  du  segment  compris  entre  les  deux  autres  points 
conjugués. 

a°.  Si  l’un  des  quatre  points  est  à l’infini,  son  conjugué 
est  le  point  milieu  des  deux  autres. 

58.  Soient  h,  />'  (fig.  8)  deux  points  conjugués,  de 
même  que  a et  a\  par  rapport  aux  deux  e,f.  Si  le  point  />', 
situé  sur  le  segment  ef  \ est  plus  près  de  c que  le  point  b 
sera  aussi  plus  près  de  e que  le  point  a ; de  sorte  que  le 
segment  bb'  sera  compris  tout  entier  sur  le  segment  aa' . 
Si  un  point  c'  est  pris  vers  le  point  /-,  son  conjugué  c sera 
au  delà  de  ce  point,  et  les  deux  segments  aa\  ce'  n’auront 
aucune  partie  commune.  Ainsi  : 

Quand  deux  segments  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à un  troisième,  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  : 
ou  quils  i l’aient  aucune  partie  commune , ou  que  l'un 
d’eux  soit  compris  entièrement  sur  Vautre 

59.  Il  suit  de  là  que  : Quanti  deux  segments  empiètent 
en  partie  l itn  sur  l'autre , on  ne  peut  pas  déterminer  deux 
points  qui  les  divisent  harmoniquement  l'un  et  Vautre. 

iNous  dirons  que  les  deux  points  qui  les  divisent  harmo- 
niquement sont  imaginaires , parce  que  l’équation  qui  sert 
à déterminer,  en  général , ces  deux  points  a , dans  ce  cas, 
scs  racines  imaginaires,  comme  nous  le  verrons  plus  tard. 

Ç 11.  — Manières  diverses  d'exprimer  que  quatre  points 
sont  en  rapport  harmonique. 

GO.  Nous  avons  vu  que  quatre  points  ont  trois  rapports 
aiiharinoniqiicsditlërenls,  dont  un  suffit  pour  déterminer  les 
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deux  autres  (34  ).  Que  celui-là  soit  — 5 

af 

autres  seront 


/ 

a e 

V* 


i,  les  deux 


af  ef i aa'  fa' 

an'  ea'  2 ae  Jfe 

Ecrivons 

i aa'  . ef  — 2 af . ea‘, 

| aa'  ,fcz=2.ac.  fa' . 

Chacune  de  ces  équations  exprime  donc  que  les  quatre 
points  sont  en  rapport  harmonique. 

64.  L expression  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
points,  où  entrent  les  distances  d'un  point  aux  trois  au- 
tres (34),  donne  l'équation 

i i 

aa'  af 

zrï=~"’ 

aa'  ae 

?.  i i 

aa'  ae  af 

Un  a pareillement 

a _ i i 

ef  ea  ea' 

Ces  relations  expriment  que  la  valeur  inverse  de  la  dis- 
tance d un  point  à son  conjugué  est  la  moy  enne  arithmé- 
tique des  valeurs  inverses  des  distances  du  meme  point  aux 
deux  autres. 


ou 

(3) 


02.  Quand  on  a plusieurs  points  a , />,  c,  d ,...,  sur  une 
ligne  droite,  si  l’on  prend  un  point  ni  tel,  que  la  valeur 
inverse  de  sa  distance  à un  point  déterminé  ü de  la  droite 
soit  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  inverses  des 
distances  des  points  a , b,  c,...,  au  même  point  O,  c'est-à- 
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dire,  de  manière  que  l’on  ait 

//III 

O m On  Qb  Or  ’ 

n étant  le  nombre  de  points,  et  chaque  distance  devant  être 
prise  avec  son  signe  -+-  ou  — , Maclaurin  a appelé  la  dis- 
tanec  Oui  la  moyenne  harmonique  des  distances  On, 
Oi,  etc.  (*)  ; et  M.  Poncelet  a appelé  le  point  ni  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  des  points  «,  h, . . . (**). 

D’après  cela,  nous  dirons  que  : Quand  quatre  points 
sont  en  proportion  harmonique,  la  distance  de  / un  d'eux 
à son  conjugué  est  la  moyenne  harmonique  des  distances 
du  même  point  aux  deux  autres. 

Ou  bien  encore  : Un  point  est , par  rapport  à son  con- 
jugué, le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux 
autres  points. 


§ III.  — Relations  oit  entre  un  point  arbitraire. 

I. 


(i.'î.  L’expression  générale  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points,  dans  laquelle  entreun  cinquième  point  arbi- 
traire (33),  devient,  quand  ce  rapport  est  égal  à — i, 


(4) 

On  a de  même 


ma 

me 

mf 

a a' 

ac 

ma 

ma' 

7 

— — 

~i 7 

ea 

ea 

(")  De  Itncarum  çeomrtricarum  fooprietatibus  f* enerahbus  Trac  talus , tj  *18. 
(Jet  excellent  ouvrage  se  trouve , sou»  le  titre  d'Appmdix , à la  suite  «lu  Traite 
«l’Algèbre  de  Tailleur,  traité  posthume  qui  a paru  ver»  i~.5o  et  a eu  de 
nombreuses  edilious  en  Angleterre. 

(**)  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques.  'Voir  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  ( relie,  tome  II!  ) 
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Chacune  de  ees  équations  exprime  donc  que  les  deux 
couples  de  points  conjugués  a , a'  e te,  J sont  en  rapport 
harmonique. 

(54.  Aux  trois  segments  ma ',  me , mf  on  peut  substituer 
les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  a',  e,  f sur 
une  droite  menée  par  le  point  m,  lesquelles  sont  propor- 
tionnelles aux  trois  segments;  et,  puisque  le  point  m est 
arbitraire,  il  s’ensuit  qu’en  désignant  par  a',  t et  <p  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  trois  points  e et  f sur  une 
droite  quelconque,  on  a la  relation 

a'  t » 

2 • —,  = H 

an  ne  a J 


U. 


63.  Rapportons  les  quatre  points  a,  e,  J à une  ori- 


. ,,  , ne  a e 

gme  commune  m,  I équation  ^ 


doi 


me  — ma  me  — ma' 

mf  — ma  mf  — ma'  ’ 

OU 


(5)  ( ma  -4-  ma'  ) {me  -t-  mf)  — 2 ma . ma'  -f-  2 me . mf. 

On  peut  écrire 

ma  ; me  — ma'  ) -t-  ma'  ( mf  — ma  ) -t-  me {ma'  — mf 

-)-  mf  ( ma  — me  J — o ; 
ou 


(6)  ma  .a!  c ■+■  ma' . aj  + me  .fa'  -t-  mf.ca  — o. 

Kt  pareillement 

ma  .a' f - 1-  ma' . ac  -t-  me.  fa  mf.  ca'  = o. 


111. 

tM».  Soit  a le  milieu  des  deux  points  a , e,  et  O le  milieu 
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des  deux  e,J  (/‘g-  9)5  l’équation  (5)  devient 

(7)  ma.mn'  + mc.m/r:  3*«.w0. 

Cette  relation  nous  sera  très-utile.  Nous  en  conclurons 
tout  à l’heure,  en  donnant  au  point  m des  positions  parti- 
culières , diverses  relations  très-simples. 

IV. 

07.  Le  rapport  harmonique  s'exprime  eneore  par  l'équa- 
tion 

1 1 

(8)  rua. ma' . ef  4-  me  ./a  -+-  mf  . a. e ~o, 

OU 

— 1 1 

(8')  me  . mf.  aa‘  4-  ma  .a’  O 4-  ma’  .Oo  = o. 

On  peut  démontrer  ces  équations,  la  première,  par  exem- 
ple, par  le  raisonnement  suivant.  Si  l’équation  n’est  pas 
identique  quel  que  soit  le  point  m , elle  servira  à détermi- 
ner les  positions  de  ce  point  qui  y satisfont,  et  il  n’y  aura 
que  deux  positions,  car  en  rapportant  tous  les  points 
ni , a , etc.,  à une  origine  commune  A,  le  segment  A ni 
entrera  dans  l’équation  au  second  degré.  Or  l'équation  est 
satisfaite  pour  plus  de  deux  positions  du  point  m : car  si 
l'on  fait  coïncider  ce  point  successivement  avec  les  points 
a,  a ’,  e,  J\  on  trouve  des  relations  déjà  démontrées;  et 
si  011  le  suppose  à l’infini , on  a l’identité  ef  -b  f< * -+-  ae=o. 
L'équation  du  deuxième  degré,  d’où  dépendraient  les  posi- 
tions du  point  m,  aurait  donc  plus  de  deux  racines;  ce  qui 
prouve  qu’elle  est  identique,  c’est-à-dire  que  l'équation  (8) 
a lieu  pour  toutes  les  positions  du  point  ni.  c.  Q.  r n. 
Autrement..  On  a la  relation  (7) 

rua . ma'  4-  me .mf = sim, ml), 
et  les  deux  identités 

- a 

me  4-  me . mf  =r  1 me  . m O, 
mf  4-  me . mf—  x mf . m O. 
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Multipliant  ces  trois  équations,  respectivement,  par  ef\ 
ja  et  ae,  et  les  ajoutant  membre  à membre,  il  vient 

ma. ma' . ef  •+-  nu:,  fa  -H  mf.  a r + me . mfirf  -h  fa  +af) 

= 2 m 0(mx.rf  +me.fa  -+•  mf.aé). 

Or  on  a entre  les  trois  points  a.  e,J, 
tf-hfa  -+■  ar  = o (4), 

et  entre  les  quatre  m , « , e , /, 

ma.rf  -t-  me  .fa  -+-  mf .ex  = o (SI); 
il  reste  donc 

7 J 

ma . ma' . ef  -t-  me . fa  -+-  mf . a c — o. 

c.  q.  f.  n.  (*). 

\. 

H8-  Remplaçons / a.  dans  cette  équation  par  (Je — are)  , 
il  vient 

7 / 1 i \ 

ma . ma' . ef  ■+■  me  .fr  — (me—  mf  )ac  = o; 
ou , pa  rr  <•  que  me  — mf = (me-hmf)  (me—  mf)  = ïmO.fe, 

3 

(g)  ma. ma'  — mr+îj(,.oiO  = o. 

e JV',  Corollaires  de  l'équation  (7).  — Relations  où 

entrent,  les  points  milieux  des  deux  segments  aa',  ef. 

69.  Supposons , dans  l'équation  ( 7) , que  le  point  m coïn- 
cide avec  a , iWient 

a axa'  -t-  ar . «/=  o. 


(•)  Nous  donnerons,  dans  la  théorie  de  l'inrolution  , une  autre  démons- 
tration, appliquée  à un  théorème  plu»  gênerai  relatif  i six  points  en  invo. 
lution , dont  l'équation  actuelle  n'est  qu’un  cas  particulier. 
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ou , parce  que  cui  — — art, 


( i o ) xa  ~ a. e . xf. 

Pareillement 

(10')  Oc  = 0«.0rt'. 

Cette  équation  donne 

Ôr  — Oat  — a a. 


OU 

(il)  xa  4-  0<?  = Oï  ; 

ou  bien,  entre  les  quatre  points  rt,  a',  e,  /. 


(12)  fia'  -+-  ef  =z(ae-baf)'. 

70.  Si  le  point  ni  coïncide  avec  le  point  «,  ou  a 


eu . ea'  ~ 2ca.c0; 


or  2.eO  = ef  donc 

( 1 3 ) t a . ra'  — c.x.ej. 


ef  est  la  moyenne  harmonique  des  distances  des  deux 
points  a,  «'  au  point  e ((53)  ; et  ea.  est  ce  qu’on  appelle  la 
moyenne  distance  de  ces  deux  points  au  même  pointe; 
l cquation  exprime  donc  que  : 

Le  produit  des  distances  île  deux  points  à une  origine 
commune,  prise  sur  la  meme  droite,  est  égal  au  produit  de 
la  moyenne  harmonique  et  de  la  moyenne  distance  de  ces 
deux  points  relatives  à l’origine. 

Cette  relation  nous  sera  souvent  utile. 


71.  L’ëquation  (i3),  divisée,  membre  à membre,  par 
fa. fa'  — Ja.  .Je,  qui  exprime  le  même  théorème,  donne 


(*4) 


r.a.ea'  ex 
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Et,  à cause  de  l'équation  (i), 


(.5) 

ae  a e 

Pareillement 

(i5') 

en  0 a 

E?’  ~ Oa' 

ea 

72.  L’équation 

2 

/ \ . aa 

(io)  s écrit  =J  = 

a r 


uc  1 


. . x ua  fa 

quation  (i5  = — 3 «.  ou 

ae  ea 


(«6) 


ae 

af 


uc 
u a 


On  peut  encore  écrire,  à cause  de  l'équation  (10), 
ae  u a 

<■’>  «7=-r/ 

$ V,  — Relations  où  entrent  fieux  points  arbitraires . 

1 

73.  L'équation  (6‘)  s’écrit 

ma  ea'  ma'  af  me  a'f 

• — H 

mj  ea  mj  ae  ae  mf 


ou , eu  désignant  par  n le  point  à l'infini , 


11  n’entre  dans  celte  équation  que  des  rapports  anliar- 
moniques,  par  conséquent  elle  a lieu  quel  que  soit  U; 
point  n (20). 
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Multiplions  par  mf.ea.na il  vient 

(18)  ma . nf.a'e  ma'  .ne .af  -+-  me .na  .fa'  -f-  mf.na'  ,ea=z  o. 

Dans  cette  relation  entre  quatre  points  en  rapport  har- 
monique, a,  a',  e,  f,  et  deux  points  arbitraires  m,  n,  ces 
deux  points  entrent  de  la  même  manière. 


H. 

71.  t écrivons  l’équation  (7)  ainsi  : 

ma  ma'  me  mf 

m a m O ma  m O 


ou,  en  appelant  n le  point  situé  à l'infini , 

(ma  na\  [ma'  na' \ [me  ne\[mf  nf\ 

ma  na)  \mO  «0/  \m  a na)  \rnO  ' n O / 


Il  n’entre  dans  cette  équation  que  des  rapports  anharmo- 
niques;  conséquemment  elle  a lieu  quand  le  point  n est 
pris  arbitrairement , mais  à la  condition  que  a et  O ne 
seront  plus  les  milieux  des  deux  segments  aa\  ej\  mais  bien 
les  conjugués  harmoniques  du  point  n par  rapport  aux 
deux  segments  aa\  cj\  L’équation  prend  la  forme 


(>9) 


ma.  ma'  me.rnf  ma.mO 

T H 7 = 2' FT 

na . na  nc.nj  n a.  ni) 


Le  point  mêlant  arbitraire,  supposons-lc  à l'infini,  etdivi- 
. ma  ma ' 

sons  par  ma.rnOi  les  rapports  — * — sont  ecraux 
1 r 1 ma.  m O 

à l’unité,  et  il  vient 


i i ?. 

na  na’  ne.nf  na.nO 

Mais  il  faut  remarquer  que  celte  équation  , où  n’entre  qu’un 
point  arbitraire,  n’est  pas  différente,  au  fond,  de  l’équa- 

4 


Digitized  by  Google 


5o  TRAITÉ  DE  GEOMETRIE  SUPÉRIEURE, 

lion  (7).  En  effet,  écrivons-la  ainsi, 

ne  .nf  na . na' 

ne .n  t -f-  na  . na  — 2. — — : 

«O  n a 

a.  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  n par  rapport 
anx  deux  a,  a',  on  a , en  appelant  a,  le  milieu  de  ceux-ei , 
na.na' = not.nat  (70).  On  a pareillement,  en  appelant 
O,  le  milieu  du  segment  ej\  ne.nf = nO.nO,.  L’équation 
devient  donc 

na.na'  -+-  ne.nf  — 2na,.nO,; 
ce  qui  est  précisément  l’équation  (7). 

111. 


75.  L'équation  ( 8 ) prend  la  forme  ; 

j 

ma.  ma’  ef  me  fa 

7'  ea  _/  ca 

mf  mf 

ou.  en  désignant  par  n le  point  situé  à l’iniiiii, 

/ma  na\  /ma’  na’\  (ef  nf\ 

\mf  ' nf  ) \ni  f nf  ) \ea  ’ na) 

(me  ne  \ (fa  f n\ 

=’•=’)  U- 

L’équation  ne  coutenanl  que  des  rapports  auharmoni- 
ques,  on  y peut  supposer  le  point  n quelconque,  pourvu 
que  a n'y  représente  plus  le  point  milieu  du  segment  aa\ 
mais  bien  le  conjugué  harmonique  du  point  n par  rapport 
aux  deux  a , a . L’équation  devient 


ma.  ma'  , me  . mf 

(20) 

na.na.  „t,  „/ 

Si  le  point  m est  à linlini , il  vient 
ef.na  fa  ae 

21)  — — H > — °- 

na . na  ne  n / 


.nf  = o 
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On  simplifiera  ces  deux  équations  en  y remplaçant  - — -- 

par  ——i  a,  désignant  le  point  milieu  du  segment  au'  (70). 

n st| 

76.  Observation.  — On  peut  introduire  un  point  arbi- 
traire n dans  les  équations  (to,...  i5),  par  des  considéra- 
tions semblables  à celles  dont  nous  venons  de  faire  usage. 
On  aura  ainsi  de  nouvelles  relations  à deux  termes , pour 
exprimer  que  deux  couples  de  points  «,  a' et  <?,_/' sont  en 
rapport  harmonique.  Les  points  milieux  a et  O des  deux 
segments  aa',  ef  deviennent  dans  ces  relations,  de  même 
que  dans  l’équation  (19),  les  conjugués  harmoniques  du 
point  n par  rapport  aux  deux  segments.  Nous  n’eutrerons 
pas  dans  ces  détails , parce  que  les  formules  que  l’on  ob- 
tient ainsi  expriment  des  propriétés  relatives  aux  deux 
points  qui  divisent  harmoniquement  deux  segments  à la 
fois.  Ces  propriétés  reviendront  plus  tard  comme  consé- 
quences naturelles  de  la  théorie  de  l’involution  de  six 
points. 

§ VI.  — Connaissant , dans  une  proportion  harmonùiue, 

deux  points  conjugués  et  le  milieu  des  deitx  autres. 

trouver  ceux-ci. 

77.  Les  deux  points  conjugués  a,  a'  sont  connus,  ainsi 
que  le  milieu  O des  deux  e . j.  Ceux-ci  se  déterminent 
par  la  relation 

Oe  = — O/"  = ± y'Oa.O/i'  (10'). 

Il  faut,  pour  que  cette  expression  soit  réelle,  que  le  milieu  O 
des  deux  points  cherchés  soit  au  dehors  du  segment  au'  ; s’il 
était  sur  le  segment  lui-mème,  le  produit  Oa.Oa'  serait 
négatif,  et  l’expression  de  Oe  imaginaire.  On  dit  alors  que 
les  deux  points  conjugués  cherchés  sont  imaginaires. 

Nous  reviendrons,  dans  le  chapitre  suivant,  sur  celte 

4- 
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notion  de  points  imaginaires,  qui  demande  quelques  déve- 
loppements. Toutefois,  il  faut  ajouter  iei  que  si  les  deux- 
points  donnés  a , a'  étaient  eux-mêmes  imaginaires,  les 
deux  points  cherchés  e,  J seraient  nécessairement  réels, 
parce  que  dans  ce  cas  le  produit  Oa. Ou'  serait  positif, 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin  (89). 

L'expression  de  Oe  se  change  en  celle-ci , 

Oe  = — Of  — ± VO*’—  an", 
a étant  le  milieu  du  segment  aa'  (4). 


78.  Expressions  tiF.  ae  et  aj.  — On  a ore  = aO — eO; 
nO  -+-  a'O 


lO  : 


Or  — rt  \0a.0a'. 


Donc 


«f  = -(oO  + n'Oij\'Oii.Oii')i 
<xc  =z  - (v«0  ± fn'Ofi 

ou,  en  multipliant  et  divisant  par  (y/nOrp \ n'())s, 


xr  = - 
2 


(y'nO  zp  v'V/'O 


S VII.  — f'  aisceau  tic  quatre  droites  en  rapport 
harmonique. 

79.  Quand  quatre  droites  A , A',  E,  F,  concourantes  en 
un  même  point,  ont  leur  rapport  anharntonique  égal  à — i , 
de  sorte  que  l’on  ait 

sin  (A,  E sin  (A',  F.) 
sin  (A,  F)  sin  (A',  F’) 

on  dit  que  ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. On  dit  aussi  que  les  deux  droites  E,  F sont  eonju- 
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guérs  harmoniques  par  rapport  aux  deux  A,  A',  ou  bien 
quV7/e.(  divisent  harmoniquement  l'angle  des  deux  droites 
A,  A';  et,  réciproquement,  que  ces  deux-ci  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres,  ou  bien  qu'elles 
divisent  harmoniquement  l’angle  de  ces  deux-là. 


Ces  quatre  droites  rencontrent  une  transversale  quel- 
conque en  quatre  points  a,  a',e,J  qui  sont  en  rapport 
harmonique;  car  on  a 


ae  a'  c 
af  ' a'  f “ 


(15). 


80.  Si  la  transversale  est  parallèle  à l une  des  droites,  à la 
droite  A',  par  exemple,  le  pointa'  sera  à l'infini , et  l'on 
aura  simplement 


ne 


par  conséquent  le  point  a est  le  milieu  du  segment  et. 

Cela  prouve  que  si  les  deux  droites  A . A'  sont  rectangu- 
laires, les  deux  K , F font  des  angles  égaux  avec  l'une  d’elles; 
c est-à-dire  que  : 

Quand  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port à deux  autres  sont  rectangulaires,  l’une  d’elles  est 
la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  ces  deux-ci. 

El  réciproquement  : La  bissectrice  d'un  angle  et  sa  per- 
pendiculaire divisent  harmoniquement  cet  angle. 

81 . On  conclut  de  là  cette  propriété  du  cercle  : 

Quand  deux  points  divisent  harmoniquement  un  dia- 
mètre , les  droites  menées  d’un  point  de  la  circonférence 
à ces  deux  points  sont  également  inclinées  sur  la  droite 
menée  du  meme  point  à l’une  des  extrémités  du  diamètre. 

Car  les  deux  droites  Se,  S J (fg-  to)  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  Sa  , Sa'  : mais  celles-ci 
sont  rectangulaires;  par  conséquent  1 une  d’elles  est  la  bis- 
sectrice de  l angic  des  deux  droites  Se,  S/. 
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§ VIII . — Relations  entre  quatre  droites  en  rapport 
harmonique. 

82.  Toutes  les  relations  entre  quatre  points  en  rapport 
harmonique  qui  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  telle, 
qu’elles  ne  contiennent  que  des  rapports  anhannoniques , 
s’appliqueront,  parle  simple  changement  des  segments  en 
sinus  d’angles , à quatre  droites  en  rapport  harmonique. 

Ainsi , la  première  des  équations  (2)  s'écrit 
aa'  af 
ca'  cf 

On  a donc 

sin  (A,  A')  sin  (A,  F) 

sin(E,  A'j  sin  (E,  F)  ’ 
ou 

sin  (A,  A'),  sin  (E,  F)  = 2 sin  (A,  F),  sin  (E,  A'). 

83.  De  même,  l'équation  (4),  qui  contient  un  point  arbi- 
traire, donne  la  suivante,  qui  contient  une  droite  arbi- 
traire , 

sin(M,A')_  sin(M,E)  sin(M,F) 
sin(A,A')  sinfA,F.)  sin  (Â,  F) 

Et  pareillement 

sin(M,  F)  _sio(M,A)  sin(M,A') 
sin(E,  F)  sin{E,  A)  + sin(E,  A') 

Si  1 on  prend  la  droite  M perpendiculaire  à la  droite  F.,  il 
vient 

2 1 1 

tang ( K,  F)  ~ tang(E,  A)  tang(E,  A')’ 

ou 

2 cot  (E,  F)  = cot(  E,  A)  -+-  eot (E,  A' ). 

8i.  La  formule  (ly)  donne  celle-ci  : 

sin  (M,  A)  sin  (H,  A')  t sin  (M,  E)  sin  (M,  F) 
sin;  N,  A)  sin  (N,  A')  sin  (N,  E)  sin  (N,  F) 
sin  ( M,  a)  sin  (M,  0) 
sin  ( N,  a)  sin  { N,  O)’ 
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dans  laquelle  M et  j\  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a, 
Ü les  droites  eonjuguées  harmoniques  de  la  droite  N par 
rapport  aux  deux  couples  de  droites  A , A',  et  E , F. 

Si  les  deux  droites  M,  N sont  rectangulaires,  il  vient 


cot  ( N,  A) cot  (N,  A' } 4-  cot  ( N,  E ) cot  ( N,  F ) = 3 rot  (N,  a)  rot  (N,  O). 

83.  Enfin,  la  formule  (20)  donne  celle-ci  : 

sin(M,  A)  sin(M,A')  . . 

sin  L.  FUin(Pi,a 
sin  (N,  A)  sin  (N,  A ) v v ' 

sin’  ( M,  E) 

+ sin~(¥,l)8lll(  ’a)Sm(  ’ } 

sin!(  M,  F)  . 

^s^(N;F)s,n(a’h)s,nlN’t)  = ü- 


M et  N sont  deux  droites  arbitraires,  et  a est  la  droite 
conjuguée  harmonique  de  la  droite  N par  rapport  aux  deux 
A et  A'. 

Si  les  deux  droites  M,  M sont  rectangulaires,  il  vient 


cot  (N,  A)  cot  ( N,  A'  ) sin(E,  F)  sin  ( N,  a) 
4-  cot’ i,  N,  E)  sin  ( F,  a)  sin  (N,  E) 

4-  cot3(N,  F)  sin  (a,  E)sin(N,  F)  = o. 
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CHAPITRE  Y. 


DU  SYSTÈME  DE  DEUX  POINTS  OU  UE  DEUX  DROITES 
IMAGINAIRES. 


§ I.  — Manière  de  déterminer  simultanément  deux  points 
sur  une  droite.  — Points  imaginaires. 

86.  Deux  points  sont  déterminés  simultanément,  sur 
une  droite,  quand  on  connait  leur  point  milieu  et  le  pro- 
duit, ou  rectangle,  de  leurs  distances  à une  origine  com- 
mune prise  sur  la  même  droite. 

Soient  a,  a’  les  deux  points  ( jig . n),  a leur  point 
milieu,  et  e le  produit  de  leurs  distances  au  point  fixe  M ; 
on  a 

p=r  Mii.Ma1  = Ma  — a a (A), 

d’où 


Ainsi , la  détermination  des  deux  points  dépend  de  la  con- 
struction de  l'expression  — Ë;  et  les  distances  des 

deux  points  à l'origine  M sont 

Mii  = M»  + y/'M  a — ~»t 
et 

/ 1 

Ma'  = Ma  — y M»  — v. 

On  peut  donc  dire  que  deux  points  sont  exprimés  ou 
représentés  par  un  point,  qui  sera  leur  milieu , et  un  rec- 
tangle, qui  sera  le  produit  de  leurs  distances  à une  origine 
commune. 
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Quand  le  rectangle  v est  négatif,  l’expression  yAlct  — e 
est  toujours  réelle,  et  la  détermination  des  deux  points 
s’effectue  toujours.  Mais  quand  le  rectangle  v est  positif,  il 

faut,  pour  que  l’expression  VMa — esoit  réelle,  que  Ma 
soit  plus  grand  que  e;  s’il  est  plus  petit,  l’expression  est 
imaginaire,  et  les  deux  points  cherchés  n’existent  plus.  O11 
dit  alors  qu'ils  sont  imaginaires . 

.Nous  appellerons  points  conjugués  ce  système  de  deux 
points  déterminés  simultanément  par  deux  données,  savoir, 
leur  point  milieu,  et  le  produit  ou  rectangle  de  leurs  dis- 
tances à une  origine  commune. 

87.  On  peut,  en  impliquant  ces  deux  données  dans  une 
équation  du  second  degré  à une  seule  inconnue , représen- 
ter les  deux  points  par  cette  seule  équation.  Car  on  a 

Mn  + Ma'  = îMj  et  Ma.Ma'  = «; 

d’où 

Ma  (2  Ma  — Ma)  = v. 

Ma  — 2 M a . M a ■+■  v = o , 
ou,  en  représentant  Ma  par  .r, 

x1  — 2 M j.  . x -+-  e ~ o. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  donc  les  distances  des 
deux  points  a,  a'  à l’origine  M.  Quand  ces  racines  seront 
imaginaires , on  dira  que  les  deux  points  sont  imagi- 
naires. 

88.  Ainsi  l’on  conçoit  bien  ce  que  nous  entendrons  par 
deux  points  imaginaires  sur  une  droite;  cela  signifiera 
que  les  deux  données  ou  cléments  qui  servent  à la  déter- 
mination des  deux  points,  savoir,  leur  poiut  milieu  et  le 
rectangle  de  leurs  distances  à une  origine  commune , 
donnent  lieu  à une  expression  imaginaire  des  distances  do 
ces  points  à l’origine,  ou  bien  que  l’équation  du  second 
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degré,  qui  suffit  pour  représenter  les  deux  points,  a ses  ra- 
cines imaginaires. 

Quand  nous  parlerons  de  deux  points  imaginaires , il 
sera  question  de  deux  points  conjugués  déterminés  comme 
il  vient  d’être  dit,  lesquels  pourront  avoir,  avec  une  figure 
donnée,  certaines  relations  au  moyen  de  leurs  deux  élé- 
ments; et  il  ne  s’agira  pas  de  deux  points  quelconques  indé- 
pendants l'un  de  l'autre,  tels  que  deux  points  qui  appar- 
tiendraient à deux  systèmes  différents  de  points  conjugués. 

89.  Le  produit  des  distances  de  deux  points  imagi- 
naires à un  point  réel,  pris  sur  la  même  droite , est  réel 
et  toujours  positif. 

Les  deux  points  imaginaires  sont  déterminés  par  leur 
point  milieu  a et  le  produit  de  leurs  distances  à une  ori- 
gine m : ce  produit  étant  v . les  distances  sont  (8fi) 

/ — j 

ma  = m a -+-  y m a — e, 
ma'  — ma.  — y ma  — v. 

Si  I on  change  d’origine  et  qu’on  prenne  le  point  M,  on  a 
ma  — M a — M m , 
ma'  = M a'  — M m ; 

ma . ma'  — Mo.Ma'  — (Ma  4-  Ma')  M/a  4-  M/n. 

Or,  ma. ma  — v et  Ma  -+-  Ma'  = a Ma  ; il  s ensuit  que 
M a . M a'  =:  2 . M a . M m 4-  v — Mm. 

Ainsi  le  produit  Ma. Ma'  est  toujours  réel. 

Il  est  toujours  positif.  En  effet,  on  peut  écrire 

Mo. Ma'  = Ma—  (Ma  — M ///)•  4-  • 

Or.  Ma  — M m — met:  donc 

= — {m  -j  — v) . 
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(ma  — (')  est  négatif  par  hypothèse,  puisque  les  deux  points 

sont  imaginaires;  donc  Ma  — (ma  — e)  est  une  quantité 
positive;  donc  Ma. Ma'  est  positif. 

Autrement.  On  simplifie  la  démonstration  en  représen- 
tant les  deux  points  imaginaires  par  l’équation  du  second 
degré 

x1  ar  b — o. 


dont  les  racines  sont  les  distances  des  deux  points  à une 
origine  commune  m. 

Remplaçant  x par  x'  4-  A,  ou  a l’équation 

x',  + (ji  + a)i'  + i‘+  a A -4-6  = 0, 

dont  les  racines  expriment  les  distances  des  deux  points  à 
une  autre  origine  M,  déterminée  par  la  valeur  attribuée  à 
A.  Le  produit  de  ces  distances  est  égal  à (A’  + aA  -t-  b)  ; 
quantité  réelle  et  toujours  positive,  car  elle  se  met  sous  la 
forme 

hD'+hï)’ 


et  chacun  des  deux  termes  est  positif  ; le  premier,  comme 
étant  un  carré , et  le  second  ( b — y-)  ' Parc<'  <Iue  les  racines 
de  l'équation  proposée,  savoir, 

sont  imaginaires,  par  hypothèse.  Donc,  etc. 


§ II.  — H dations  entre  des  points  réels  et  des  points 
imaginaires . 

90.  Deux  points  imaginaires  peuvent  avoir  des  relations 
réelles  avec  différentes  parties  d’une  figure,  par  exemple, 
avec  des  points  réels.  Ce  seront  des  relations  dans  les- 
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quelles  les  deux  points  imaginaires  seront  représentés  im- 
plicitement par  leurs  deux  cléments,  c’est-à-dire,  dans  les- 
quelles entreront  ces  deux  éléments. 

Ainsi,  supposons  que  dans  une  ligure  on  ait  trouvé  entre 
trois  points  en  ligne  droite,  e,f a,  le  point  milieu  O des 
deux  premiers,  et  un  autre  point  m de  la  même  droite, 
cette  relation 

me  .mf  -+■  v — ima.  m O, 

v étant  un  rectangle  ou  produit  de  deux  lignes,  dépendant 
de  la  figure.  On  peut  regarder  ce  rectangle  et  le  point  a. 
comme  les  éléments  de  deux  points  a,  a 1 (réels  ou  imagi- 
naires), le  point  oc  étant  leur  point  milieu, et  le  rectangle  v 
le  produit  de  leurs  distances  au  point  m \ l’équation  pourra 
donc  s’écrire 

me.mf  -h  ma. ma’  — f.mrn.m O, 

et  elle  exprimera  une  propriété  de  la  figure,  relative  aux 
deux  points  déterminés  par  les  deux  éléments  a.  et  e. 

Si  les  deux  points  sont  réels,  ou  pourra  les  substituer, 
dans  l’énoncé  du  théorème  exprimé  par  l’équation  , au 
rectangle  et  s'ils  sont  imaginaires,  on  pourra,  soit  con- 
server ce  rectangle  dans  l’énoncé  du  théorème,  soit  y 
introduire  la  notion  des  deux  points  imaginaires  , mais  en 
sous-entendant  la  définition  que  nous  avons  donnée  (88) 
de  ces  points  fictifs. 

91 . La  propriété  qu’exprime  l'équation  que  nous  venons 
de  prendre  pour  exemple,  c’est  que  les  deux  points  «,  qui 

ont  pour  milieu  le  point  a , sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  c,J' (6t>). 

Ainsi  l’on  peut  concevoir  deux  points  imaginaires , con- 
jugués harmoniques  par  rapport  à deux  points  réels  ; cela 
veut  dire  que  les  deux  points  réels  ont , avec  les  éléments 
qui  représentent  le  système  des  deux  points  imaginaires , 
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les  relations  qui  expriment  d’une  manière  générale  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  réels , conjugués  deux 
à deux. 

02.  Nous  avons  vu  que  quand  les  deux  points  imagi- 
naires sont  donnés,  ainsi  que  le  milieu  des  deux  autres 
points,  ceux-ci  sont  toujours  constructibles,  et  par  consé- 
quent toujours  réels  (77).  11  s’ensuit  que  quand  deux  cou- 
ples de  points  a,  a et  c,  J sont  en  rapport  harmonique, 
l’un  des  deux  couples  seulement  peut  être  imaginaire,  et 
que  l'autre  est  toujours  réel. 

Si  l'on  donne  le  système  des  deux  points  imaginaires 
a,  a , et  l'un  e des  deux  points  réels,  le  second  f se  déter- 
minera par  la  relation 

' ta . ea'  = ea . ef  ( 70  ) , 

dans  laquelle  les  deux  points  imaginaires  entrent  par  leurs 
deux  éléments,  savoir,  leur  point  milieu  a et  le  rectangle 
ea.ca'  de  leurs  distances  au  point  c. 

Î13.  Quand  deux  systèmes  de  points  sont  représentés, 
respectivement , par  deux  équations  du  second  degré, 

x1  ax  -t-  b = o, 

.r’  -+-  u'.r  + J'=û,t 

les  relations  que  ces  points  doivent  avoir  entre  eux  s’ex- 
primeront au  moyen  (les  coeflicients  a,  b,  a',  b',  qui  équi- 
valent aux  deux  éléments  de  chaque  couple  de  points.  S’il 
s’agit  de  la  relation  harmonique,  elle  s’exprimera  par 
l’équation 

I L / 0(1 

b -|-  b'  = o, 

qui  équivaut  à 

v — 7.  m a . m a', 

a,  a'  étant  les  milieux  des  deux  couples  de  points,  et  e,  v' 
les  produits  de  leurs  distances  à l’origine  m (tifi). 
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94.  Observation.  — Bien  que  nous  exprimions  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  par  une  équation  de 
condition  entre  les  éléments  des  deux  couples  de  points,  il 
ne  faut  pas  songer  à exprimer  de  même  le  rapport  an  har- 
monique de  quatre  points.  La  chose  n’est  possible  dans  le 
premier  cas,  que  parce  que  les  deux  points  de  chaque 
couple  entrent  d’une  manière  symétrique  dans  la  relation 
harmonique,  de  môme  que  dans  chacun  de  leurs  deux  élé- 
ments, de  sorte  que  l'on  peut  changer  uu  point  en  son  con- 
jugué, et  vice  versd. 

Si  l’on  pouvait  exprimer  que  le  rapport  anliarmonique 

—f.  : <~Jy  des  deux  couples  de  points  a , a'  et  e ,/  est  égal  à X 

par  une  relation  entre  X et  les  quatre  éléments  des  deux 
couples  de  points,  cette  relation  n’indiquerait  pas  dans  quel 
ordre  on  devrait  prendre  les  deux  points  a,  a ',  non  plus 
que  les  deux  e,  J\  de  sorte  qu'on  ne  saurait  pas  si  le  rap- 

. . ac  a'  c af  a'f 

port  anharmonique  est  — : — — o ou  — : —• 
r 1 af  a J ac  n e 

§ 111.  — Autres  éléments  par  lesquels  on  peut  déterminer 
deux  points  imaginaires. 

95.  On  sait  construire  le  point  conjugué  harmonique  f 
d'un  point  donnée,  par  rapport  à deux  points  réels  ou 
imaginaires  a , a (92).  Ce  point,  qu’on  appelle  aussi  le 
rentre  des  moyennes  harmoniques  des  deux  a . a'  par  rap- 
port au  point  donné  (02) , est  toujours  réel , de  même  que 
le  point  milieu  des  deux  points  a,  a'  et  le  produit  de  leurs 
distances  à une  origine  commune.  De  ces  trois  choses , le 
point  milieu  des  deux  points,  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques  par  rapport  au  point  donné , et  le  rectangle 
de  leurs  distances  à une  origine  commune,  deux  suffisent 
pour  déterminer  la  troisième,  et  par  conséquent  pour  dé- 
finir les  deux  points. 
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En  effet,  qu'on  représente  le  produit  ma. ma'  par  e, 
l'équation  (66  ) s’écrit 

k -+-  me.mf  = mu  flfli  e -+-  mf]  ; 

relation  entre  les  deux  éléments  e et  a des  deux  points 
a , a',  réels  ou  imaginaires,  et  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques  J relatif  au  point  c. 

!X».  On  pourrait  donc  prendre,  pour  déterminer  le  sys- 
tème de  deux  points  conjugués  susceptibles  de  devenir  ima- 
ginaires, d’autres  éléments  que  le  point  milieu  et  le  rec- 
tangle que  nous  avons  choisis  parce  que  ce  sont  les  deux 
éléments  qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  les  spécu- 
lations géométriques,  et  qui  entrent  explicitement  dans 
l’équation  du  second  degré  qui  sullit  pour  représenter  les 
deux  points. 

En  général,  on  peut  prendre  toute  relation  géométrique 
qui  conduit  ri  une  équation  du  second  degré.  Par  exemple, 
ayant  sur  une  droite  quatre  points  fixes  A,  A',  B,  B',  on 
déterminera  la  position  de  deux  points  n,  si  l’on  ex- 
prime que  le  rapport  des  produits  des  distances  de  chacun 
d’eux  aux  deux  couples  de  points  A , A'  et  B , B',  respecti- 
vement. a une  valeur  donnée,  c’est-à-dire  que  l’on  a 

An . A'  a An' . A'  « 

B h . B'  rt  = B n'.  B' fl'  ~ ‘ 

Lne  manière  de  déterminer  deux  points,  qui  se  présen- 
tera très-souvent  dans  la  théorie  des  sections  coniques, 
sera  de  les  considérer  comme  divisant  harmoniquement 
deux  segments  à la  fois;  ces  segments  pouvant  être  réels 
ou  imaginaires. 

On  détermine  encore  deux  points  conjugués  par  le  sys- 
tème d’une  droite  et  d’un  cercle,  ou  d’une  droite  et  d’une 
section  conique,  et  de  diverses  autres  manières,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  suite. 
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^ 1 \ . — Du  système  de  deux  points  imaginaires  en  rapport 
harmonique  avec  deux  points  réels. 

97.  La  plupart  des  relations  entre  deux  couples  de  points 
en  rapport  harmonique,  que  nous  avons  démontrées  dans 
l'hypothèse  de  quatre  points  réels,  ne  sont  plus  applicables 
dans  le  cas  où  deux  de  ces  points  sont  imaginaires,  comme 
il  peut  arriver  (91  ) ; c’est-à-dire  que  ces  relations  peuvent 
ne  plus  avoir  de  sens  explicite;  les  segments  qui  y entrent 
sont  en  quelque  sorte  désagrégés , et  ne  représentent  que  des 
quantités  imaginaires,  lesquelles  ne  sont  rien  par  èlles- 
mèmes  , considérées  isolément  ; par  exemple , la  relation 

ae  a' c 

Vf  = - Vf 

n’a  pas  de  sens  explicite , si  a et  a'  sont  imaginaires.  Celle- 
ci  non  plus 

2 i t 

e f fa  ta' 

et  beaucoup  d'autres. 

Mais  si  l’on  admet  que  l’on  puisse  faire  sur  les  quantités 
imaginaires  les  mêmes  opérations  d'addition,  multiplica- 
tion, etc.,  que  sur  les  quantités  réelles,  principe  pratiqué 
en  algèbre,  alors  on  déduira  de  chacune  de  ces  équations 
une  relation  où  les  deux  points  a,  a' n’entreront  que  par 
leurs  deux  éléments,  et  cette  relation  sera  une  expression 
explicite  et  ♦ntelligible  du  rapport  harmonique  des  deux 
points  imaginaires  a , a'  avec  les  deux  point  réels  e ,/.  Par 
exemple,  la  seconde  équation  ci-dessus  donnera 

2 ca  -t-  ta’  2. ea 

ef  ta  .ta'  en  .ta'' 

OU 

rf.e  a = ea  .et r'; 

équation  où  n entrent  que  les  deux  éléments  des  deux 
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points  imaginaires,  savoir,  leur  point  milieu  a,  et  le  rec- 
tangle ea.ea'  de  leurs  distances  au  point  c. 

On  pourra  donc  exprimer  les  dépendances  existantes  entre 
deux  points  imaginaires  et  des  parties  réelles  d’une  figure, 
dépendances  qui , au  fond,  ne  peuvent  contenir  que  les  é/é- 
ments  des  deux  points,  par  les  relations  générales  qui 
conviennent  au  cas  de  points  réels  et  dans  lesquelles  ces  élé- 
ments n’apparaissent  pas  explicitement.  Mais  alors  les  seg- 
ments qui  entrent  dans  ces  relations,  comme  dans 

ne  n'e 

doivent  être  considérés  comme  des  symboles,  au  moyen  des- 
quels on  fait  allusion  au  cas  où  les  points  seraient  réels , et 
qui , combinés  entre  eux,  comme  dans  ce  cas  spécial , con- 
duisent à des  relations  où  n'entreilt  que  les  éléments  des 
deux  points.  De  sorte  que  la  relation  symbolique  primitive 
n’est,  au  fond,  qu’une  expression  de  cette  relation  entre 
des  éléments  toujours  réels. 

Il  sera  donc  permis  d’employer  ces  relations  symboliques, 
ou,  en  d’autres  termes,  de  raisonner  sur  des  points  ima- 
ginaires, comme  on  le  ferait  dans  le  cas  analogue  où  ces 
points  seraient  réels. 

§ V.  — Manière  de  déterminer  simultanément  deux  droites 
conjuguées  passant  par  un  point  donné.  — Droites  „ 
imaginaires . 

98.  On  peut  déterminer  la  position  de  deux  droites  issues 
d’un  point  donné,  par  celle  des  deux  points  où  ces  droites 
rencontrent  une  droite  fixe.  Et  quand  ces  deux  points  seront 
imaginaires,  on  dira  que  les  deux  droites  sont  elles-mêmes 
imaginaires . 

On  peut  aussi  déterminer  les  deux  droites  directement, 
parles  angles  qu’elles  font  avec  un  axe  fixe  mené  par  leur 
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point  de  concours,  (les  angles  seront  représentés  par  leurs 
tangentes  ou  cotangentes 5 et  la  position  des  deux  droites 
sera  déterminée  quand  on  connaîtra  le  produit  et*la  somme 
des  cotangentes.  Soient  «,  &>'  les  deux  angles,  S et  P la 
somme  et  le  produit  des  deux  cotangenles;  celles-ci  seront 
les  racines  de  l’équation  du  second  degré 

cot’x  — S cot.r  + P=o, 

OU 

cot  ’ .*•  — (cot  6>  -+-  COt  «'■)  COt  X + COt  M . cot  «'  = o . 

La  somme  des  deux  cotangentes  fixe  la  position  d’une 
droite,  qui  est  la  conjuguée  harmonique  de  l’axe  fixe,  par 
rapport  aux  deux  droites  cherchées  A,  A’.  Car,  appelant  F 
eette  droite  conjuguée,  et  E l’axe  fixe,  on  aura 

?.  cot  ( E,  F ) = cot ( E,  A)  + cot  ( E,  A'  ) ( 8ô  ) , 

ou 

2 cot  (E  , F ) = cot  w cot 

On  peut  donc  dire  que  deux  droites  sont  déterminées 
simultanément,  quand  on  connaît  le  produit  des  cotan- 
gentes de  leurs  inclinaisons  sur  un  axe  fixe  et  la  droite  con- 
juguée harmonique  de  cet  axe  par  rapport  aux  deux  droites 
cherchées.  Cette  droite  et  le  produit  des  cotangentcs  des 
inclinaisons  peuvent  être  considérés  comme  les  éléments 
propres  à la  détermination  des  deux  droites. 

Les  deux  droites,  nonobstant  la  réalité  de  ees  deux  élé- 
ments, peuvent  être  imaginaires.  Ainsi  l’on  voit  ce  que 
nous  entendrons  par  droites  imaginaires  représentées  par 
deux  éléments  réels,  comme  le  sont  deux  droites  réelles. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  systèmes  de  points  imagi- 
naires et  de  leurs  relations  avec  d’autres  parties  réelles 
d’une  figure,  s’appliquera  naturellement  aux  systèmes  de 
droites  imaginaires.  11  est  inutile  d’entrer  à ce  sujet  dans 
aucun  nouveau  développement.  • 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE  DF,  LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQUE. 


§ I . — Divisions  liomographiques  de  deux  droites.  — 
Faisceaux  liomographiques. 

99.  Définitions.  — Quand  deux  droites  sont  divisées 
en  des  points  qui  se  correspondent  un  à un  et  tellement, 
que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
de  l’une  soit  égal  au  rapport  anhannonique  des  quatre 
points  correspondants  de  l'autre,  nous  dirons  que  ces  deux 
droites  sont  divisées  homographiquement , ou  bien  que 
leurs  points  de  division  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Nous  verrons  qu’il  y a beaucoup  de  manières  de  former 
des  divisions  liomographiques . 

Quand  deux  faisceaux  dont  les  droites  se  correspondent 
une  à une  sont  tels,  que  quatre  droites  quelconques  du 
premier  aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des 
quatr#  droites  correspondantes  du  second,  nous  dirons  que 
les  deux  faisceaux  sont  liomographiques. 

Nous  verrons  plus  tard,  en  traitant  de  la  théorie  géné- 
rale des  figures  liomographiques , la  raison  et  le  sens 
propre  de  cette  expression.  Bornons-nous  à dire,  pour  le 
moment,  que  cette  notion  des  divisions  et  des  faisceaux 
homo graphiques  nous  sera  d’un  très-utile  et  très-fréquent 
usage  dans  la  géométrie  des  figures  rectilignes  et  dans  celle 
des  sections  coniques. 

100.  Construction  de  deux  divisions  ou  de  deux  fais- 
ceaux homogrAphiques. — Une  droite  L étant  divisée  en  des 
points  «,  h.  c,  r/,...,  si  l'on  veut  diviser  homogi  aphique- 
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ment  une  seconde  droite  L',  on  pourra  prendre  arbitraire- 
ment sur  celle-ci  trois  points  a',  b',  c'  pour  correspondre, 
un  à un,  aux  trois  points  a , b , c;  puis  déterminer  les 
points  d',  e',...,  qui  correspondront  aux  autres  points 
d , e,...  de  la  première  droite,  par  la  condition  que  le  rap- 
port anliarinoniquedes  points  a',  b',c'c t un  quatrième  r/'soit 
égal  à celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  d;  c’est-à-dire  par 
une  équation  telle  que 

ab  db_n'b'  d'b' 

fie  dr  a'c'  d'e' 

Je  dis  que  les  points  d',  c déterminés  ainsi,  diviseront 
la  seconde  droite  liomo graphiquement  par  rapport  à la  pre- 
mière, c’est-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  quelconques  d\  scl-a  égal  à celui  des  quatre 

points  d , e,...  de  la  première  droite. 

En  effet,  qu’on  transporte  la  droite  a' b',  de  manière  à 
faire  coïncider  le  pointu'  avec  le  point  a , la  droite  a'  b'  fai- 
sant avec  ab  un  angle  quelconque;  les  deux  droites  bb\ 
ce'  concourront  en  un  point  S,  et  chacune  des  droites  </</', 
ce',...  passera  par  ce  point  (38).  11  s’ensuit  que  quatre 
points  quelconques  d\  e',...  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique égal  à celui  des  quatre  points  correspondants 
d , e,...  (14);  et  par  conséquent  les  deux  droites  sont  di- 
visées homograpliiquement . 

Autrement.  On  détermine,  par  hypothèse,  les  points 
d\  e', parles  équations 


ab 

db 

__  a' b' 

d'b' 

ac 

tic 

a'c' 

ip~c' 

ab 

eb 

_ a9  b9 

e'b' 

ac 

ce 

a'c ' 

: eV 

Divisant  membre  à membre  les  deux  premières,  pour  éii- 
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miner  les  points  a et  a\  on  a 

db  eb  d'V  e'b' 

4c  ec  d' c'  " c'c' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  b,  e,  </,  e ont 
leur  rapport  anliarmonique  égal  à celui  des  quatre  points 
£',  c\  d\  e'. 

Pareillement,  les  deux  systèmes  de  quatre  points  6,  c,  d,J 
et  b\c',d’,J'  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Ainsi  f et  f forment  une  égalité  de  rapports  anharmo- 
niques avec  b,  c,  d et  b\  c',  d',  de  même  que  e et  c1. 
Donc,  par  ce  qui  vient  d’étre  démontré  à l’égard  des  points 
d , c et  d ',  e',  on  conclut  que  c , d , e,  f ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à celui  de  c',  d' , e',J'. 

Il  en  est  de  même  des  deux  systèmes  c,  d , e,  g , et 
c\d' , e',  g'.  Donc,  les  deux  systèmes d,e,J\  g et  d ,e' , j g' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Pareillement , les  deux  systèmes  r/,  e,/’,  h et  d' , e',  f\  h' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux;  et  l’on  en  con- 
clut que  les  deux  systèmes  e,  J\  g , h et  e',  f' , g',  h'  ont 
aussi  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Il  est  donc  prouvé  que  quatre  points  quelconques  de  la 
première  droite  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à ce- 
lui des  quatre  points  correspondants  sur  la  seconde  droite. 

101 . Ktant  donné  un  faisceau  de  droites  A , B,  C,  D,..., 
si  l’on  veut  former  un  second  faisceau  homographique,  on 
pourra  prendre  arbitrairement  trois  droites  A',  B',  C'  de 
ce  faisceau , pour  correspondre  respectivement  aux  trois 
A,  B,  C;  puis  on  déterminera  une  quatrième  droite  D'  cor- 
respondante à une  droite  quelconque  I)  du  premier  fais- 
ceau , par  la  condition  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  droites  A',  IV,  C',  D'  soit  égal  à celui  des  quatre 
A,  B,  C,  D. 

On  démontrera  directement,  par  les  mêmes  raisonne- 
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ments  que  pour  la  division  homographiquc  de  deux  droites, 
que  les  deux-  faisceaux  sont  homographiques.  On  peut  aussi 
dire  que,  si  1 on  coupe  les  deux  faisceaux  par  deux  trans- 
versales, les  points  d intersection  formeront  sur  ces  deux 
droites  deux  divisions  qui , d’après  ce  qui  vient  d’être  dé- 
montré, seront  homographiques;  d'où  il  suit  que  les  deux 
faisceaux  eux-mêmes  sont  homographiques. 

§ h.  — Propriétés  géométriques  de  deux  droites  divisées 
homographiquement , et  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques. 

«02.  Quand  des  droites  issues  d’un  même  point  ren- 
contrent deux  autres  droites,  elles  forment  sur  Celles-ci 
deux  divisions  homographiques . 

Soient  des  droites  issues  d’un  point  p ((‘g.  12),  et  ren- 
contrant deux  droites  fixes  SL,  SL'  en  des  points  a,  a'  ; 
h,  b'  ; c,  c';. . ces  points  divisent  les  deux  droites  SL  , 
SL'  homographiquement.  Car  quatre  poiuts  quelconques 
a,  b,  c,  d de  la  première  droite  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à celui  des  quatre  points  correspondants  de  la 
seconde  (1-i). 

11  est  clair  que  le  point  d intersection  des  deux  droites 
SL , SL'  représente  deux  poiuts  de  division  homologues 
coïncidents.  Nous  dirons  que  ce  point  est  un  point  commun 
aux  deux  divisions. 

103.  Réciproquement,  quand  deux  droites  sont  divisées 
homographiquement , si  leur  point  de  concours,  considéré 
comme  appartenant,  à la  première  division,  est  lui-même 
son  homologue  dans  la  seconde  division , les  droites  qui 
joindront , un  à un  respectivement , tous  les  points  de  divi- 
sion homologues,  concourront  en  un  même  point. 

Cela  est  évident  d’après  le  théorème  (38). 
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104.  Quand  des  rayons  issus  de  deux  points  fixes  sç 
coupent  deux  à deux  en  des  points  situés  en  ligne  droite , 
ces  rayons  forment  fieux  Jaisceaux  homo graphiques. 

En  ell'ct,  soient  a,  h , c , cl  (fig.  i3)  les  points  d’inter- 
section de  quatre  rayons  du  premier  faisceau,  par  les 
rayous  correspondants,  un  à un  respectivement,  du  second 
faisceau  : ces  quatre  points  étant  eu  ligne  droite,  leur  rap- 
port anharmonique  est  égal  à celui  des  quatre  droites  issues 
du  point  O,  et  à celui  des  quatre  droites  correspondantes 
issues  du  point  O'  (13).  Donc,  les  deux  séries  de  quatre 
droites  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux-,  ce  qui  est 
le  caractère  de  deux  faisceaux  liomographiques.  Donc,  etc. 

Tl  est  clair  que  la  droite  00',  qni  joint  les  centres  des 
deux  faisceaux , représente  deux  droites  homologues  des 
deux  faisceaux  , lesquelles  sont  coïncidentes.  Nous  dirons 
que  celle  droite  est  un  rayon  commun  aux  deux  faisceaux. 

lOo.  Réciproquement,  quand  deux  faisceaux  /tomo- 
graphiques sont  tellement  placés , que  la  droite  qui  joint 
leurs  centres,  étant  considérée  comme  appartenant  au 
premier  faisceau , soit  elle-même  son  homologue  dans  le 
second , les  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontre- 
ront, respectivement,  leurs  homologues  en  des  points 
situés  en  ligne  droite. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (43). 

100.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homogrnpluque- 
ment  aux  points  a,  b,  c,...  cl  a',  b',  c',...,  qui  se  corres- 
pondent un  à un  respectivement,  si  l'on  prend  sur  une 
droite  aa',  qui  joint  deux  points  correspondants , deux 
points  fixes  quelconques  P,  P;,  les  droites  Pb,  Pc,...,  ren- 
contreront respectivement  les  droites  P' b'.  P'c' ,cn  des 

points  6,  y,...  qui  seront  en  ligne  droite. 

Eu  effet,  ces  droites  forment  deux  faisceaux  homogra- 
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phiques,  parce  que  quatre  rayons  du  premier  faisceau  ont 
leur  rapport  anliarmonique  égal  à celui  des  quatre  rayons 
correspondants  du  second.  Alais  deux  ravons  correspon- 
dants, savoir,  Pu  et  Va',  coïncident  en  direction.  Donc 
les  autres  rayons  du  premier  faisceau  rencontrent,  respec- 
tivement, les  rayons  correspondants  du  second  en  des  points 
situés  en  ligue  droite  (10ü). 

Cette  proposition,  qui  constitue  un  mode  général  de 
description  d’une  ligne  droite  par  points,  donne  lieu  à de 
nombreux  corollaires,  tant  à raison  de  l'indétermination  de 
position  des  deux  pôles  fixes  P,  P',  que  parce  qu’il  y a bien 
des  manières  différentes  de  faire  des  divisions  homogra- 
phiques  sur  deux  droites,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
suite. 

107.  Étant  donnes  deux  faisceaux  homographiques , 
si,  par  le  point  d’ intersection  de  deux  rayons  homo- 
logues, on  mène  deux  droites  transversales  fixes  , qui 
rencontrent , respectivement , les  deux  faisceaux  en  deux 
séries  de  points , les  divites  qui  joindront  les  points  de  ren- 
contre de  la  première  transversale  aux  points  de  rencontre 
de  la  seconde,  un  à un  respectivement,  concourront  en 
un  même  point. 

En  effet,  ces  points  formeront  deux  divisions  homogra- 
phiques  dans  lesquelles  le  point  de  rencontre  des  deux 
transversales  représentera  deux  points  homologues,  c’est- 
à-dire  que  ce  point,  considéré  comme  appartenant  à la 
première  transversale,  sera  lui-mème  son  homologue  dans 
la  seconde. 

Donc,  d’après  le  théorème  (103),  les  droites  qui  join- 
dront, un  à un  respectivement,  les  autres  points  homo- 
logues concourront  en  un  même  point.  c.  q.  f.  d. 

Cette  proposition,  de  même  que  la  précédente,  donnera 
(jeu  à beaucoup  de  corollaires,  à cause  de  l’indétermination 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  73 

de  position  des  deux  transversales , et  des  différentes  ma- 
nières de  former  les  faisceaux  horaographiqucs. 

108.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homo graphique- 
ment aux  points  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...,  qui  se  corres- 
pondent, un  à un  respectivement,  deux  droites  telles 
que  ab'  et  l>a',  qui  vont  de  deux  points  quelconques  de  la 
première  aux  deux  points  correspondants  de  la  seconde, 
pris  inversement,  se  rencontrent  toujours  sur  une  meme 
droite  fixe.  • 

Désignons  par  la  double  lettre  AB'  le  point  d’intersec- 
tion des  deux  droites  L,  L'  (fi g-  i4)  j la  lettre  A appar- 
tiendra à la  première  droite,  et  la  lettre  B'  à la  seconde. 
Soit  A',  sur  celle-ci , le  point  correspondant  au  point  A de 
la  première,  et  B,  sur  cette  première,  le  point  correspon- 
dant au  point  B'  de  la  seconde.  Cela  pose , nous  allons  dé- 
montrer que  le  point  d’intersection  de  deux  droites  telles 
que  ah1  cl  a! h,  se  trouvera  sur  la  droite  fixe  A’B. 

En  effet,  les  quatre  points  a',  h'.  A',  B'  de  la  seconde 
droite  correspondent,  dans  les  deux  divisions  homogra- 
phiques, aux  quatre  points  a,  b.  A,  B de  la  première 
droite;  c’est-à-dire  que  les  quatre  premiers  points  ont  leur 
rapport  anharmouique  égal  à celui  des  quatre  autres  ; donc 
les  quatre  droites  aa',  ab ',  «A',  a B'  issues  du  point  a ont 
leur  rapport  anharinonique  égal  à celui  des  quatre  droites 
a' a,  a1  b,  a' A,  a1  B issues  du  point  a1.  Ces  deux  faisceaux 
de  quatre  droites  ont  deux  rayons  homologues  coïncidents 
suivant  aa1.  Donc  les  trois  autres  rayons  du  premier  fais- 
ceau rencontrent,  un  à un  respectivement,  les  trois  autres 
rayons  du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (iOo)  : ces  trois  points  sont  m,  point  d’intersection 
des  deux  droites  ab'  et  a' b.  A'  et  B.  Ainsi,  le  point  m 
est  situé  sur  la  droite  fixe  A' B.  Ce  qu’il  fallait  prouver. 
Donc,  etc. 
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109.  Corollaire  I. — Le  point  d'intersection  p des  deux 
droites  ac' , a'  c , et  le  point  d’intersection  n des  deux  droites 
bc' , b'c  se  trouvent  donc  sur  la  même  droite.  Or  les  trois 
points  a',  b ',  c',  qui  correspondent,  un  à un,  aux  trois  a, 
b,  c,  peuvent  être  pris  tout  à fait  arbitrairement.  De  là 
résulte  donc  ce  théorème  : 

Étant  pris  sur  fieux  lignes  droites  deux  séries  fie  trois 
points  quelconques  a,  b,  c et  a',  b',  c qui  se  correspondent 
un  à un.  les  trois  points  de  croisement  des  diagonales 
ab'  et  a'b,  ac'  et  a'c,  bc'  et  b'c  sont  en  ligne  droite. 

Voici  une  démonstration  directe , fort  simple,  de  ce  théo- 
rème particulier. 

Les  quatre  droites  issues  du  point  a,  ati  , ab ac'  et  ac 
(Jig.  i5) , ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des 
quatre  droites  issues  du  point  c,  ca',  cb' , ce'  et  ca , parce 
que  ces  droites  se  rencontrent  deux  à deux  eu  quatre  points 
situés  en  ligne  droite.  11  s'ensuit  que  les  intersections  des 
quatre  premières  droites  par  la  transversale  ba' , et  les  in- 
tersections des  quatre  autres  par  la  transversale  bc'  forment 
deux  séries  de  quatre  points  a',  ni,  x,  b et  y,  n.  c',  b 
ayant  le  même  rapport  anharmonique.  Or  b est  commun 
aux  deux  séries;  donc  les  trois  droites  a' y , mil  et  xc' , ou 
a'c,  mn , c' a concourent  en  un  même  point  (38).  C’est-à- 
dire  que  le  jioint  de  concours  p des  deux  droites  ac'  et  a' c 
se  trouve  sur  la  droite  mn.  c.  q.  f.  d. 

Remarque. — La  figure  représente  un  hexagone  ab'  ca! bc' 
inscrit  aux  deux  droites  L,  L',  et  le  théorème  exprime  que 
les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  tic  l’hexa- 
gone sont  en  ligne  droite. 

110.  Corollaire  11.  — Quand  les  points  de  division 
a,  b,  c,....a,  b',  c',...,  sur  les  deux  droites  L.  L' 
(fi. f.  16).  sont  déterminés  par  des  transversales  issues  d'un 
même  point  p , il  est  évident  que  la  droite  mn , lieu  des 
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points  de  rencontre  des  diagonales  des  quadrilatères  tels 
qu eaa'b'h,  bb1 c c , etc.,  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  droites. 

Ajoutons  que  la  droite  mn  coupe  les  transversales  p aa', 
pbb',...,  en  des  points  a,  6,.  . qui  sont  les  conjugués 
harmoniques  du  point  p sur  les  segments  aa',  bb',.  . . ; 
c’est-à-dire  que  l’on  a 

[j  a a a 

p a'  a.  a'* 

En  ellèt,  les  quatre  points  p,  b , S,  b'  ont  leur  rapport 

anhannoniquc  égal,  d’une  part,  à celui  des  quatre  p,  a,  a, 
parce  que  les  trois  droites  &a,oa,  b'a'  concourent  en  un 
même  point,  et  d’autre  part,  à celui  des  quatre  points 
p,  a',  a , a , parce  que  les  trois  droites  ba' , Sa , b' a passeul 
par  le  même  point  ni.  Donc  les  quatre  points  p,  a,  a,  a 
ont  leur  rapport  anliarmoniquc  égal  à celui  des  quatre 
p,  a' , a , a , et  l'on  a 

oa  du  fit'  aa' 

pa  a' a pot  /la 

ou , parce  que  a a — — aa', 

. pa  a a 

pu'  aa' 

Donc  les  deux  poiulsp,  a sont  conjugués  harmoniques  pat- 
rapport  aux  deux  a,  a'.  c.  q.  r.  u. 

ni.  é tant  donnés  deux  faisceaux  /tomographiques,  si 
l’on  prend  dans  le  premier  deux  rayons  quelconques  A , B, 
et  dans  le  second,  les  deux  rayons  homologues  A',  B',  la 
droite  qui  joindra  le  point  d’intersection  des  deux  rayons 
non  homologues  A , B'  au  point  d’intersection  des  deux 
autres  B,  A'  passera  toujours  par  un  même  point  fixe. 

Soit  x le  point  d'intersection  des  deux  rayons  A.  B' 
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( fig . 17),  et  y le  point  d’intersection  des  deux  B,  A'.  Il  s’agit 
de  prouver  que  la  droite  xy  passe  toujours  par  un  même 
point.  Prenons  le  rayon  OU  qui , dans  le  premier  faisceau, 
correspond  à la  droite  O'O  du  second  faisceau , et  le  rayon 
O'IÎ  qui  correspond , dans  le  second  faisceau,  à la  droite 
OO'  du  premier.  Le  point  de  concours  iï  de  ces  deux  droites 
est  le  point  fixe  par  lequel  passe  la  droite  xy. 

En  effet,  les  quatre  rayons  du  premier  faisceau  OA, 
OB,  OO',  Oiï,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui 
de  leurs  homologues  O'A',  O' B',  O'fl,  O'O.  Coupons  les 
quatre  premiers  par  le  rayon  O'A'  et  les  quatre  autres  par  le 
rayon  OA , on  aura  deux  séries  de  quatre  points  y,  O',  u, 
et  ot,  x,  u',  O,  dont  les  rapports  anharmoniques  seront 
égaux.  Or,  dans  ces  deux  séries,  le  point  « est  commun. 
Donc  les  trois  droites  yx , O'u',  «O,  qui  joignent  les  trois 
autres  points  de  la  première  série  à leurs  homologues,  con- 
courent en  un  même  point.  Or  le  point  d’intersection  des 
deux  droites  Ou,  O'u  est  le  point  fi.  Donc  la  droite  xy 
passe  par  ce  point  ; donc,  etc. 

112.  Corollaire. — Dans  les  deux  faisceaux,  trois  droites 
du  second  peuvent  être  prises  arbitrairement  pour  corres- 
pondre à trois  droites  du  premier  ;de  sorte  que  l’on  a,  comme 
corollaire  du  théorème  général , celui-ci  : 

Quand  trois  angles  A,  B,C  ( fig.  1 8 ) sous-tendent  une 
même  corde  OO',  pris  deux  à deux,  ils  en  sous-tendent 
une  seconde,  et  les  trois  cordes  ainsi  déterminées  con- 
courent en  un  meme  point. 

Cette  proposition , indépendante  de  la  notion  des  fais- 
ceaux homographiques,  se  peut  démontrer  directement 
d’une  manière  fort  simple. 

Soient  mm ',  nn'  et  pp'  les  trois  cordes  sous-tendues  par 
les  trois  angles  pris  deux  à deux.  Les  quatre  droites  issues 
du  point  O',  O'A,  O' B,  O'C  et  O'O,  sont  coupées  par  les 
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deux  droites  OA,  OC  en  deux  séries  de  quatre  points  A, 
m',  n’ , O et  n , p C , O qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux  (14) , et  les  droites  menées  des  deux  points 
m,  p (intersections  de  OB  par  O' A et  O'C)  à ces  deux 
séries  de  points,  respectivement,  forment  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (13).  Les 
rayons  de  ces  deux  faisceaux  sont  m A,  mm',  mn\  m O et 
pn , pp' , pC,  pO.  Or  les  deux  rayons  mü  et  p O sont  coïn- 
cidents; donc  les  trois  premiers  du  premier  faisceau  ren- 
contrent, respectivement,  leurs  homologues  du  second 
faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (103).  C’est- 
à-dire  que  la  droite  nn'  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  mm',  pp' . c.  q.  r.  d. 

§ III.  — Construction  d’un  quatrième  point  ou  d’un  qua- 
trième rayon,  dans  deux  systèmes  de  quatre  points  ou 
deux  faisceaux  de  quatre  droites,  dont  les  rapports 
anharmoniques  sont  égaux. 

113.  Trouver,  dans  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  égaux , l’un  de  ces  points, 
quand  tous  les  autres  sont  donnés. 

Soient  a,  h,  c,  d (fig-  19)  les  quatre  premiers  points, 
et  sur  une  seconde  droite,  a',  h1,  c'  les  trois  points  qui 
correspondent,  un  à un,  aux  trois  a,  b,  c.  On  veut  déter- 
miner le  quatrième  point  d' correspondant  au  quatrième 
d,  c’est-à-dire  le  point  satisfaisant  à une  relation  telle  que 

ri'a'  t'a'  da  en 

dH'  ' 7b' ~ 1b'  7b' 

Première  manière.  On  mènera  par  le  point  a une  droite 
indéfinie,  dans  une  direction  quelconque,  et  l’on  pren- 
dra sur  cette  droite  les  segments  a 6 , ay,  égaux  respec- 
tivement à a'b',  arc' . On  mènera  les  deux  droites  bS.cy. 
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puis,  par  leur  point  (le  concours  O,  la  droite  Oc/  qui  ren- 
contrera la  droite  auxiliaire  aê  en  un  point  0.  Enfin,  on 
prendra  sur  la  droite  a'b' , le  segment  a'd'  = ad,  et  le  point 
cherché  d' sera  déterminé. 

Cette  construction  s’applique  au  cas  où  les  points  a', b',  d 
sont  donnés  sur  la  même  droite  que  a , b,  e,  d. 

Deuxième  manière.  O11  mènera  ( fig.  ao  ) les  droites 
ab',  ac',  lesquelles  rencontreront , respectivement,  les  deux 
a'b,  a'c  en  deux  points  m,  n.  Les  deux  droites  a'd  et 
ad  se  croiseront  sur  la  droite  mn  (108).  Par  conséquent, 
la  droite  ad'  se  trouve  déterminée  et  fait  connaître  le 
(joint  d' . 

Troisième  manière.  O11  prendra  sur  la  droite  aa'  (fig.  21) 
deux  points  quelconques  P,  P',  et  1 on  mènera  les  droites 
P b,  Pc,  et  P7>',  P'c'-,  les  deux  premières  rencontreront  res- 
pectivement les  deux  autres  en  deux  points  in,  «5  et  les 
deux  droites  P d,  P 'd'  devront  se  croiser  sur  la  droite 
mn  (106).  La  droite  Ad'  sera  ainsi  déterminée. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  P el  P' 
(fig.  22)  les  points  d’intersection  de  aa'  par  bb'  et  cc'; 
car  alors  c’est  sur  la  droite  ch'  que  se  coupent  deux  droites 
correspondantes  P d,  P'c/'. 

Ces  diverses  constructions  permettent  de  supposer  que 
l’un  des  points  donnés  sur  chaque  droite  soit  situé  à l’in- 
fini. 

H 4.  Déterminer  dans  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
correspondantes  une  à une  respectivement,  qui  ont  leurs 
rapports  enharmoniques  égaux,  le  quatrième  rayon  du 
second  faisceau , quand  tous  les  autres  sont  connus. 

Soient  OA,  015,  OC,  OD  (fig.  23)  les  quatre  rayons  du 
premier  faisceau,  et  O'A',  ü 15',  O'C'  les  trois  rayons  du 
second  faisceau,  correspondants  aux  trois  OA,  015,  0(5 
du  premier;  il  faut  déterminer  le  quatrième-  ravon  O'!)' 
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Première  manière.  Ou  supposera  qu  on  ait  déplacé  le 
second  faisceau  en  amenant  son  centre  O'  en  un  point  fl 
du  rayon  OA  du  premier  faisceau,  et  en  faisant  coïncider 
en  direction  son  rayon  O'A'  avec  OA  ; c’est-à-dire  que  par 
un  point  fl  du  rayon  OA  011  mènera  deux  droites  fie,  il-/ 
faisant  avec  flO  des  angles  égaux,  respectivement,  aux 
deux  angles  15' O'A',  C'O'A':  puis  on  joindra  par  une  droite 
L les  points  où  ces  deux  droites  rencontreront,  respective- 
ment , les  deux  rayons  OR,  OC.  Par  le  point  d’intersec- 
tion à de  celte  droite  L et  du  rayon  OD  on  mènera  la  droite 
f là,  laquelle  fera  avec  flO  un  angle  égal  à l’angle  que  le 
rayon  cherché  O'D'  du  second  faisceau  fait  avec  O'A'.  Ce 
rayon  est  donc  déterminé. 

Cette  construction  s’applique  au  cas  où  les  deux  fais- 
ceaux auraient  le  même  centre  O. 

Deuxieme  manière.  Qu’on  prenne  les  points  d’intersec- 
tion des  rayons  OA,  OB  ( ftg.  24)  par  les  deux  O'B',  O'A', 
respectivement,  et  qu’on  les  joigne  par  une  droite  L;  puis, 
qu’on  détermine  de  même  la  droite  L' qui  joindra  les  points 
d’intersection  des  deux  rayons  OB,  OC  par  les  deux  O'C', 
O'B',  respectivement-,  qu’on  prenne  le  point  de  concours 
des  deux  droites  L,  L',  et  qu’on  le  joigne  par  une  droite  au 
point  d'intersection  des  deux  rayons  OD,  O'A'-,  cette  droite 
passera  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  OA, 
O'D'  (112)  : cette  dernière  O'D'  se  trouve  donc  ainsi  dé- 
terminée. 

Troisième  manière.  Par  le  point  a,  intersection  des 
deux  rayons  homologues  OA,  O'A'  ( fig . 20),  on  mènera 
deux  transversales  quelconques,  dont  l’une  rencontrera  les 
trois  rayons  OB,  OC,  OD  en  trois  points  b,  c,  d\  et  l’autre 
les  trois  rayons  O' B',  O'C',  O'I)'  en  trois  points  b',  c ',  d' . 
I.es  trois  droites  bb',  cc',  dd'  concourront  en  un  même 
point  (107).  Donc,  par  le  point  d’intersection  P des  deux 
premières  qui  sont  connues,  on  mènera  la  droite  P d qui 
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détermine  le  point  d',  et,  par  conséquent,  le  rayon  cher- 
ché O'D'. 

Les  deux  transversales  menées  par  le  point  a.  sont  arbi- 
traires. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  ces  deux 
droites  ( Jig . 26)  les  deux  a 6 et  ay  issues  du  point  a et  pas- 
sant, respectivement,  par  le  point  de  concours  des  deux 
rayons  OB,  O'B'  et  le  point  de  concours  des  deux  rayons 
OC , O'C'.  En  eflet , le  point  P se  trouve  à l’intersection  des 
deux  rayons  O' B'  et  OC.  On  joindra  donc  ce  point  au  point 
d où  le  rayon  OD  rencontre  AB;  la  droite  Pc/  rencontrera  la 
droite  AC  en  un  point  d ',  par  où  passera  le  rayon  O'D'. 
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CHAPITRE  VII. 

SUITE  ne  PRÉCÉDENT.  — DIFFÉRENTES  MANIÈRES  D'EXPRIMER 
LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQI.E  DE  DEUX  DROITES , OU  I.’llO- 
MORhAPHIE  DE  DEUX  FAISCEAUX. 


§ I.  — Division  I tomographique  rit-  doux  droites. 

I.  Équations  à deux  termes. 

115.  Soient  a,  />,  c trois  points  de  la  première  droite, 
a',  b',  c' les  trois  points  correspondants  de  la  seconde;  un 
quatrième  point  m de  la  première  droite  étant  pris  arbi- 
trairement, on  déterminera  son  homologue  m' , sur  la 
seconde  droite,  par  la  relation 


am 

ac 

a m 

a c 

bm 

bc 

Vm’ 

: ÂV’ 

um 

am ' 

/ac  . 

«’c’\ 

bm 

b*  tri 

\bc  - 

b7?) 

ne  a c . , , . 

j—  : -g-,  rat  une  quantité  constante  A;  on  a donc 

tint  a'm' 

(0  ir  — krr~‘- 

um  bm 

Ainsi , (j nanti  deux  tlroit.es  sont  divisées  homographi- 
quement , le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  lu  première  à deux  points  fixes  de  celte  droite,  est  au 
rapport  des  ilistances  du  point  homologue  de  la  seconde 
aux  deux  points  fixes  homologues,  dans  une  raison  con- 
stante. 

110.  Réciproquement  : Quand  deux  points  variables 
ni,  ni'  divisent  deux  droites  ab,  a'b'  en  segments,  dont  les 

b 
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âiîi  3 m | , 

ran ports  — - sont  entre  eux  dans  une  raison  con- 

' ' bm  b m 

stante,  ces  deux  points  forment  sur  les  deux  droites  deux 
divisions  homograpliiques. 

En  effet,  que  c,  e'  soient  un  système  particulier  des  deux 


points  m , 

m';  on 

aura 

les  deux  équations 

nm 

a1 

m* 

ac 

bm 

= x* 

' m ' 

e‘  hr 

= l¥? 

D’où 

nm 

ac 

a’m' 

a'c' 

bm 

Te  ~ 

~ Vf/  : 

VS 

équation  qui  prouve  que  les  deux  points  m.  ni'  marquent 
deux  divisions  homographiques  (100). 

117.  On  peut  donner  à la  constante  A une  expression 
géométrique  très-simple.  Supposons  que  le  point  m'  soit  à 
l’infini,  et  soit  I la  position  correspondante  du  point  m 
sur  la  première  droite;  on  aura 

a'm'  a 1 

et  ri  = X. 

Pareillement,  en  appelant  .1'  le  point  de  la  seconde  divi- 
sion qui  correspond  au  point  de  la  première  situé  à l’in- 

- . b'ï  . 
tint . on  a —ry,  = A ■ 
a J 

On  vérifie  aisément  l égalité  de  ces  deux  expressions  de  /. 
savoir  : 

a I b'  J' 

7Tï  ~ Vÿ: 

car,  en  désignant  par  oo  et  oc  ' les  points  situés  à l’infini  sur 
les  deux  droites,  on  peut  écrire 

«I  n oo  «'  oc'  a’ J' 

b 1 ~bx>  ~ b’x  ' ’ P y 

Equation  vraie,  car  elle  exprime  que  les  deux  séries  do 
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quatre  points  a,  b,  I et  ao  sur  ia  première  droite,  et 
a',  b',  ce  ' et  J'  sur  la  seconde,  ont  leurs  rapports  anhar- 
moniques  égaux. 

Dans  l’expression  de  X,  I est  le  point  de  la  première 

division  qui  correspond  au  point  situé  à l'infini  dans  la 
seconde;  conséquemment  c’est  un  point  fixe,  indépendant 
des  deux  points  a,  b.  11  s’ensuit  que  l’un  de  ces  deux  points 
étant  pris  arbitrairement,  on  peut  choisir  le  second  de 
manière  que  la  constante  X ait  telle  valeur  positive  ou  néga- 
tive que  l’on  voudra.  On  peut  même  demander  que  X soit 
égale  à — t : il  suffira  de  prendre  les  points  a cl  b de  part 
et  d'autre  et  à égale  distance  du  point  1. 


H 8.  Cas  particulier  de  la  division  homo graphique  de 
deux  droites.  — Il  est  une  valeur,  et  une  seule,  que  ne  peut 
avoir  la  constante  X,  ou  plutôt  qu  elle  n’a  que  dans  un  cas 
particulier  de  la  division  homograpliique,  c’est  1.  Alors 

le  rapport  = -t-  i exige  que  le  point  I soit  à l’infini. 

Ainsi,  le  point  situé  à l'infini  sur  la  première  droite  a 
pour  homologue,  sur  la  seconde,  le  point  de  celle-ci  situé  à 
l'infini. 

I/équation  qui  exprime  ce  cas  de  la  division  homogra- 
phique  de  deux  droites  est 

am  a'  m' 

bm  b'  m'  ’ 


et  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  proportionnelles, 
ou  semblablement.  Car  cette  équation  donne 


ou 


a m 

bm  a'  m'  — b'  m' 


am  a m 
ah  a' b' 


am  ab 

a’ ai  a’ b' 


const.; 


G. 
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ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles. 

On  peut  donc  dire  que  : Deux  droites  divisées  en  parties 
proportionnelles  sont  divisées  honiographiquement , avec 
celte  circonstance  particulière,  que  les  points  à l’infini 
sur  les  deux  droites  sont  deux  points  de  division  homo- 
logues. 

Il  suit  de  là  que  quand  on  a deux  droites  divisées  hoino- 
graphiquement  d’une  manière  générale , on  j>cut  en  faire 
la  perspective  de  manière  à avoir  deux  droites  divisées  en 
parties  proportionnelles.  11  suffit  que  deux  points  de  divi- 
sion homologues  sur  les  deux  droites  passent  ensemble  à 
I infini  dans  la  perspective. 

119.  Discussion  de  F équation  (i).  — Cette  équation, 
qui  contient  quatre  segments , se  réduira  à trois  ou  à deux  , 
si  l’ou  prend  un  ou  deux  des  points  fixes,  à l'infini;  car, 
pour  chaque  point  pris  à l'infini , le  segment  compté  de  ce 
point  devient  infini  et  disparaît  de  l’équation  , parce  que 
la  constante  renferme  un  autre  facteur  infini  qui  forme 
avec  le  premier  un  rapport  égal  à l’unité. 

Ainsi , supposons  que  le  point  h soit  à l’infini , je  dis  que 
l’équation  devient 

. , a'  m' 

>.l  mn  — * • — — : 

b m1 

car  f équation  primitive  est 


nm  nr 

a m 

tl  r 

b/n  br 

b'  ni 

'' : V?' 

a'  M* 

= y, — ; 
b m 

lini  ! 

' lié  \ 

a'  c'  \ 

nr  ■¥?)' 

à riniini . 

. b»i 

le  rapport  est 

et  il  reste 

n'  m' 

ain  — — — - X consl . 
b m 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  85 

Cette  équation  constitue  donc  une  manière  d'exprimer  la 
division  homograpliique  des  deux  droites. 

120.  Pareillement , si  le  point  a'  de  la  seconde  droite  e.si 
pris  à l’infini,  le  segment  a' ru'  disparait  comme  infini, 
parce  que  la  constante  contient , en  dénominateur,  a'  v'  qui , 

étant  aussi  infini,  rend  le  rapport  —7^-  égal  à l imité;  l'é- 
quation devient  donc 


Désignons  par  1 le  point  a de  la  première  droite,  qui 
correspond  à l'infini  de  la  seconde,  et  par  .1'  le  point 
//de  celle-ci  qui  correspond  à l'infini  de  la  première;  l’é- 
quation sera 

(3)  Im.]'/n=i. 

Ainsi,  quand  deux  droites  sont  divisées  homographi- 
quement , si  Von  prend  sur  chacune  le  point  qui  corres- 
pond à l’injini  de  l’autre , les  distances  de  deux  points 
homologues  quelconques , aux  deux  points  ainsi  déter- 
minés, auront  leur  produit  constant. 

121 . Réciproquement  : Quand,  à partir  de  deux  points 
fixes  sur  deux  droites,  on  prend  deux  points  tels,  que  /<■ 
produit  de  leurs  distances  aux  deux  points  fixes,  respec- 
tivement, soit  constant,  ces  deux  points  diviseront,  les  deux 
droites  homo graphiquement . 

En  eflèt,  soient  I , J' les  deux  points  fixes,  et  rn,  ni'  deux 
[>oints  pris  sur  les  deux  droites , respectivement , de  manière 
que  l’on  ait  I m.Vtn'—'k.  Soient  a , a'  deux  positions 
correspondantes  des  deux  points  ni,  tu',  de  sorte  que 
I a . Va'  — À ('.es  deux  équations  donnent 

lw  _ }' m' 

ÏÏT-  ' ' .IV  ' 
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Désignons  par  u et  v'  les  points  situés  à l'infini  sur  les 
deux  droites;  on  peut  écrire 

I»/  um  liai  i'm' 

la  ua  v'  a'  J' a' 

Donc  les  deux  séries  de  quatre  points  a,  I,  u,  ni  et  a1,  \i, 
J',  m',  qui  se  correspondent  un  à un,  ont  leurs  rapports 
anharraoniques  égaux.  Donc  les  trois  premiers  a,  I,  « et 
leurs  correspondants  a',  v\  J'  restant  fixes,  les  deux  autres 
m , m' divisent  homographiquement  les  deux  droites  (100). 

c.  Q.  F.  D. 

122.  Observation  relative  au.v  signes  -+-  et  — . Quand 
ou  exprime  la  division  homographique  de  deux  droites 
par  l’équation 


am  a' m1 


il  n’est  pas  absolument  nécessaire  de  convenir  du  sens  dans 

lequel  les  segments  seront  regardés  comme  positifs  ou 

, ...  , am  a' m' 

négatifs,  parce  que  chaque  rapport  ^ - et  , a un  signe 

-+-  ou  — indépendant  de  cette  convention,  comme  nous 
l’avons  dit  (8).  La  position  du  point  m,  relativement  au 
segment  a b , suffit  pour  déterminer,  d’une  manière  absolue, 

le  signe  du  rapport  ^ — , et  ce  signe  détermine  celui  du 

rapport  ■>  I,ar  suite,  la  position  du  point  m',  lequel 

se  trouve  sur  le  segment  a' b'  ou  au  dehors,  selon  que  le 

i a’ ni  , 

signe  du  rapport  -j-, — , est  — ou  4-.  lie  sorte  qu  on  construit 

la  division  de  la  seconde  droite  sans  aucune  ambiguïté. 
Mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si  l’on  prend  L équation 

a’  m’ 

am  * — — -• 
b m 
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Il  faut  nécessairement  alors  convenir  du  sens  dans  lequel 
le  segment  tint  sera  regardé  comme  posilij  ou  négatif . 

De  même,  si  l’on  exprime  les  divisions  homographiques 
par  l'équation 

X 

«m  = — 

b m 

il  faudra  convenir  aussi  du  sens  dans  lequel  on  comptera 
les  segments  b'  m!  positifs. 


II.  Équation  à trois  termes. 

123.  On  peut  exprimer  l’égalité  des  rapports  auiiar- 
moniques  du  deux  systèmes  des  quatre  points  a , b , c , /// . 
et  a',  b\  c',  m'  par  l’équation  à trois  termes 


ou , en  faisant 

4) 


arn  a c 

c’  ni'  * c a! 

but  bc  b'  m'  b'  a! 

bc  * 

b'a' 

I 

II 

v 

£ 

—, — : = U, 

ne 

c'a' 

„ arn 

c'  m ‘ 

> — 

~i~  ’J.  — t 

bm 

' b m 

I 


(«)» 


Aiusi , étant  pris  sur  une  première  droite  deux  points  (ixes 
a , et  sur  une  seconde  droite  deux  points  fixes  /<',  c'  dont  le 
premiçr  est  arbitraire , mais  dont  le  second  est  l’homologue 
du  point  b de  la  première  droite , cette  équation  expri- 
mera la  division  homographique  des  deux  droites. 

Cette  équation  à trois  termes  nous  sera  d’un  grand  usage. 

Les  trois  points  a,  b,  c1  étant  pris  arbitrairement,  on 
peut  en  placer  un,  sur  chaque  droite,  à l’infini;  les  fac- 
teurs qui  deviendront  infinis  disparaîtront  de  l’équation  , 
parce  qu’il  se  trouvera  dans  les  constantes  d’autres  facteurs 
infinis  qui  donneront  lieu  à des  rapports  égaux  à l'unité, 
comme  dans  l'équation  à deux  termes.  D’après  cela,  lé- 
quation  (4)  prend  les  trois  formes  suivantes  : 
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Quand  a est  à l’infini, 

....  a c' m ' 

(5)  ÏW  “ ‘ ’ 
quand  a et  b'  sont  à l’infini , 

(6)  + 

enfin  , quand  a et  c'  sont  à l’infini , 

(7) 


* p f 


bm  b' 


Chacune  de  ces  équations  exprime  la  division  homogra- 
phique  générale  de  deux  droites. 

1 21.  Dans  la  dernière,  les  coefficients  X,  p ont  des  ex- 
pressions géométriques  très-simples.  En  effet , supposons 
que  le  point  m'  soit  à l’infini , et  soit  I le  point  correspondant 

sur  la  première  droite;  l’équation  devient  A = i.  Soit,  de 
même,  J'  le  point  de  la  seconde  droite  qui  correspond  à 
l’infini  de  la  première;  on  a = i , et  l’équation  devient 

AL  Ail  - 

bm  b' m' 

Celte  équation  exprime  donc  la  division  homographique 
de  deux  droites,  sur  lesquelles  I est  le  point  de  la  première 
qui  correspond  à l’infini  de  la  seconde,  et  J'  le  point  de  la 
seconde  qui  correspond  à l’infini  de  la  première,  cl  b , b' 
deux  points  homologues  quelconques. 

Ainsi,  a et  a'  étant  deux  autres  points  homologues,  on 
aura  les  deux  relations 


et 


bi  b' y 

b^^'T'V  ~ ’’ 

n I a’  J ' 

am  n'  m' 
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De  sorte  que  deux  de  ces  trois  équations  comportent 
l’autre  (*). 

125.  Cas  particulier.  — • Dans  le  cas  particulier  où  les 
deux  droites  sont  divisées  semblablement  ou  en  parties 
proportionnelles,  les  deux  points  à l’infini  sont  deux  points 
correspondants  (118).  On  peut  donc  les  prendre  pour  les 
deux  points  b et  b'-  et  alors  l’équation  (4)  devient 

(8)  i.am  -h  fi.c'm'  = i. 

Ainsi  cette  équation  exprime  que  deux  droites  sont  divisées 
en  parties  proportionnelles. 

Les  deux  constantes  X et  p ont  des  expressions  géo- 
métriques très-simples.  Que  le  point  m coïncide  avec 
le  point  a , le  point  m'  deviendra  a ' ; de  sorte  qu’on  a 

u. c'a'  = i : d’où  u = ~r • Pareillement,  c étant  dans  la 
' c a 

première  division  l’homologue  du  point  c'  de  la  seconde, 

on  a A = — • L’éouation  devient 
ac  1 

a/n  c1  m’ 

ac  c'  a' 

On  vérifie  aisément  que  cette  équation  se  ramène  aux  deux 
formes 

am  a' m'  _ am  ac 

cm  c m'  a m a c 

trouvées  précédemment  (118).  En  eflet,  qu’on  y fasse 
é m'  — a’  m'  — a'c', 


(*)  En  algèbre  on  peut  dire  que  les  deux  équations 


comportent  celle-ci 

n — i itr  — i ' 
n — - m n'  — ni’ 
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elle  devient 


am  a'  m'  am 

h -7— r = O,  ou  

ac  c a ac 


a m' 
a'  c' 


Que , dans  celle-ci , 011  fasse 

ac  = am  — cm , a'  c'  = a'  m!  — d m'  ; 

elle  devient 

am  a'  m’  am  a'  m' 

- — ) j } ~f  ) OU  — — j — * 

am  — cm  a m — c m cm  c m 


126.  On  conçoit  bien  que  l’observation  précédente  (122) 
sur  la  nécessité  d’indiquer  le  sens  dans  lequel  on  comptera 
les  segments  positifs  ou  négatifs,  s’applique  nécessairement 
aux  équations  (5,  6,  7 et  8). 

127.  La  formule  ^7)  conduit  naturellement  à une  pro- 
priété intéressante  de  deux  divisions  homographiques , sa- 
voir, que  l’on  peut  toujours  prendre , à partir  d’un  point 
donné  de  la  première  division  , deux  segments  qui  soient 
égaux  respectivement  à leurs  homologues  dans  la  seconde 
division , mais  l’un  avec  le  même  signe , et  l’autre  avec  un 
signe  contraire. 

Eu  ellét,  les  deux  divisions  s’expriment  par  l’équation 


Si  l’on  veut  que  le  segment  am  soit  égal  à son  homologue 
a' m’  et  de.  même  signe,  le  point  m sera  déterminé  par  l’é- 
quation 

am  = \ fi. 

Et  si  l’on  demande  un  segment  a M égal  à son  homologue 
a' M'  et  de  signe  contraire,  on  aura 

n M = A — fj.. 

Mettant  à la  place  des  constantes  À et  u leurs  expressions 
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géométriques  (124),  on  a 

nm  — al  a'  J', 

aM  = aI-a'J'. 

128.  Application.  — Si  autour  d’un  point  p ( fig.  27)  011 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  deux  droites 
fixes  SA  , SA'  en  m et  m',  ces  deux  points  marqueront  deux 
divisions  homographiques ; les  parallèles  aux  deux  droites, 
menées  par  le  point  p,  déterminent  les  deux  points  I et  J'; 
et  l’on  exprime  l'homographie  par  la  relation 


M S£ 
Sm  Sm' 


(IU4).' 


Supposons  que  les  segments  Sm,  Sm'  soient  comptés  posi- 
tivement vers  A et  A',  et  négativement  sur  le  prolongement 
des  deux  droites  au  delà  du  point  S. 

Si  l’on  demande  que  Sm,  = S m\,  on  aura 

Sm,  = SI  -+-  SJ'. 


Dans  la  figure  SI  est  positif,  et  SJ'  négatif;  il  faudra  donc 
prendre,  de  I vers  S,  Im,  = SJ',  et  le  point  m,  sera  déter- 
miné. 

Si  l’on  demande  que  SM  = — SM',  on  aura 
SM  = SI  — SJ'. 


SJ'  est  négatif  par  lui-mème  dans  la  ligure,  donc  la  valeur 
numérique  de  SM  est  (SI -H  SJ').  On  prendra  donc,  à 
partir  de  I dans  le  sens  positif,  LVI  = SJ';  et  le  segment 
SM  sera  déterminé. 

129.  Si  l’on  demande  de  mener  par  un  point  p pris  sur 
la  base  d’un  triangle  SA  A'  ( Jig.  28)  la  droite  pmm ',  qui 
retranche  deux  segments  nm.  a' m’  égaux,  soit  avec  le  même 
signe,  soit  avec  des  signes  différents,  la  solution  sera  la 
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même:  on  aura,  pour  une  transversale  quelconque, 

AI  A' J' 

1 TT — 7 — 1 » 

A m A ni 

et  pour  Am  =±  A' m', 

A/n  = AI  rt  A' J'. 

Pour  construire  ces  expressions  de  Am,  il  faut  connaître  le 
sens  dans  lequel  se  comptent  les  segments  positifs  sur  les 
deux  droites  SA  , SA'. 

Si  l’on  demandait  que  les  deux  segments  Am,  A' m' 
fussent  entre  eux  dans  un  rapport  donné,  que  l’on  eût 
A /«  = ± "k.A'm'',  Am  se  déterminerait  par  l’expression 

A m = AIzhi.A'J'. 

Mais  ces  questions  ne  sont  que  des  cas  particuliers  du  pro- 
blème de  la  Section  tic  raison  d'Apollonius , dont  nous 
donnerons  une  solution  générale  (chap.  XIV).  iNous  nous 
sommes  proposé  seulement  ici  de  démontrer  la  propriété 
de  deux  divisions  liomographiques  exprimée  par  le  théo- 
rème (127),  et  de  donner  un  exemple  de  l’usage  des 
signes  -f-  et  — dans  les  applications  de  cette  théorie. 


III.  Autres  équations  à trois  termes. 

I.'IO.  On  peut  exprimer  deux  divisions  liomographiques 
par  l’équation 

am  , , , bm  cm 

— — - bc.n  n ■+■  — ai . b n A — ab.cn  = o , 

a m b m r ni 


dans  laquelle  a,  b,  c sont  trois  points  lixes  de  la  première 
division:  a',  b',  c'  les  trois  points  homologues  et  tt'  un 
point  fixe  pris  arbitrairement  dans  la  seconde  division  (AH)-, 
ou  bien,  en  prenant  le  point  n à l’infini , par  l’équation 


am  bm  cm 

— ; , OC  -t-  y cil  -t ; ah  — O 

a m h m c m 


li) 
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IV.  Équation  à quatre  termes. 


131 . Soit  a un  point  fixe  de  la  première  droite,  b'  un 
point  fixe  quelconque  de  la  seconde,  et  ni , m'  deux  points 
correspondants  quelconques  des  deux  droites;  on  aura 
outre  les  deux  segments  am,  b m*  In  relation  constante 


nm  b' m'  •+•  1.  arn  ■+•  p.  b' m'  -+-  v = o, 


À,  p,  v étant  des  coefficients  constants. 

Pour  démontrer  l’équation,  considérons  sur  la  seconde 
droite  le  point  a'  correspondant  au  point  a de  la  pre- 
mière, et  sur  celle-ci , le  point  b correspondant  à b'  de  la 
seconde;  on  a 


M 


am  a m 

bm  b'  m' 


(«■«>. 


ou 


am  .b'  m'  — k . bm  . a'  ni  — o. 


INous  voulons  ne  conserver  que  les  segments  ar/i, 
remplaçons  donc  bm  et  a' m'  par  leurs  expressions 

(8)  bm  = am  — ab  , a'  ni  — b' m'  — b' a'  ; 

il  vient 

am  . b' m'  — k ( am  — ab)  ( b'm ' — b' a')  ; 
ou 

am  ,b'm'[i  — k)  -+-k . h'  a' . am+k  .ab  .b'm' — k .ab  .b'  a'  — o (*), 
ou 

am  b'm'  -+- \.am  -+-  p.  b'm'  » = o.  c.  q.  r.  o. 

Il  est  clair  que  dans  cette  équation  , de  même  que  dans  plu- 
sieurs des  précédentes  (122,  120),  les  segments  am , b’m' 
ont  nécessairement  des  signes.  Cela  résulte  d'ailleurs  de  la 


( *)  On  peut  , 4 la  place  de  la  constante  k , introduire  deu*  points  homo- 
logues r,  c’;  on  aura 

c*  a 


h — 


ch  ’ c‘  h'" 
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démonstration  même.  Car  s’il  n’est  pas  indispensable  de 
donner  des  signes  aux  segments  dans  l'équation  (or),  il  n'en 
est  pas  de  même  dans  les  relations  (6)  : les  segments  y ont 
nécessairement  des  signes  (2);  par  conséquent  ils  en  ont 
aussi  nécessairement  dans  l’équation  que  nous  avons  dé- 
duite de  celles-là. 


132.  Autrement.  Soient  sur  les  deux  droites  les  points 
1 et  J'  dont  le  premier  correspond  à l’infini  de  la  seconde, 
et  le  second  à l’infini  de  la  première;  on  aura 


Or 

donc 


I m . i' m'  =z  const.  (120). 

I ni  = am  — al,  et  J ' m'  =:  b'  m'  — b']'; 

(am  — al)  (b' m1  — è'.!')  = const. , 
am . b'  m'  — am  .b'  J'  — b’  m' . al  = const. 


c.  q.  F.  o. 

133.  Pour  déterminer  l’expression  géométrique  de  la 
constante,  supposons  que  le  point  m coïncide  avec  a , et 
soit  a'  la  position  correspondante  du  point  m';  on  aura 

— b' a' . al  = const.; 

ou  bien , en  supposant  que  m!  coïncide  avec  //,  et  m avec  b. 

— ab.b'V  = const. 

L'équation  devient  donc 

am  .b'  m'  — am  .b' . Y — b'  m' . a I -t-  a I . b'  a'  — o , 
ou,  indifféremment, 

am  .b’  m'  — am  .b'  J'  — b’  m' . al  b'  S' . a b — o. 

134.  Réciproquement  ; Si  l’on  prend  sur  deux  droites, 
à partir  de  deux  points  fixes  a,  b',  deux  serments  ara , 
i/m 'ayant  entre  eux  la  relation  constante 

am  . b' m'  -+•  )..a/n  -+-  u.  b' m'  + »-o, 
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les  tleux  points  m,  m'  formeront  deux  divisions  /tomo- 
graphiques. 

En  effet,  supposons  le  point  m à l’infini,  et  soit  J'  la 
position  correspondante  du  point  m',  l’équation  divisée  par 
am  = co  se  réduit  à 


d’où 


b’]' -b  X=  o; 
\ = — b' y. 


Pareillement,  en  supposant  que  le  point  m'  soit  à l’infini, 
et  en  appelant  I le  point  m qui  lui  correspond  sur  la  pre- 
mière droite,  on  trouve 

p — — al. 


L’équation  proposée  devient  donc 

am  .b' m'  — b' J' . am  — al . b' m'  -f-  v ==  o. 


OU 

Or 

donc 


[am  — al)  [b'  m'  — b'  J')  — al . b'  J'  -f-  v = o. 
am  — al  — lm,  et  b' m' — b'J'=J'm'-, 
Im  .}' m'  ■=.  al.  b' }'  — ». 


Le  second  membre  est  constant.  Donc  les  deux  points  m , 
m'  marquent  deux  divisions  homographiques  (120). 

135.  Autrement.  Représentons  par  r et  p les  deux  seg- 
ments am,  h'm';  l’équation  devient 

ro  -t~  \r  -f-  up  » = o , 
ou 

r [p  -+->)-(-  fip  -t-  » =:  o 

Pour  que  les  deux  points  variables  m,  m'  marquent  deux 
divisions  homographiques,  il  faut  que  quatre  points  m 
nient  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre 
points  correspondants  m'.  Soient  r,  r ',  /•",  r1"  les  segments 
relatifs  aux  quatre  points  m , et  p,  p',  p",  p'"  les  segments 
correspondants  h1  m ; l’égalité  des  deux  rapports  anharmo- 
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niques  s'exprimera  par  l'équation 


■ r ~r  — P~P  . P ~ P 

r»  • r'  - rm  p — p"  ' p'  — p" 


Or  on  a,  par  la  relation  entre  r et  0, 


et  pareillement 
d'où 

De  même 
Done 


r=_V±±JL, 

P "+“  ^ 

r„ ftp  4-  v # 

pW  -f*  A 

■ — r"  — (»  — ^P)(P~  P") 
(p  + X)  (p"+  1) 

. r»_(«  — ^P)(P~  P") 

(P-t-  (p"-»-  >)  ’ 


r~r  _P~ P P_ 
r—  r “ 


P p p + A 


( )n  a semblablement 


Par  eonséquent 


p p p A 

p'  — p"  ’ p" 


r — r p — p p — p 

~7  _ ~~~  m * "7  W 

r — r p — p p — p 


C..  Q.  F.  P. 


Ainsi,  il  est  démontré  directement  que  l’équation 


a ni . b'  m'  -+-  ~k.am  fi.  b' m'  + j — o 

exprime  la  division  homographique  de  deux  droites. 

136.  Aous  avons  trouvé  les  expressions  géométriques 
des  trois  coefficients  X,  p. , v , en  partant  de  l’équation 
1 m . J' m' = eonst.  (132),  mais  on  les  détermine  aussi  direc- 
tement. Soit  1 le  point  de  la  première  droite  qui  correspond 
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à l’infini  de  la  seconde;  on  aura,  en  faisant,  dans  l'équa- 
tion , b'm!  infini , 

•n  I 4-  ji  = o , u = — <1 1 . 

Et  pareillement  À = — b' J',  J' étant  le  point  de  la  seconde 
droite  qui  correspond  à l'infini  de  la  première.  L’équa- 
tion devient  donc 

am . b'  m'  — b'}' . am  — ni.  b'm'  4-  v = o. 


Quant  à la  constante  v,  nous  avons  vu  (133)  comment  on 
trouve  ses  deux  expressions  al. b' a'  et  //JL  ab.  De  sorte 
que  l’équation  devient 

am . b'  m'  — 6' J' . am  — a I .b'  m'  -t-  al.  b' a'  (ou  b'}'  .ab)  =0. 

Il  est  facile  de  vérifier  l’égalité  des  deux  valeurs  de  v,  et 
d’en  voir  l’origine;  car  l’équation  al.b'a'  = b1  J'  ab , s’é- 
• al  b'r  c 11  1 

ent  —j  ct>  sous  fette  torme,  elle  exprime  que  le 

rapport  anharmonique  des  quatre  points  a , b,  1 , 00  est  égal 
à celui  des  quatre  points  correspondants  a',  b',  00  , J'. 

V.  Équation  homogène  à quatre  termes. 


137.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homographi- 
quement , si  l'on  prend  sur  la  première  deux  points  fixes 
quelconques  a , c , et  sur  la  seconde  deux  points  fixes 
quelconques  b',  d',  la  division  hoino graphique  sera  expri- 
mée par  la  relation  homogène 


(«) 


am 

cm 


b'  m1  . am 
ri  m cm 


b’m ' 
1 d’n,' 


-t-  v = o. 


Première  démonstration.  — Soient  p et  q'  les  points 
situés  à l’infini  sur  les  deux  droites  respectivement;  l’é- 
quation peut  s’écrire 


. . / am  ai>\  ! b' m'  b'  a'  \ , j am  ap\  ! b' m'  b' a' \ 

(2)  + 
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Celle  équation  étant  formée  tic  rapports  anharmoniques , 
on  peut  dire  qu'elle  dérive  de  l'équation  (t),  même  quand 
les  points  p et  q’  sont  pris  à des  distances  finies  (20);  de 
sorte  que  si  l'équation  (i)  exprime  la  division  homogra- 
phique  de  deux  droites,  l'équation  (2) , dans  laquelle  a , c , 
p sont  trois  points  lixes  pris  arbitrairement  sur  une  pre- 
mière droite,  et  //,  d',  q'  trois  points  lixes  pris  arbitrai- 
rement sur  une  seconde  droite , exprimera  aussi  la  divi- 
sion homographique  des  deux  droites.  Mais  dans  celle-ci 
on  peut  supposer  que  les  deux  points  c cl  tl'  soient  à l’in- 
fini , et  alors  elle  devient 


(3) 


nrn 

ap 


. a ni 
-4“  ).  — 

«p 


o. 


Donc,  si  la  division  homographique  de  deux  droites  est 
exprimée  par  l’équation  (1),  elle  le  sera  aussi  par  l’équa- 
tion (3). 

Et  réciproquement , on  remonte  de  celle-ci  à l’équa- 
tion (t).  Mais  l’équation  (3)  exprime  la  division  homogra- 
phique de  deux  droites  (131  ).  Donc  l’équation  (1)  l’exprime 
aussi.  c.  q.  F o. 

138.  Les  trois  constantes  /. , u,  v ont  des  expressions  géo- 
métriques très-simples,  dépendantes  des  quatre  points  don- 
nés a , c,  b',  (V  et  des  quatre  a',  c',  b , d qui  leur  corres- 
pondent dans  les  deux  divisions.  Supposant  que  le  point  m 
se  confonde  avec  c,  et  par  conséquent  ni'  avec  c',  on  conclut 
de  l’équation  celle  valeur  de 

b'c' 


Et  pareillement . en  faisant  coïncider  le  point  m'  avec  d', 


ad 


Puis,  en  supposant  que  le  point  ni  se  confonde  avec  a, 
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et  ensuite  avec  />,  on  en  conclut  ees  deux  expressions 
différentes  de  v, 

ad  b' a'  a b b' c' 

cd  d'a'  cb  d' r‘ 


L’équation  (1)  devient 


(4) 


am  b'  m' 
cm  d' m' 


b' c'  am 
d' c'  cm 


ad  b' m'  a b c' b' 

cd  d' ni  cb  c' d' 


...  , ..  b a ad 

et  le  dernier  terme  peut  être  remplace  par  -77—;  • ;• 

1 1 1 d a cd 

D’après  les  expressions  des  trois  constantes  A,  p,  v,  on 
voit  que  quand  ces  coefficients  sont  donnés  numérique- 
ment, on  peut  en  conclure  immédiatement  la  position  des 
quatre  points  a\  c',  b,  r I qui  correspondent  respective- 
ment aux  quatre  points  donnés  «,  c,  b\  cl' . 

159.  Remarquons  que  l’équation  (4)  peut  s’écrire  de 
manière  que  tous  ses  termes  soient  formés  de  rapports  an- 
harmoniques,  ce  qui  nous  permettra  de  l’appliquer  à deux 
faisceaux  homographiques  (1  18).  II  suffit  de  la  diviser  par 

— • : elle  devient 

cd  d c' 


(5) 


/ am  ad\ 

/ b'  m' 

_b'c'\ 

j am  ad\ 

\cm  cd  ! 

\d'm' 

’ d'd  1 

’ cm  cd  ‘ 

' m'  b' c'  \ (ah  ad\  / b' a'  b' d \ 

W : rfV  / + : cd  ) ""  V/7*»7  : 5V  ) ~ °' 


On  peut  déduire  de  cette  équation  générale  toutes  celles 
à deux,  à trois  et  à quatre  termes  données  précédemment-, 
mais  il  est  inutile  d’entrer  dans  ces  détails. 


140.  Deuxième  démonstration . — L’équation  (4)  se 
peut  conclure  de  la  relation  fondamentale 


am 

bru 


a' m' 
b' m' 


(»•*), 


au  moyen  des  formules  pour  le  changement  d’origines  (25). 

7- 
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En  ell'et,  qu’on  prenne  sur  les  deux  droites  respective- 
ment deux  points  üxes  <;  et  c/',  et  qu'on  remplace  les  deux 

am  ri  tri  am  ri  tri  . , . 

rapports  - — , — — - par  — et  -r. — ; » au  moyen  des  deux  lor- 
om  h'  m * cm  n tri 

mules 

bm  br  nb  cm 

am  ac  ac  am  I 

> (28): 

a' m'  a'tl'  b' a'  ri  tri  1 

Viri  ~ 77ri  + l/d'  ' Âv’J 

l’équation  devient 

f bc  ab  cm  \ / a'  d'  b' ri  d'm'\  i 

lac”*-  ac  am  ) \ b'd'  b' d'  b' tri  ) X 

Qu'on  remplace  )>  par  ‘j  : en  vertu  de  l’équation  d’où 

l’on  part,  et  qu’on  observe  qu’il  existe  entre  les  quatre 
points  a',  b\  c',  d'  la  relation 

a' d'  a' c'  a'b'  c' d' 

Vd'  ~ i/~?  ~ 71/  ' Vri  - 


l’équation  devient 

b' m'  bc  a'b'  c'd'  am  bc  l/ri  b' m'  ab  a'd' 

d'm'  ac  db'  b'd' cm  ac  b' d ' d' tri  ac  b'd' 


ab  b'ri 
ac  b'd' 


Divisant  par  le  coefficient  du  premier  terme,  et  ayant  égard 
à l’égalité 

ab  ad a'b'  a'd'  , ab  a'd'.c'b' ad 

7b  7d  = 7ri  Tri'  dou  7b'  rib'.  c'd’  = ~7d' 
on  a enfin 


am  b' m'  b’d  am  ad  1/ m'  ab  d b' 

cm  d'n/  d'd  'cm  cd  d' m'  cb  d d' 


ce  qui  est  l’équation  qu’il  s'agissait  de  démontrer. 


VI.  Équations  à plusieurs  termes. 

141.  Soient  A,  C,  E,  G,...  des  points  fixes  sur  une 
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première  droite,  et  B7,  f)f,  F',  H,J . . . des  points  Jixes  sur 
une  seconde  droite,  si  sur  ces  lieux  droites  on  prend  deux 
points  variables  m,  in',  de  manière  i pion  ait  la  relation 
constante 

«.Am.B'm'4-  ë.Cm.D'ra'H-, . . + i.Em  F ' m' 

-t-  Ç G m 4-  » . H'  m'  H- . . . = », 

ces  deiu:  points  m , m'  formeront  deux  divisions  homo- 
graphiques. 

F.n  effet,  cette  équation  se  ramène  à l'équation  à quatre 
termes 

A ni . B'»/-+-  km  -+-  j*.  B'  m'  -t-  i = o {131). 

Il  suffit  d exprimer  tous  les  segments  en  fonction  de  deux 
seuls,  comptés  à partir  de  deux  origines,  telles  que  A et  B', 
en  faisant 

C m = A m — AC , D' m'  — B'  ni  — B'  D', 

E m =z  A m — AE , F'  ni  — B'  m'  — B'  F', 


La  proposition  est  donc  démontrée. 

1 12.  Ce  qui  distingue  la  forme  de  cette  équation  à plu- 
sieurs termes,  de  même  que  toutes  les  précédentes,  c’est 
qu'il  n’y  entre  pas  le  produit  de  deux  segments  relatifs  au 
même  point  m ou  ni-,  d'où  il  résulte,  qu'à  un  point  ni  ne 
répond  qu’un  point  ni,  et  réciproquement.  C’est  là  la  pro- 
priété fondamentale  et  caractéristique  des  divisions  homo- 
graphiques. 

§ 11.  — Faisceaux  homograpliiqucs. 

113.  On  peut  exprimer  l’homographie  de  deux  fais- 
ceaux, en  les  coupant  par  une  ou  deux  transversales,  et  en 
exprimant  qu'ils  font  sur  ces  droites  deux  divisions  homo- 
graphiques.  Mais  on  peut  aussi  se  servir  de  relations  géné- 
rales entre  les  sinus  des  angles  que  deux  rayons  homologues 
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font  avec  des  axes  fixes.  Ces  relations  seront  de  diverses 
formes,  de  même  que  celles  relatives  aux  divisions  homo- 
graphiques  de  deux  droites. 

I.  Equations  à deux  termes. 

Soient  quatre  rayons  A,  B,  C,  M du  premier  faisceau, 
et  les  quatre  rayons  correspondants  A',  IV,  C',  M'  du 
second  faisceau;  on  aura  (51  ) 


sin(  A,  M)  sin  ( A,  C) sin(A',M')  sin  ( A',  C') 

sin  ( B,  M ) " sin  (B,  C)  sin  (B',  M')  ’ sin  (B',  C')’ 
ou 

sin  (A,  M ) sin  (A',  M')  T sin  (A,  C)  _ sin  (A',  C')-] 

sin  (B,  M)  sin(B',  M')  j_sin  (B,  C)  " sin  (B',  U')  j 

ou,  en  représentant  par  À le  facteur  constant  du  second 
membre , 

sin  ( A,  M) . sin  (A',  M' ) 

sin  (B,  MJ  sin  (B',  M') 


Ainsi,  cette  équation  exprime  que  les  deux  rayons  M,  M', 
qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  forment  deux 
faisceaux  homograpliiques. 


141.  Si  les  deux  droites  fixes  A,  B sont  rectangulaires, 

le  rapport  S.n  ^n ’ v.V  devient  tang(A,  M):  et  semblable- 
rr  sin  (B,  M ) ° ' 11 

ment,  si  les  deux  droites  A',  B;  sont  aussi  rectangulaires. 

De  sorte  que  l'équation 


(2)  tang(  A,  M)  = tang(  A',  M') 

exprime  que  les  deux  droites  M.  IL'  forment  deux  fais- 
ceaux homograpliiques. 

Dans  cette  équation  où  la  direction  de  chaque  rayon 
OM  ou  O'M'  se  détermine  par  rapport  à une  seule  droite 
OA  ou  O' A',  il  faut  convenir  du  sens  dans  lequel  on  comp- 
lera  les  angles  positifs  autour  des  deux  centres  I ) et  O'. 
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115.  Cas  particulier. — Deux  faisceaux,  dans  lesquels 
les  angles  de  l'un  sont  égaux , respectivement . aux  angles 
de  l'autre,  sont  I tomographiques . 

Cela  est  évident,  car  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
rayons  du  preitaicr  faisceau  est  égal  à celui  des  quatre 
rayons  homologues  du  second  faisceau , puisque  les  angles 
du  premier  faisceau  sont  égaux  à ceux  du  second. 

Ainsi  l'homographie  s’exprimera  par  l’équation 

(3)  angle  ( A,  M ) = ± angle  ( A',  M'  ) . 

Les  deux  faisceaux  peuvent  présenter  deux  cas  dillérenls , 
relativement  au  sens  dans  lequel  tournent  leurs  rayons  res- 
pectifs. Si  les  rayons  tournent  dans  le  même  sens,  les  deux 
faisceaux  , que  nous  supposons  avoir  le  même  centre  . peu- 
vent être  rendus  coïncidents,  par  une  simple  rotation  de 
l’un  d’eux.  Et  si  les  rayons  tournent  en  sens  contraire,  il 
existe  toujours  deux  rayons  dont  chacun  , considéré  comme 
appartenant  au  premier  faisceau,  est  lui-même  son  homo- 
logue dans  le  second  faisceau  : ces  deux  rayons  sont  rec- 
tangulaires , et  les  deux  faisceaux  sont  placés  symétrique- 
ment de  part  et  d’autre  de  chacun  d’eux.  Aous  dirons , 
dans  le  premier  cas,  que  les  deux  faisceaux  sont  sembla- 
bles, et,  dans  le  second,  qu'ils  sont  symétriques. 

II.  Equations  à trois  termes. 

I Mi.  On  a entre  les  quatre  droites  A,  B,  C,  M et  leurs 
homologues  A',  B',  C',  M'  l'équation 


sin(A,M)  sin(A,C;  sin(U',  M')  sin(C',  A') 
sin  (B,  M J ’ sin  ( B,  C)  sin ( B',  M')  " sin  (B',  A1' 


Faisons 


sin  ( B,  C ; ^ sin  (B',  A'  ) 

sin  ( A,  C ) sin  (C,  A')  U ’ 


il  vient 


sin  (A,  M j sin  (C',  M'  ) 
' sin  ( B,  M *’  '*  sin  ■ B',  W 
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Ainsi , étant  données  deux  droites  iixes  A , B,  deux  autres 
droites  fixes  C',  B',  et  deux  constantes  X et  p,  cette  équa- 
tion exprime  que  les  deux  droites  M , M'  forment  deux 
faisceaux  homographiques.  Dans  ces  deux  faisceaux , les 
droites  B,  B'  sont  deux  rayons  correspondants;  mais  les 
rayons  A et  C'  ne  se  correspondent  pas  et  sont  pris  arbi- 
trairement. 

On  peut  prendre  A perpendiculaire  à B,  et  C'  perpendi- 
culaire à B';  l’équation  devient 

f-,  À U. _ 

tung(B,  M i -+"  tang  (B',  M') 

On  peut  encore  écrire 

(6)  X tang  { A,  M ) -+-  tang  (C',  M')  = i . 

Mais  ici  il  faut  bien  observer  que  quand  les  deux  fais- 
ceaux sont  donnés,  A et  C'  ne  sont  pas  deux  droites  quel- 
conques; car  il  faut  que  les  perpendiculaires  B et  B'  à ces 
deux  droites,  respectivement,  soient  deux  rayons  corres- 
pondants des  deux  faisceaux. 

147.  L’équation  (5)  donne  lieu  à cette  propriété  de  deux 
faisceaux  homographiques  : Étant  pris  un  rayon  du  pre- 
mier faisceau,  on  peut  toujours  déterminer  deux  autres 
rayons  faisant  avec  celui-là  /leux  angles  égaux,  respecti- 
vement,, à leurs  homologues  dans  le  second  faisceau, 
mais  l'un  avec  te  meme  signe,  et  l’autre  avec  un  signe 
contraire. 

En  effet,  les  deux  angles  formés  à partir  du  rayon  15  et 
satisfaisant  à la  question , seront  déterminés  par  l’équation 

tang  B,  M ) = X ± p. 

III.  Equations  à quatre  termes. 

I -iX.  L'équation  homogène  à quatre  termes  (1*18)  qui 
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exprime  la  division  homographique  de  deux  droites  , donne 
lieu  à une  équation  semblable  entre  les  sinus  des  angles  de 
deux  faisceaux  homographiques  (139).  Ainsi,  A,  B,  C,  O 
étant  quatre  rayons  Gxesdu  premier  faisceau,  A',  B',  C',  D' 
les  rayons  correspondants  du  second  faisceau,  et  M,  M' 
deux  rayons  correspondants  variables,  on  aura  l’équation 

sin (A,  M)  sin  (B',  M')  sin (A,  M ) sin(B',C') 

sin(C,  M)  sin(D',M')  sin(C,  M)  sin(l)',C') 

sin  (B',  M')  sin  (A,  D)  sin  (A,  D)  sin  (B',  A') 

~ sin  (D',  M')  ‘ sitr  C,“D)  sïn(C,  D)  ' sin(D',  A')  ~ °’ 

dont  le  dernier  terme  peut  être  remplacé  par 

sin(B',C')  sin(A,  B) 
sin(D',C')  sin(C,  B) 

On  peut  écrire 

. sin  (A,  M)  sin  (B',  M')  . sin  (A,  M)  sin  (B',  M') 

^ sin(C,  M)  ’ sin(D',M')  A sin(C,  M)  ^ sin(D',  M')  ‘ °‘ 

Celte  équatiou  exprime  donc  que  les  deux  rayons  M , M' 
forment  deux  faisceaux  homographiques. 

Les  deux  droites  A,  C du  premier  faisceau  sont  prises 
arbitrairement,  ainsi  que  les  deux  B'  et  D'  du  second  fais- 
ceau. 

149.  Si  A et  C sont  rectangulaires,  ainsi  que  B'  et  D', 
l’équation  devient 

(8)  lang  { A,  M)  tang(B\  M')  4-  X.tang ( A,  M)  -+-  u.  tang  ( B',  M')  4-  v = o. 
I\  . Cas  où  l’un  des  deux  faisceaux  a son  centre  à l’infini. 

150.  Si  l’un  des  faisceaux  est  composé  de  droites  pa- 
rallèles, on  remplacera  dans  les  formules  précédentes  les 
sinus  des  angles  relatifs  à ces  droites  par  les  segments 
quelles  déterminent  sur  une  transversale,  comme  nous 
avons  fait  pour  exprimer  l égalité  des  rapports  anharmo- 
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niques  de  deux  faisceaux  de  quatre  dioites,  dout  l'un  est 
formé  de  quatre  droites  parallèles  (o3). 

D’api  ■ès  cela,  l’homographie  des  deux  faisceaux  s’ex- 
primera par  les  équations  suivantes  : 

Equations  à deux  termes. 

sin  ( A,  M ) . a! m' 

sin(B,  M)  b' m'  ’ 

sin  (A,  Mf  , , 

sin  (fi,  M ) ~ m ’ 

sin  (A,  M ) \ 

sin  (B,  M)  b'  m' 


Équations  à trois  termes. 


. sin  (A,  M ) 
‘ sin  (B,  M ) 
. sin  (A,  M ) 
sin  (B,  M ) 

. sin  ( A,  M ) 
sin  (B,  M ) 


i m 
? ' b'm' 


-t-  u.c' m'  — 


I, 

1, 


Equations  à quatre  termes. 


sin  (A,  M)  b'm'  .sin  (A,  M) 
sin(C,  M)  d'm'~^~  sinfC,  M) 
sin  (A,  M)  ,,  , . sin  (A,  M) 

sin(C,  M)  "**Asin(C,  M) 

sin  (A,  M)  i sin  (A,  lÿ) 

sin(C,  M)  sin  {G,  M) 


(*• 


b'm' 
d' m' 


y-.b'  m'  v =:  o, 
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CHAPITRE  VIII. 

SUITE  DU  PRÉCÉDENT.  DIVISIONS  HOMOGRAPHIQUES  FORMÉES 

SUR  UNE  MÊME  DROITE  FAISCEAUX  HOMOCRAPIIIQUES 

AVANT  LE  MÊME  CENTRE. 


§ I.  — Divisions  homo graphiques  formées  sur  une  meme 
droite.  — Points  doubles. 

151 . ()uand  deux  droites  divisées  homo  graphiquement 
sont  superposées  l'une  sur  Vautre,  il  existe  deux  points 
( réels  ou  imaginaires ) dont  chacun,  considéré  comme 
appartenant  à la  première  division,  coïncide  avec  son 
homologue  dans  la  seconde  division. 

En  eil'et,  la  division  homographique  de  deux  droites 
s’exprime  par  l’équation 

am  .h' m'  -4-  > . am  + u . b' nV  » = o, 

dans  laquelle  a et  h'  sont  deux  points  fixes  quelconques 
pris  sur  les  deux  droites  respectivement  (131).  Quand  ces 
deux  droites  coïncident  en  direction,  on  peut  prendre  pour 
h'  le  point  a , et  l'équation  devient 

am . am'  -+-  À . am  -f-  u . am’  v = o. 

Si  l'on  veut  que  les  deux  points  homologues  m , m'  coïn- 
cident, on  déterminera  leur  position  commune  par  l'équa- 
tion 

am  -f- (> -+•  p)  a/n -t- v — o, 

laquelle  donne  deux  valeurs  de  am.  Conséquemment  il 
existe  deux  points  qui  satisfont  à la  question  ; et  il  ne  peut 
pas  v en  avoir  plus  de  deux. 
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Nous  donnerons  à ces  deux  points  remarquables  le  nom 
de  points  doubles,  pour  indiquer  que  chacun  d’eux  repré- 
sente deux  points  homologues  coïncidents.  Ces  points  peu- 
vent être  imaginaires. 

152.  Le  milieu  des  deux  points  doubles  est  le  milieu 
des  deux  points  (pii , dans  les  deux  divisions , correspon- 
dent à l’injini. 

En  effet,  soit  1 le  point  de  la  première  division  qui  cor- 
respond à l’iniini  de  la  seconde,  et  3'  le  point  de  celle-ci 
qui  correspond  à l’iniini  de  la  première  -,  l’équation  prend 
la  forme  (133) 

nm . am'  — a J' . am  — a 1 . am'  + ol.au'  — o . 

Quand  les  deux  points  m,  ni'  se  confondent,  on  a 

a 

nm  — (n  I a J')  am  a I .an'  = o. 

La  somme  des  distances  du  point  a aux  deux  points 
doubles,  est  donc  (ni  -t-nJ');  ce  qui  prouve  que  le  point 
milieu  des  deux  points  doubles  coïncide  avec  celui  des  deux 
points  I,  J'.  c.  q.  f.  n. 

Désignant  par  O ce  point  milieu,  on  a 

_ n I a J' 

fl  O = ; 


et  1 équation  qui  détermine  les  deux  points  doubles  devient 
nm  — 2 a O . «/»  -H  « I an'  — o. 

153  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  première 
division,  aux  deux  points  doubles,  est  au  rapport  des 
distances  du  point  correspondant  de  la  seconde  division 
aux  deux  memes  points,  dans  une  raison  constante. 

En  effet,  soient  e,  f deux  points  de  la  première  divi- 
sion, et  e',  f leurs  homologues  dans  la  seconde  division-, 
1 homographie  dos  deux  divisions  sera  exprimée  par  1 équa- 
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cm 

fm 


(118). 


Et  si  l’on  prend  pour  les  deux  points  e,f  les  deux  points 
doubles,  lesquels  coïncident  avec  leurs  homologues,  cette 
équation  devient 

cm  . eut' 
fm  = ; 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  vérifie  aisément  que  dans  les  deux  divisions  liomo- 
graplnques  déterminées  par  cette  équation  les  deux  points 
e,  f sont  des  points  doubles.  Car  si  l’on  suppose  que  le 
point  m se  confonde  avec  le  point  e,  ou  a me  = o , et  par 
conséquent  aussi  m e = o;  c’est-à-dire  que  m'  se  confond 
aussi  avec  le  point  e : ce  qui  prouve  que  celui-ci  est  un 
point  double.  Et  pareillement  du  point  J. 

Observât  ion . — Quand  la  constante  t,  est  égale  à — i, 
les  deux  points  m,  ni'  divisent  harmoniquement  le  seg- 
ment ef  (o(i).  Ce  cas  particulier  se  rapporte  à la  théorie  de 
l’ involution  des  six  points,  que  nous  exposerons  plus  loin. 

1o4.  Constkuction  dks  DEUX  poikts  DOUBLES. — Pre- 
nons 1 équation  qui  détermine  ces  deux  points  , savoir, 

. — — ? 

am  — 2 a O . a/n  -t-  a 1 . au'  — o . 


L’origine  fl  est  arbitraire;  plaçons-la  au  point  O:  il  sullît 
de  faire  aO  = o ; l’équation  devient 

Ôm’-h  OI.OO'=  o. 


O'  est  le  point  qui  correspond , dans  la  seconde  division , 
au  point  O de  la  première.  Ce  point  O étant  le  milieu  du 
segment  IJ',  on  a 01  = — OJ';  on  peut  donc  écrire 

Ô7,  ' — OJ'  . 00'  = o. 
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ll’où 

Om  — zh  vOJ'.  00'. 

Ainsi  les  points  doubles  sont  de  part  et  d’autre  du  point  O, 
à des  distances  égales  à VUC)'  ■ OJ'.  De  sorte  que  leur  re- 
cherche se  réduit  à construire  une  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  lignes. 

Quand  les  deux  points  O'  et  J'  ne  se  trouvent  pas  du 
même  côté  du  point  O,  les  deux  segments  OO',  OJ'  sont 
désignés  contraires;  leur  produit  est  négatif,  et  les  deux 
points  doubles  sont  imaginaires . 

155.  Cette  construction  des  deux  points  doubles  est  fon- 
dée sur  la  connaissance  des  deux  points  I et  J',  dont  la 
détermination  est  toujours  extrêmement  facile,  de  sorte 
(jue  la  construction  a toute  la  simplicité  désirable.  Mais 
on  peut  demander  de  construire  les  deux  points  doubles 
immédiatement,  au  moyen  des  seules  données  qui  ser- 
vent à déterminer  les  deux  divisions  homographiques , les- 
quelles sont,  en  général , trois  systèmes  quelconques  de  deux 
points  correspondants.  Nous  reviendrons  sur  cette  question 

(Chap.  XIII,  263). 

lot».  La  notion  des  points  doubles  de  deux  divisions  ho- 
mographiques est  très-importante;  elle  sera  fort  utile,  no- 
tamment pour  la  résolution  des  problèmes,  où  elle  procurera 
des  solutions  uniformes  et  très-simples  de  beaucoup  de 
questions  qui  conduisent  à des  équations  du  second  degré 
parfois  très-compliquées.  Par  exemple,  les  trois  problèmes 
de  la  section  de  l’espace , de  la  section  de  raison , et  de  la 
section  déterminée,  qui  ont  été  le  sujet  de  trois  traités  diffé- 
rents d’Apollonius,  se  résoudront  immédiatement  par  celte 
méthode  {voir  Chap.  XI\  et  XV). 

lî>7.  Cas  oe  l’uk  des  points  doubles  est  a l’infini. — 
Ce  cas  est  celui  de  deux  divisions  semblables  ; car  si  le 
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point  double  /est  à l'infini,  l’équation  générale 


devient 


em 

f/n 


. cm' 


(155), 


em 

em' 


équation  qui  exprime  deux  divisions  semblables  (US). 

lo8.  Construction  ut:  point  oouble  e.  — Quand  le  coef- 
ficient de  proportionnalité  1 est  donné,  un  seul  système  de 
deux  points  homologues  a , a'  suffit  pour  déterminer  le  point 

double  e , par  le  rapport  = X. 

Quand  les  deux  divisions  sont  déterminées  par  deux 
couples  de  points  homologues  a,  a'  et  />',  on  a pour 
deux  autres  points  homologues  quelconques  m,  ni'  la  rela- 
tion 


am 
a'  m' 


= const. 


ah 


et,  pour  déterminer  le  point  double,  l'équation 

ac  _ ab 

Ve  ~ 7b'' 

On  portera  sur  deux  droites  parallèles  menées  par  les  points 
a et  a',  deux  segments  ac,  a' c'  égaux  à ab , a'b' , et  diri- 
gés dans  le  même  sens,  ou  en  sens  contraires,  suivant  que 
ab  et  a' b'  seront  de  même  signe  ou  de  signes  dillérents;  la 
droite  66'  déterminera  le  point  e. 

Autrement.  Sur  les  deux  segments  ab',  a' b on  décrira 
deux  circonférences  de  cercles  passant  par  un  même  point 
g quelconque;  elles  se  couperont  en  un  second  point  g\  et 
leur  corde  commune  gg'  passera  par  le  point  double  e.  Car 
l’équation 

ac  ab 

7~c~7b' 
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s’écrit 

d’où  l’on  tire 
ae 

bi- 


ne a'  t 

ac — be  a' c — b'  <•’ 

a'e  u ' i 

77- 1 ou  ea . eb  = va  . cb  ; 

b e 


ce  qui  prouve  que  le  point  e est  sur  la  corde  commune  au\ 
deux  circonférences  décrites  sur  les  segments  ab\  a1  b. 


159.  Quand  dans  l’équation  — - = , le  coefficient  ).  est 

égal  à — 1,  le  point  double  se  trouve  au  milieu  de  chaque 
segment  mm1  formé  par  deux  points  homologues;  de  sorte 
que  les  deux  divisions  sont  égales  ou  les  mêmes,  mais 
formées  en  sens  contraires. 

Si  le  coefficient  X est  égal  à -H  1,  l’équation  — , = 1 

montre  que  le  point  e est  à l’infini;  de  sorte  que  les  deux 
points  doubles  coïncident  à l’infini.  Alors  on  a 

ab  t < w 

—t-  — 1 , ab  = a b ; 

a b 

ce  qui  montre  que  les  segments  homologues  sont  égaux  et 
dirigés  dans  le  môme  sens.  On  peut  dire  que  les  deux  divi- 
sions sont  égales  et  dirigées  dans  le  môme  sens. 


§ II.  — Diverses  manières  d'exprimer  deux  divisions  homo- 
graphiques  sur  une  même  droite. 

I.  Equation  am . b' m'  \ [am  — b'm')  - 1-  » = o. 

IfK).  Quand  deux  divisions  homo graphiques  sont  mar- 
quées sur  une  même  droite,  on  peut  les  exprimer  par  une 
équation  telle  que 

( 1)  am . b' m'  -f-  > (am  — b' m')  - f-  v = o, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  segments  am  et  b' ni’ 
sont  égaux  et  de-  signes  contraires. 


Digitized  by  Google 


TRAIT  F.  DK  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  n3 
Four  obtenir  celte  équation,  on  peut  prendre  à volonté 
le  point  a , et  l’on  détermine  le  point  h'  et  la  constante  À; 
ou  bien  on  peut  se  donner  la  constante  A et  déterminer  les 
deux  points  fixes  a et  b’. 

En  ellet,  l’équation  générale  est 

am.b'nï  — b' . am — a I . b' ni -h  a l b' a' — o (135). 

Donc  si  le  point  a est  donné,  il  suffit  de  prendre  le  point 
l>'  de  manière  que  b' S'  = — al.  Cette  relation  fait  voir  que 
les  deux  points  a et  b'  sont  à égale  distance  des  deux  points 
I,  J'  respectivement,  et  tous  deux  sur  le  segment  IJ'  ou 
tous  deux  au  dehors. 

Si  la  constante  A est  donnée,  on  prendra  les  points  a et 
b'  distants  de  I et  J',  respectivement,  d une  longueur  égale 
à À,  mais  de  manière  que  les  deux  segments  al,  b'i'  soient 
de  signes  contraires. 

II.  Équation  o/n  . b'  ni  -+-  y . mm'  -|—  <î  = o. 

i (il . Deux  divisions  homographiques  sur  une  même 
droite  s'expriment  par  l'équation 

(2)  am  .b’  ni  + y . mm'  + 5 = 0. 

Eti  effet,  en  prenant  le  point  b'  comme  il  vient  d ètre 
dit , on  a l’équation 

am  ,b'm'+a\.  am  — a I . b'  m'  -4-  o I . b'  a'  = o 

Qu’on  remplace,  dans  le  troisième  ternie,  b' ni'  par 
(am'  — ab '),  il  vient 

o/n . b'  m'  o I (o/n  — o/n'  ) + o I {ab'  b'  a'  ) = o, 

ou 

( 7!  ) am  .b'  ni  — o I . mm'  -+-  o I . aa'  = o ; 

cequi  démontre  le  théorème. 

Corollaire  1. — Si  le  point  a coïncide  avec  l’un  des 
points  doubles  e,  le  point  b'  coïncidera  avec  le  second  point 
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double  /;  le  segment  aa'  sera  nul,  et  l'équation  deviendra 

(3)  rm.fm'  — eI.mw'=o. 

Corollaire  H.  — Si  le  point  a est  le  milieu  O des  deux 
points  1,  J',  le  point  6'  coïncide  avec  ce  même  point  mi- 
lieu, puisque  b'i'  — — al,  et  l’équation  devient 

( 4 ) O m . O /«'  — 01 . mm’  -t-  01 . 00'  =:  o, 

O'  étant  le  point  de  la  seconde  division  qui  correspond  au 
point  O considéré  comme  appartenant  à la  première. 

XII . Équation  O /«  -t-  I m . mm'  -t-  v = o. 

162.  Deux  divisions  Homo  graphiques  sur  une  même 
droite  s'expriment  par  l’équation 

(5 1 1 

' Om  + lm . mm'  -t-  a =t  o, 


v étant  une  constante. 

En  effet,  que  dans  l'équation  précédente  on  remplace 
Ont'  par  + il  vient 

Om  -f- (O  i»  — 01)  mm'  -4-  01.00'  = o, 
ou 


(5') 


O/ 


-hlm.  mm'  -h  01 . 00'  = o. 


§ III.  — Cas  où  les  deux  points  doubles  coïncident . 

163.  Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  points 
doubles,  dans  l’équation 

nm . am'  -I-  >. . am  -t-  u. . am'  a = o, 

se  confondent  en  un  seul. 

Les  deux  points  doubles  sont  déterminés  par  la  relation 
am  -+-  (X  -h  fi)  am  a = o. 

La  condition  d'égalité  des  deux  racines  est 

[\  -t-  j*)3  — 4 v — o. 
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Remplaçons  les  constantes  par  leurs  expressions  géomé- 
triques 

'/  = — «J',  ^ « I (155). 

On  a 

> + fi  = — (fl  I 4-  fl  J')  = — joO; 

O étant  le  point  milieu  du  segment  IJ'.  Il  en  résulte  que 
1 

v = «O;  et  l’équation  qui  détermine  le  point  double  de- 
vient 

■ — ) — i 

am  — aaO.u/n  + (iO  = o. 

D'où 

am  = a O. 

Ainsi  le  point  de  coïncidence  des  deux  points  doubles  est 
le  point  O,  c’est-à-dire  le  milieu  des  deux  points  I,  J'  qui 
ont  leurs  homologues  à l’infini. 

L’équation  qui  exprime  l’hontograpliie  des  deux  divisions 
devient 

(fl)  am  . am'  — ai' . am  — al. am'  -H  « O = o. 

10t.  Dans  cette  équation  le  point  a est  pris  arbitraire- 
ment. Supposons  qu’il  coïncide  avec  le  point  O:  l’équation 
devient 

0/n  .0  ni'  — OJ' . O //»  — 01 . O/n'  = o, 

ou,  parce  que  OJ'  = — OI, 

(/>)  0/n.0/n'  — 01.  mm'  = o. 

Cette  équation  peut  encore  se  conclure  de  1 équation  (3) 
dans  laquelle  on  exprimera  que  les  deux  points  doubles  e,J 
coïncident  en  O , ou  bien  de  l’équation  ( 4 ) dans  laquelle  on 
supposera  le  segment  OO'  nul. 

Corollaire.  — L’équation  (b)  prouve  que  le  rapport 

0/n.0/n'  i . 

est  constant  5 on  aura  donc,  en  prenant  deux 

mm’ 

points  homologues  a , a\ 

0/n.  0/n'  On.Ofl' 

(f)  j— = r~ 

' ' mm  a// 

8. 
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165.  Cette  équation  donne 

Ont'  — Ont  _ On'  — On 
Om.Om'  Oa.Ôn' 
ou 

i I i 1_ 

' ^ O ni  O m'  On  On' 

Expression  la  plus  simple  de  deux  divisions  liomogia— 
phiqucs  dont  les  points  doubles  coïncident.  On  peut  aussi 
tirer  cette  équation  directement  de  l’équalion  générale  à 
trois  termes  (7,  123). 

166.  En  écrivant  (c)  ainsi 


on  en  conclut 

(J) 


1 _i_  _ _t J_ 

Ôrâ  Ô7i  — O m'  On' 


Ont 

nm 


Oa  = 


Ont' 
a'  m' 


O a'. 


Corollaires.  — Dans  ces  deux  équations  (c  et  d)  on  peut 
supposer  le  point  a'  à 1 infini , et  elles  deviennent 

1 I 

(**)  OÎtt~  Om'  — 01 


Ont  _ . 

(df)  _.0n  = 0 nt. 

167.  Qu'on  remplace  Om'  par  (Om  + mm1)  dans  l é- 
quation  (/>),  elle  devient 

O m 4-  ( O ni  — 01  ) mm'  = o, 
ou 

(g'j  Ont  -t-  1 1». mm'  = O. 

Cette  équation  se  conclut  aussi  de  l’équation  précédente  (a') 
où  l'on  suppose  le  segment  OO'  nul. 

168.  On  peut  encore  exprimer  les  deux  divisions  par 
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l'équation 

(/) 


— — > am  O a' 

U/n  — -, — - mm  . ■ — - =r  o. 
n m an 


H7 


En  effet,  prenons  l’équation  (e)  et  éerivons-Ia  ainsi  : 

0 m O m 

1 m m' m 

ou , en  désignant  par  l' le  point  de  la  seconde  division  situé 
à I infini , 

,Om  01' \ / O m 01'  \ _ 

\ I m I I'  / ' m' m m'V  ) 1 ’ 

Comme  le  premier  membre  est  formé  de  deux  rapports 
anharmoniques,  cette  équation  a lieu  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  I'  à distance  finie,  le  point  I étant  son 
homologue  dans  la  première  division.  Ainsi  l'équation 


O m I m m1  m 


ou  l’équation  [J  ),  puisque  I et  1'  sont  deux  points  cor/es- 
pondanls  quelconques  des  deux  divisions,  exprime  deux 
divisions  homographiques  dont  les  deux  points  doubles  se 
confondent.  c.  q.  f.  n. 

H>9.  Cas  ou  les  deux  points  doubles  sont  a i/infini.  — 
Dans  l'équation 

O ni.  O ni1  On.  O a' 

rr:  * 

mm  aa 


a et  a'  sont  deux  points  correspondants,  et  O le  point  de 

coïncidence  des  deux  points  doubles  ( lüo).  Si  ce  point  est 

Om  O m'  , . ,,  . , 

a 1 infini,  les  rapports  -^7  sont  égaux  a I unité,  et 

l'équation  devient 

mm'  aa' . 


Ainsi , le  segment  compris  entre  deux  points  correspondants 
quelconques  est  de  grandeur  constante;  il  s’ensuit  que 
a! m' — am\  c'est-à-dire  que  deux  segments  homologues 
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des  deux  droites  sont  toujours  égaux,  ou,  en  d'antres 
termes , que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  égales , 
une  à une,  respectivement,  et  dirigées  dans  le  même  sens. 
Et,  en  cll’et,  nous  avons  déjà  vu  que  dans  ce  cas  les  deux 
points  doubles  sont  situés  à l’iniini  (159). 

170.  Il  résulte  de  là  que,  quand  ou  a sur  une  même 
droite  deux  divisions  homograpliiques  dont  les  points  dou- 
bles coïncident , ou  peut  eu  faire  la  perspective  , de  manière 
que  les  segments  homologues  deviennent  égaux  entre  eux.  11 
suffit  que  dans  la  perspective  le  point  double  des  deux  divi- 
sions proposées  passe  à l'infini. 

§ IV.  — Propriété  rie  deux  divisions  homograpliiques 
dont  les  points  doubles  sont  imaginaires. 

171.  Quand  deux  divisions  homograpliiques  formées 
sur  une  même  droite  n ont  pas  de  points  doubles , il  existe, 
de  part  et  d’autre  de  cette  droite,  un  point  d'où  l’on 
voit  sous  des  angles  égaux  et  formés  dans  le  même  sens 
de  rotation , tous  les  segments  compris  entre  les  points  de 
la  première  division  et  leurs  homologues  respectifs, 

L’homographie  des  deux  divisions  s’exprime  par  l’équa- 
tion 

O ni . O m'  — 01 . mm'  -+-  01 . 00'  = o ( 1 01 , équai.  4 )» 
ou 

Om.Om'  -t-  01. 0 m — 01 . 0/«'  -H  01 .00'  = o. 

Les  deux  points  doubles  étant  imaginaires,  par  hypothèse, 
les  deux  points  O'  et  J'  sont  de  côtés  dill’érents  par  rapport 
au  point  O (loi);  par  conséquent  O'  et  I sont  d’un  même 
coté,  et  le  produit  01.00'  est  positif.  Prenons  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  par  le  point  O le  segment 

OP  = v'OI.OO'. 

L’équation  s’écrit 

O m O m’  ^ 01  / O m O m'  \ 

op  ' T)p  ôp  \ op  ~ op  / + * ~ 
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ce  tjui  donne 

tang  OP m . tang  OP  ///'  -+-  ~(lang  OP///  — tang  OP/n')  -+- 1 =s  o, 
OU 

tang  OP  m'  — tang  OP  ///  OP 
i -+-  tang  OP/n . tang  OPm'  OI 

Le  premier  membre  esl  égal  à 

tang  (OP  ///'  — OP  ///)  — tang  ni  P/n', 

et  le  second  à tang  OIP  ; on  a donc 

angle  m P m'  = angle  OIP  = const. 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Autrement.  Quand,  dans  deux  faisceaux  homographi- 
ques,  les  angles  formés  par  trois  couples  de  rayons  homo- 
logues sont  égaux  et  dans  le  même  sens  de  rotation,  il  en 
est  de  même  des  angles  formés  par  tous  autres  rayons  ho- 
mologues. Ainsi  A,  R,  C,  D étant  quatre  rayons  du  premier 
faisceau,  et  A',  B',  C',  D'  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau,  si  les  trois  angles  (A,  A'),  (B,  B')  et  (C,  C')  sont 
égaux  et  formés  dans  le  même  sens  de  rotation  , à partir 
de  leurs  origines  respectives  (6) , le  quatrième  (D,  l)')  sera 
égal  à ceux-là  et  formé  dans  le  même  sens  de  rotation. 

En  ell’el,  en  faisant  tourner  le  second  faisceau  autour  du 
centre  commun , on  pourra  faire  coïncider  les  trois  rayons 
A',  IV,  C'  avec  leurs  homologues  A , B,  C respectivement; 
et,  par  conséquent,  deux  autres  rayons  homologues  quel- 
conques D,  D'  seront  aussi  coïncidents. 

Cela  posé,  menons  par  le  point  P déterminé,  comme 
il  a été  dit,  par  la  relation  OP  =^01.00',  la  parallèle 
P co  à la  droite  OI.  Le  point  P est  le  sommet  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  déterminés  par  les  deux  divisions 
proposées.  Les  rayons  PO,  P/n,  PI  et  Poo  du  premier  fais- 
ceau ont  pour  homologues  dans  le  second,  PO',  P///',  Poe 
et  PJ"  prolongement  de  PU.  Les  deux  angles  II’  oc  et  oc  PJ" 
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sont  égaux  et  dans  le  même  sens,  parce  que  les  deux  points 
1 et  J'  sont  à égale  distance  du  point  O.  L’angle  IP  oo  est 
aussi  égal  à l’angle  OPO';  car  l’expression  de  OP  donne 
OP  _ 00' 

ÜT  ~0F’ 

ce  qui  prouve  que  les  angles  OPO'  et  OIP  sont  égaux.  Or 
celui-ci  est  égal  à IP  x , donc  les  angles  IP  oo  et  OPO'  sont 
égaux;  et  il  est  évident  que  ces  deux  angles  sont  dans  le 
même  sens.  Ainsi  les  trois  angles  que  les  trois  rayons  1*0, 
PI  et  P oo  du  premier  faisceau  font  avec  leurs  homologues 
PO',  P co  et  PJ"  respectivement,  sont  égaux  et  dans  le  même 
sens;  et  par  conséquent  l’angle  wPm',  formé  par  deux 
autres  rayons  homologues  quelconques,  est  égal  à ceux-là 
et  dans  le  même  sens.  c.  q.  f.  n. 

172.  Les  points  doubles  des  deux  divisions  homogra- 
pliiques  que  nous  considérons,  ont  pour  milieu  le  point 
O,  et  pour  carré  de  leur  distance  à ce  point,  le  produit 

OO'.  OJ'(15-t)  ou  — 00'.0I  = — OP;  de  sorte  que  ces 
points  (imaginaires)  ne  dépendent  pas  de  la  grandeur  de 
l angle  sous  lequel  on  voit  du  point  P les  segments  aa! , 
bb',  etc.,  mais  seulement  de  la  position  de  ce  point.  On 
conclut  de  là  ce  théorème  singulier,  qui  aura  des  applica- 
tions : 

Si,  autour  d’un  point  P,  comme  sommet,  on  Jait  tourner 
un  angle  (A,  A')  de  grandeur  constante,  ses  deux  côtes 
marqueront , sur  une  transversale  fixe,  deux  divisions 
I tomographiques  qui  auront  toujours  les  memes  points 
doublas  ( imaginaires ),  quelle  que  soit  la  grandeur  de 
l'angle  (A,  A'). 

173.  Trois  segments  sur  une  même  droite,  aa ',  bb\  ce', 
déterminent  deux  divisions  homographiq ues  dans  lesquelles 
a , b , c seront  trois  points  île  la  première , et  a\  />' , c'  les 
trois  points  correspondants  de  la  seconde.  < Juand  les  points 
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doubles  de  ces  deux  divisions  sont  imaginaires,  il  existe, 
de  part  et  d’autre  de  la  droite,  un  point  P d’où  l’on  aperçoit 
les  trois  segments  sous  des  angles  égaux  (171  ).  Par  consé- 
quent on  conclut  de  ce  qui  précède  une  solution  très-simple 
de  cette  question  : 

Étant  donnés  trois  segments  aa\  bb',  ce  'sur  une  même 
droite,  trouver  un  point  d’où  on  les  aperçoive  tous  les 
trois  sous  des  angles  égaux. 

§ Y . — Cas  particulier  des  divisions  homograp/iiques  sur 
une  même  droite.  — Divisions  en  involution. 

174.  Si  dans  l’équation  générale 

ont . am'  -+-  X am  -t-  ft . an/  -t-  v = o (Itîl), 

les  deux  coefficients  X et  u sont  égaux  et  de  même  signe, 
les  deux  divisions  ne  sont  plus  générales,  elles  jouissent  de 
cette  propriété  particulière,  qu’un  même  point  quelconque, 
considéré  comme  appartenant , soit  à la  première  division , 
soit  à la  seconde,  a toujours  le  même  homologue. 

En  effet,  l'équation  est  alors 

am  .am'  -t-  X (am  -+-  am’  ) -f-  » = o. 

Les  deux  segments  am.  a' né  y entrent  de  la  même  manière  : 
par  conséquent,  si  l’on  change  am  en  am' et  réciproque- 
ment, 1 équation  subsiste:  ce  qui  prouve  que  le  point  m', 
étant  regardé  comme  appartenant  à la  première  division, 
a pour  homologue  dans  la  seconde  le  point  m.  Donc,  etc. 

Réciproquement,  quand  cette  propriété  a lieu  pour  un 
point,  quel  qu’il  soit,  les  deux  coefficients  X et  p sont  égaux 
et  de  même  signe,  et,  par  suite,  la  propriété  a lieu  pour 
tout  autre  point. 

Eu  effet,  soit  m un  point  qui , considéré  comme  appar- 
tenant à la  première  division,  a pour  homologue  dans  la 
seconde  le  point  m'.  el  considéré  comme  appartenant  à la 
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seconde  division , a pour  homologue  dans  la  première  le 
même  point  m'\  on  aura  les  deux  équations 

am  .nui'  -t-  i.tiiu  -+-  fi. am'  -t-  » = o, 
am' . am  -+-  X.a/n'-f-  fn.am  -t-  v — o, 


desquelles  ou  tire, en  retranchant  l’une  de  l’autre, 


ou 


V ( am  — am'  }-+-(*( am'  — am  ) = o, 
(*  — fi)  m' m ~ o. 


Or  les  deux  points  m,  m'  ne  sont  pas  coïncidents,  par 
conséquent  il  faut  que  l’on  ait  X = p.  c.  Q.  F.  n. 


175.  Ces  deux  divisions  hoinographiques , qui  pré- 
sentent cette  particularité,  qu’un  point  quelconque  consi- 
déré comme  appartenaut  à la  première  ou  à la  seconde , a 
toujours  dans  l’autre  division  le  même  point  homologue,  se 
présenteront  fréquemment,  surtout  dans  la  théorie  des  sec- 
tions coniques.  F.lles  se  rattachent  à la  théorie  de  Yinvolu- 
tion  que  nous  allons  bientôt  exposer,  et  nous  les  appellerons 
alors  divisions  horno graphiques  en  involution. 


§ Vf. — Faisceaux  homo graphiques  qui  ont  le  meme 
centre.  — Rayons  doubles . 

170.  Ce  que  nous  avons  dit  des  deux  points  doubles  de 
deux  divisions  hoinographiques  superposées  doit  s’entendre 
des  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  hoinographiques  qui 
ont  le  même  centre. 

11  existe  dans  les  deux  faisceaux  deux  droites,  dont  cha- 
cune, considérée  comme  appartenant  au  premier  faisceau, 
est  elle-même  son  homologue  dans  le  second.  Ce  sont  ces 
deux  droites  que  nous  appelons  les  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux. 

Cela  est  évident , car  si  I on  mène  une  transversale  qucl- 
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conque,  les  deux  faisceaux  détermineront  sur  cette  droite 
deux  divisions  homographiques  qui  auront  deux  points 
doubles,  auxquels  correspondront  les  deux  rayons  doubles 
des  deux  faisceaux. 

En  désignant  par  E,  F ces  deux  rayons,  on  peut  expri- 
mer l’homographie  par  l’équation 

sin(E,  M)  _ sin(E,  M‘) 
sin(F,  M)  sin(F,  M')  ' 

Quand  les  deux  rayons  doubles  sont  rectangulaires,  celte 
équation  devient 

tang  (E,  M)  = À tang  (E,  M'J. 

177.  Supposons,  dans  l’équation  générale  de  l’art.  118, 
que  les  deux  rayons  B',  D',  qui  sont  arbitraires,  coïn- 
cident respectivement  avec  les  deux  À et  C ; et  appelons  I 
et  .1'  les  deux  rayons  qui  correspondent,  dans  la  première 
et  la  seconde  division,  respectivement,  au  même  rayon  C 
considéré  comme  appartenant  successivement  à la  seconde 
et  à la  première  division;  ce  qui  se  réduit  à remplacer  U 
et  C'  par  I et  J';  l’équation  devient 

sin(A,M)  sin(A.M')  sin(A,J'j  sin(A,M) 

sin(C,  M)  sin(C,M')  sin(C,  J')  sin(C,  M) 

sin(A,  I)  sin(A,  M')  sin(A,  I)  sin  (A,  A') 

sin(C,  I)  sin(C,  M'j  sin(C,  I)  sin(C,  A')~ 

Les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  se  détermineront  par 
l’équation 

rsin(A,M)l’  Tsin(A,I)  sin(A,J')”|sin(A,M)  sin(A,I)  sin(A.A') 
I sin(C,M)J  I sin(C,  I)  + sin  (C,  J')  J sin(C,  M)"*~sin  (C,  I)  sin{C,A') 

178.  Les  deux  rayons  fixes  A,  C sont  pris  arbitraire- 
ment; le  second  peut  être  perpendiculaire  au  premier;  on 
en  conclut  que  l’homographie  de  deux  faisceaux  s'exprime 
par  l’équation 

tang  (A,  M)  tang(A,  M')  — tangfA,  J')  tang(A,  M ■ 

— tang(A,I)  tang  ( A,  M')  + tang  (A,  A')  tang  (A,  I 
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El  les  rayons  doubles  sont  déterminés  par  la  suivante 

tang’  (A,  M)  — tang  (A,  M ) [tang  (A,  J’  )-t-  tang  (A,  I)]+tang  (A,  A')  tang  (A,  l)=o. 

179.  Substituant  à la  droite  A sa  perpendiculaire  C,  on 
exprimera  1 homographie  par  l’équation 

cot  (C,  M ) cot  (C,  M')  — cot  (C,  J')  rot  (C,  M } 

— cot  (C,  I)  cot  (C,  M'  ) cot  (C,  I ) cot  (C,  A')  = o ; 

C est  une  droite  fixe  quelconque;  cette  droite,  considérée 
comme  ravon  du  premier  faisceau,  a pour  homologue, 
dans  le  second  faisceau,  J',  et  considérée  comme  rayon  du 
second  faisceau,  a pour  homologue  dans  le  premier,  I; 

A'  est,  dans  le  second  faisceau,  l’homologue  du  rayon  du 
premier  faisceau  perpendiculaire  à la  droite  C. 

Les  rayous  doubles  se  déterminent  par  l’équation 

cot’(C.  M)  — [cot  (C,  1)  -)-cot(C,  J')]cot(C,  M ) -+-  cot(C,  I)  cot  (C,  A')  — o. 

§ MI.  — Propriétés  de  deux  faisceaux  homographiques 
dont  les  rayons  doubles  sont  imaginaires. 

180.  Quand  deux  faisceaux  homographiques  de  même 
centre  n’ont  pas  de  rayons  doubles,  on  peut  les  considérer 
comme  étant  la  perspective  de  deux  faisceaux  dans  les- 
quels les  rayons  homologues  font  entre  eux  des  angles 
égaux  et  dirigés  dans  le  même  sens  de  rotation. 

En  ellét,  coupons  les  deux  faisceaux  par  une  transver- 
sale quelconque  L,  on  aura  deux  systèmes  de  points  a,  b , 
c, ...,  a\  b',  c\ ...,  formant  deux  divisions  homogra- 
phiques qui  n'auront  pas  de  points  doubles  : par  conséquent 
on  pourra  déterminer  un  point  P d’où  l’on  verra  tous  les 
segments  an' y hb’ , cc' , etc.,  sous  des  angles  égaux  a Pci', 
h P b' , etc.  (171  ).  Qu’on  fasse  tourner  le  plan  de  ces  angles 
autour  de  la  droite  L,  de  manière  à élever  le  point  P en  P' 
au-dessus  de  la  figure,  et  qu’on  conçoive  la  droite  menée 
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du  centre  commun  O des  deux  faisceaux  proposés  au  point 
P'.  11  est  clair  que  pour  un  œil  placé  en  un  point  quel- 
conque de  cette  droite  OP',  même  à l'infini,  les  angles 
a P 'a',  b P'  />',  etc.,  égaux  entre  eux  et  formés  dans  le  même 
sens  de  rotation,  seront  les  perspectives  des  angles  n(Ja\ 
bOb\  etc.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  projection  pourra  être  faite  sur  tout  autre  plan  pa- 
rallèle au  plan  (P',  L),  ce  qui  permettra  de  placer  1’ueil  au 
point  P'  lui-même. 

181.  Cousidérons  deux  faisceaux  homographiques  for- 
més par  les  deux  côtés  A , A'  d’un  angle  de  grandeur  con- 
stante, tournant  autour  de  son  sommet.  Les  rayons  doubles 
de  ces  deux  faisceaux,  qui  sont  imaginaires,  évidemment, 
se  déterminent  par  l'équation  générale  (177).  Ici  celte 
équation  se  simplifie,  car  on  a 

angle  (C,  I)  = — angle  (A,  A');  angle  (C,  S’)  = angle  i A,  A'); 
angle  (A,  I)  = — angle  (C,  A');  angle  (C,  I)  = — angle  (A,  A'); 
et  l’équation  devient 

|~sin(A,M)  P sin(A,J')  — sin(A,I)  sin'A,  M)  _ 
|sin(C,  M)|  sin(A,A')  sin  ( C,  M ) 

Or 


sin  ( A,  J')  — sin  (A,  I)  = sin  (AC  -t-  CI')  — sin  ( AC  — IC) 
= sin  (AC  -+-  AA')  — sin  ( AC  — AA'j  = 2 cos  AC.  sin  AA'. 

L’équation  devient  donc 

I sin  (A,  M) 

I sin  (C,  M ) 

Los  racines  sont 


— ?.  cos  AC 


sin  A,  M 
sin  [ C,  M ) 


r:  + 1 


sin  (A,  M) 
sin  (C,  M) 


= cos(A,  C)  rtsin(A,  C) 


V/—  i. 


Et  leur  produit  est  -I-  t,  quelle  que  soit  la  direction  des 
axes  fixes  A et  C-,  c’est-à-dire  que  si  l’on  désigne  par  E et  K 


* 
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les  directions  imaginaires  des  deux  rayons  doubles  des  deux 

faisceaux,  on  a 

sin(A,E)  sin(A,F)_ 
sin(C,  E)  sin(C,  F) 

4-  r*  . ; ,r 

Kt,  -en  supposant  l’axe  C perpendiculaire  à A, 

- -3.-  1 <1  tang(A,  E)  tang(A,  F)  = + i. 

Il  est  à remarquer  que  res  expressions  des  directions  ima- 
ginaires des  rayons  doubles  des  deux  faisceaux,  sont  indé- 
pendantes de  la  grandeur  de  l'angle  (A,  A')  dont  les  deux 
côtés  décrivent  les  deux  faisceaux.  Ces  résultats  trouve- 
ront leur  application  dans  la  théorie  des  coniques  planes  et 
sphériques. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉOniE  DF.  I.INVOLCTION. 


$ I.  — Involution  de  six  points.  — Relations  entre  ces 
points. 

182.  Définition.  — Quand  trois  systèmes  de  deux  points 
conjugués,  situes  en  ligne  droite,  sont  tels,  i|ue  quatre  de 
ces  points,  pris  dans  les  trois  systèmes,  aient  leur  rapport 
anharmonique  égal  à celui  des  quatre  points  qui  leur  sont 
conjugués,  nous  dirons  que  les  six  points  sont  en  invo- 
lution. 

Ainsi,  soient  a,  a'\  b , b'  et  e,  c'  les  trois  systèmes  de 
deux  points,  qui  se  correspondent  ou  sont  conjugués  deux 
à deux,  savoir,  a et  a',  b et  b',  c et  c';  si  le  rapport  anbar- 
monique  de  quatre  de  ces  points,  tels  que  n,  b,  c etc',  est 
égal  à celui  des  quatre  points  conjugués  a\  b\  c'  et  c,  ces 
six  points  seront  dits  en  involution. 

183.  Quand  six  points  sont  en  involution , île  quelque 
manière  qu’on  en  prenne  quatre , appartenant  aux  trois 
couples  de  points  conjugués , leur  rapport  anharmonique 
sera  toujours  égal  à celui  de  leurs  conjugués . 

Soient  les  trois  couples  de  points  conjugués  a , a';  b , b' 
et  c,  c'\  il  faut  démontrer  que  si  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  de  ces  points,  tels  que  a , b,c , c',  est  égal  à celui 
des  points  conjugués  a',  b',  c',  c,  il  en  sera  de  même  pour 
tout  autre  système  de  quatre  points,  pris  dans  les  trois 
couples  , comparés  à leurs  conjugués. 

On  formera  un  autre  système  de  quatre  points  en  chan- 
geant soit  l’un  des  points  c,  c'  en  a\  ou  b\  soit  l’un  des 
points  «,  b en  son  conjugué. 
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i°.  Si  l’on  change  c'  en  on  aura  le  système  a , i,  c , a 
comparé  à a',  b',  c\  a.  Je  disque  les  rapports  anharmo- 
uiques  de  ces  deux  systèmes  de  quatre  points  sont  égaux. 
En  effet , les  deux  systèmes 

a,  b,  c,  c', 
a',  b',  c\  c, 

avant  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  , on  a 

c' c bc  cd  b' c' 
d a'  ba  ca'  b'  a'  * 

et,  en  introduisant  dans  les  deux  membres  le  segment  a' a 
à la  place  du  segment  c'c, 

a' c bc  ac'  l>' c' 
a' a ba  aa'  b'a’' 

équation  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  b , c,  a'  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à relui  de  leurs  conjugués 
a',  b\  c',  a. 

2°.  Si  Ton  change  l’un  des  deux  points  a,  b e n son  con- 
jugué , par  exemple  b en  b\  on  aura  les  deux  systèmes  a,  //, 
c,  c'  et  a\  b,c',  c;  je  dis  que  leurs  rapports  anharmo- 
niques sont  égaux.  En  effet , l’égalité  des  rapports  anhar- 
moniques des  deux  systèmes  a . b,  c,  c'  et  a',  b\  c1,  c s’ex- 
prime par  l’équation 

ca  c'a  c'a'  ra' 
cb  c' b c' b'  cb‘ 

Or  on  peut  écrire 

ca  c’a  c’a1  ra' 
cb’  c' b'  c’ b cb 

et  sous  cette  forme,  l’équation  exprime  que  les  quatre  points 
a , b1,  c,  c1  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des 
quatre  a',  b , c',  c.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

18-1.  Quand  trois  systèmes  de  deux  points  conjugués 
a , b , h!  et.  c,  c1  sont  en  invoiution  , il  existe  entre  ces 
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points  les  sept  équations  suivantes ; et  réciproquement . 
chacune  de  ces  équations  exprime  l'mvolution  et  comporte 
les  six  autres  : 

ab. ab'  a' b. a' b' 

7 î » f ' 

ac. ac  a c. a r 

bc.bc1  b' c b' c 

ba.ba'  b' a.  b’ a' 

ca. ca'  c'a.  c'a' 

cb. cb'  c'b.db' 

ab' . bc'  ca'  = — a'b.b'c  c'a , 
ab' . bc.c'a'  = — a'  b .b  c' . ca, 
ab  .b’ c' . ca'  = — a'  b' . bc . c1  a , 
ab.  b' c.c'a'  — — a'  b' . bc' . ca. 

En  effet , chacune  de  ces  équations  peut  s’écrire  de  manière 
à exprimer  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  des  six 
points  est  égal  à celui  des  quatre  points  conjugués.  Or 
cette  égalité  a lieu,  puisque,  par  hypothèse,  les  six  points 
sont  en  involution.  Donc  les  équations  sont  vraies. 

Réciproquement,  chacune  de  ces  équations  exprime  * 
en  vertu  de  cette  égalité  des  rapports  anharmoniques  , que 
les  six  points  sont  en  involution  (182),  et,  conséquem- 
ment, comporte  les  six  autres,  d’après  le  théorème  (183). 
Donc,  etc. 

18o.  Première  remarque.  — Chacune  des  équations  (a) 
s’écrit , de  deux  manières , sous  forme  d’égalité  de  deux  rap- 
ports anharmoniques  ; et  chacune  des  équations  (A),  de  trois 
manières. 

Ainsi , la  première  des  équations  (a)  s’écrit 

ab  a' b a' b'  ab' 

ac  ' a'  c a' c'  ac' 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  h,  c , a'  ont  leur 
rapport  anharinoniqueégal  à celui  de  leurs  conjugués  a',  h1, 
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c',  a ; ou  bien 

ab  a' b a' b'  ab' 

ac’  a' c'  a' c.  ’ ne  ’ 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  b , c',  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à celui  de  leurs  conjugués  a',  b\ 
c,  a. 

Pour  les  équations  (b),  prenons  la  seconde 
ab' . bc.c'a'  = — a'  b.  b’ c' . ca  , 

et  introduisons  dans  les  deux  membres  le  facteur  «a',  l’é- 
quation pourra  s’écrire 

a' a ca  aa'  c'a' 

a'  b ' cb  ab'  c'  b'  ’ 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  b,  c,  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre  a',  b ',  c\  a. 

Pareillement,  en  introduisant  le  facteur  bb'  dans  l’équa- 
tion , on  l’écrit  de  manière  à exprimer  que  les  quatre  points 
a,  b,  c,  b'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  de 
leurs  conjugués  a\  b\  c',  b. 

Et  enfin  si  l’on  introduit  le  facteur  cc',  l’équation  ex- 
prime que  les  quatre  points  a,  b\  c,  c'  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à celui  de  leurs  conjugués  a',  b,  c',  c (*). 

186.  Deuxième  remarque.  — On  voit  aisément  com- 
ment se  forment  les  équations  (a)  entre  huit  segments.  Pour  , 
former  les  équations  (b)  entre  six  segments,  on  prend  un 
segment  tel  que  ab ; puis  le  segment  compris  entre  le  con- 


(*)  Quand  on  introduit  dans  l'équation  un  facteur  tel  que  cc\  ce  sont 
les  deux  points  a , b'  du  segment  où  n'entrent  pas  c et  c',  dans  le  premier 
membre,  qui  formeront  avec  c et  c ' les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à celui  de  leurs  conjugues.  Pareillement,  quand  nous 
avons  introduit  le  facteur  aa'y  ce  sont  les  deux  points  b,  c du  segment  bc 
où  nVnlrcnt  pas  a et  a',  dans  le  premier  membre,  qui  ont  forint  avec  a 
et  n'  les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à relui  de 
leurs  conjugués. 
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jugué  b'  du  point  b et  un  des  deux  points  du  troisième 
couple,  tel  que  b'  c-,  puis  le  segment  compris  entre  le  con- 
jugué c'  du  point  c,  et  le  conjugué  a'  du  point  du  pre- 
mier couple.  Le  produit  de  ces  trois  segments  ab  .b'c.c'a' 
forme  le  premier  membre  de  l'équation;  et  pour  former 
le  second  membre,  il  suffit  de  changer  les  accents  et  le 
signe  de  ce  premier  produit,  c’est-à-dire  qu’on  ôte  les 
accents  aux  lettres  qui  en  ont,  et  qu’on  en  donne  aux 
lettres  qui  n’en  ont  pas;  on  a ainsi  a'b' . bc' . ca  avec  le 
signe  — . 

187.  Quand  deux  segments  sont  placés  de  manière  que 
l’un  se  trouve  en  partie  sur  l’autre,  et  en  partie  au  dehors, 
nous  dirons  qu’ils  empiètent  l’un  sur  l’autre. 

Qpand  trois  segments  aa' , bb' , ce'  sont  en  involution, 
si  P un  d'eux  empiète  sur  un  autre,  il  empiète  également 
sur  le  troisième. 

En  effet,  si  aa’  empiète  sur  bb ',  l’un  des  points  a,  a ’ 
sera  sur  le  segment  bb'  lui-même,  et  l’autre  au  dehors; 
conséquemment  les  deux  produits  ab.ab'  et  a! b. a b'  se- 
ront de  signes  différents;  donc,  d’après  la  première  des 
équations  ( b ),  les  deux  produits  ae.ae'  et  a'c.a'c'  seront 
aussi  de  signes  différents  ; ce  qui  prouve  que  l’un  des  deux 
points  a,  a'  est  sur  le  segment  ce ',  et  l’autre  au  dehors, 
ou,  en  d’autres  termes,  que  le  segment  aa'  empiète  sur  ce'. 

Il  suit  de  là  naturellement  que  si  le  segment  aa'  n’em- 
piète pas  sur  bb',  il  n’empiétera  pas  non  plus  sur  ce'. 

§ II.  — Cas  particuliers  de  l’in  solution  de  six  points. 

188.  Les  quatre  points  a,  a',  b et  l>'  étant  donnés,  le 
point  c peut  être  pris  arbitrairement,  et  la  position  de  son 
conjugué  c'  se  détermine  par  l’une  des  sept  équations 
( a et  b). 

L’indétermination  du  point  c donne  lieu  à deux  cas  par- 

9- 
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ticuliers  dans  lesquels  les  relations  d’involution  ont  lieu 
entre  cinq  points  seulement , au  lieu  de  six  ; c est  quand  le 
point  c est  pris  à l’infini  , ou  bien  quand  ce  point  coïncide 
avec  son  conjugué  c'. 

I. 


189.  Supposons  le  point  c à l'infini,  et  appelons  O le 
point  conjugue  c'\  les  équations  deviennent 
ab.ab'  a O 

VbTVb'  — VÔ' 

ba . ba'  _ b O 

Vo’ 

Ob.  Ob'. 

O a'  _a' b 
Ob'~  Va' 

O a'  a' b' 


ic) 


b' a.  b' a' 

Oa.Qn'  = 

O a a b' 

Ob—Ta' 

O a ab 

Ob'— VI''  oj  — m 

11  est  facile  de  vérifier  directement  que  chacune  de  ces 
équations  exprime  que  le  point  O forme,  avec  les  deux 
couples  a,  a'  et  ft,  />',  une  involution  dans  laquelle  le  con- 
jugué de  ce  point  est  à l’infini , et  que  chacune  des  équa- 
tions comporte  toutes  les  autres.  Prenons  les  trois  équations 
de  forme  différente, 

(t)  Oa.Oa'  = Ob.Ob', 

, , O a'  a' b' 

W Ôï=fc7’ 

ab.ab'  On 

( ' a' b a'b'  — ÔV' 

La  première  s’écrit 


On 

Ob 


Ob' 

ôV 


on , en  désignant  par  O'  le  point  situé  à 1 infini , 
On  O'n  O'n'  On' 

Oh  ' W7>  ~ 6 7 b'  ' UV 
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Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a,  b,  O,  O' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre 
a',  />',  O',  O;  et,  par  conséquent,  que  les  trois  couples 
a , a';  5,  b1  et  O,  O'  sont  en  involutiou.  Il  s’ensuit  que  l’on  a 

00  A O 00'  A' O' 

* O'  a ba  0 a'  b'  a'  * 

. O'O  0 0 , , „ . . 

ou,  parce  que  les  rapports  — — , sont  égaux  a 1 imite, 

Oa^  a b’ 

OA  ba  ’ 

ce  qui  est  l’équation  (a). 

Pour  obtenir  l’équation  (3),  remplaçons  dans  l’équa- 
tion (4)  le  segment  O'O,  facteur  commun  aux  deux  mem- 
bres , par  ua!\  on  a 

a1 0 AO  _ aO'  A' O' 
a' a ba  aa'  ’ b'  a' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a , b , O,  a' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre  a', 
b',  O’,  a.  Par  conséquent,  on  a cette  autre  égalité 

ab  a' b a' b'  ab' 

^ârÔ~ârÔ''irô'' 

i "0'  , , , „ . , 

nu  , parce  que  le  rapport  p-^,  est  égal  a 1 unité, 

ab.ab’  a O 

a'  b a'  b'  a'  O 

ce  qui  est  l’équation  { 3 ). 

190.  Autrement.  On  peut  encore  déduire  les  équations 
l’une  de  l’autre  sans  se  servir  des  rapports  anliarmoniques. 
L'équation  (i)  s’écrit 

O a'  OA 

Ob'  ~ 07/ : 
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d’où 

O a'  O b O a'  a'  b' 

Ob' — O a'  O a — O b ’ °"  O b ba 


ce  qui  est  l’équation  (a). 

On  a pareillement  ^ ; et,  en  multipliant  membre 

, . . , . On'  a'b.a'b'  . 

a membre  ces  deux  équations,  Q^~Qp  = 'a^  n^,  • Mais 

Oi.O//=Oa.Oa';  l’équation  se  réduit  donc  à 

O a ab.ab' 

On'  a'  b .a'  b'  '' 


ce  qui  est  l’équation  (3). 

Réciproquement,  on  remonte  de  l’équation  (a)  à l’équa- 
tion (i);  car  l’équation  (2)  s’écrit 

O a'  _ O b On'  _ 0 b 

a' b1  ba  OU  Ob' — Oa'  On  — O b 

d’où 

011  O a.  0 a'  = O b.  O b'. 

O b O a 


Pour  conclure  l’équation  (1)  de  l’équation  (3),  nous  di- 
rons: si  l’équation  (1)  n’avait  pas  lieu,  on  pourrait  déter- 
miner un  point  il  satisfaisant  à l’équation 
lla.afl'  = ab.nb'. 


Mais  de  cette  équation  011  conclut 
ab.ab'  lia 

a'b.a'b  ~ K7,'  ' 

. lia  O a . , . „ , 

on  a donc  — ; = ^—71  ce  qui  prouve  que  le  point  il  u est 

pas  autre  que  le  point  O.  Ainsi,  l’équation  (1)  est  une 
conséquence  de  l’équation  (3),  et  par  conséquent  l’équa- 
tion (2)  s’ensuit  aussi. 

191 . L’équation  Oa.On'=  Oh. Ob'  fait  voir  que  si  les 
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deux  points  a,  a'  sont  d'un  môme  côté  du  point  O , auquel 
cas  les  deux  segments  O a,  O a!  sont  de  même  signe,  il  eu 
est  de  même  des  deux  points  b,  b'-,  et  que  si  les  deux 
points  a , a1  sont  situés  de  part  et  d’autre  du  point  O , il  en 
est  de  même  encore  des  deux  points  b , b’. 

D’après  cela,  si  les  deux  segments  ao',  bb1  empiètent 
l'un  sur  l’autre,  le  point  O est  nécessairement  situé  sur  la 
partie  qui  leur  est  commune;  car  s’il  était  situé  au  delà  des 
deux  segments,  l’un  des  deux  produits  Oa.Oa',  Ob.Ob' 
serait  plus  grand  que  l’autre. 

Si  l’un  des  deux  segments  est  entièrement  sur  l’autre, 
le  point  O est  évidemment  au  delà  des  deux. 

Enfin , si  les  deux  segments  n’ont  aucune  partie  com- 
mune, le  point  O est  situé  entre  les  deux;  car  il  ne  peut 
être  sur  l’un  des  deux,  parce  qu’alors  les  deux  produits 
n’auraient  pas  le  même  signe  ; et  il  ne  peut  être  au  delà  des 
deux  segments,  parce  que  l’un  des  produits  serait  évidem- 
ment plus  grand  que  l’autre. 

U. 

192.  Supposons  que  les  deux  points  c,  c',  qui  forment 
avec  les  deux  systèmes  a,  a'  et  b,  b'  une  involution,  coïn- 
cident en  un  seul,  que  nous  désignerons  par  e;  nos  sept 
équations  se  réduiront  aux  quatre  suivantes  : 


1 ab  .ab' 

J 

ae 

i a’b.a'  b'~~ 

a'  c 

/ ba.ba! 

— i 

i>? 

\b’a.b'a’  ~ 

b' e 

f ab' . be.ta' 

— — a'  b .b'  e .ta 

l ab  .b'  e.ea' 

— — a'  b' . be.ea. 

Chacune  de  ces  équations  exprime  que  le  point  e forme 
avec  les  deux  systèmes  a , a'  et  A,  h'  une  involution  dans 
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laquelle  le  conjugué  de  ce  point  coïncide  avec  ce  point  lui- 
même.  La  position  des  points  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété est  déterminée  par  chacune  des  quatre  équations, 
lesquelles,  étant  du  second  degré,  donnent  deux  solutions  , 
c’est-à-dire  deux  positions  du  point  e. 


193.  Le  premier  de  ces  deux  points  restant  désigné 
par  e,  appelons  f le  second  ; on  aura 


-a 

ab.ab'  af 
n'b.n'h'  TT1 

a f 

Par  conséquent 


ar  af 

a'e  a'f 


et 


ne 
a'  e 


a'f 


Aous  donnons  le  signe  — au  second  membre,  parce  qu’avec 
le  signe  -+-  les  deux  points  <?,  J seraient  nécessairement  coïn- 
cidents; ce  qui  n’a  pas  lieu. 


On  a de  même  •—  = 

b e 


kf_ 

*'/' 


Ces  relations  prouvent  que  les  deux  points  dont  chacun 
coïncide  avec  son  conjugué , divisent  harmoniquement  les 
deux  segments  aa',  bb'. 

La  détermination  de  ces  deux  points  dépendant  d’une 
équation  du  second  degré,  ils  peuvent  être  imaginaires  ; 
ce  qui  a lieu  quand  les  deux  segments  au',  hh'  empiètent 
l’un  sur  l’autre,  comme  on  l’a  vu  dans  la  théorie  du  rap- 
port harmonique  (59). 


194.  Réciproquement  : Si  deux  points  c,  f divisent  har- 
moniquement à la  fois  deux  segments  aa',  bb',  chacun 
de  ces  points  formera  avec  les  deux  couples  a,  a 'et  b,  b' 
une  involution  dans  laquelle  ce  point  sera  lui-même  son 
conjugue 
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Eu  eflèt,  on  aura  les  deux  équations 
2 i i 

ef  ea  ea' 

d’où  I on  déduit 


et 


2 

*7 


I 

eb 


î 

7b' 


(01) 


ou 


ca  eb 
eb  — ca  eb'  — ea' 
ea.eb  ea' . eb' 

ab  a'  b' 

ea . eb  ca' . eb' 

ab  .b'  e.  ea'  = — a'  b' . be . ea  ; 


‘37 


ce  qui  est  l’une  des  équations  [fi).  Donc,  etc. 

III. 

19o.  Le  point  e peut  être  à l'infini;  alors  les  équa- 
tions (d)  deviennent 

ab . ab’  = a'  b .a'  b', 
ba . ba'  = b' a.  b' a', 
ab  — : b' a',  ab’  = ba' , 


et  le  secoud  point  f se  trouve  au  milieu  de  chacun  des 
deux  segments  aa\  bb' . 

On  vérifie  aisément  que  les  deux  couples  de  points  a,  a' 
et  A,  b'  font  une  involution  soit  avec  le  point  e à l’infini , 
soit  avec  le  point  f.  Car  la  première  équation , par  exemple, 
s’écrit 

ab  a oo  a'  b'  a'  ao 
a'  b a'  oo  ab'  a ce 


ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  n,  a',  b,  oo  ont  leur 
rapport  auharmonique  égal  à celui  des  quatre  points 
a',  «,  b',  oo  . Donc  les  deux  couples  «,  a'  et  A,  b',  et 
deux  points  coïncidents  à 1 infini , forment  une  involution. 

De  même  à l’égard  du  point  J\  car,  puisque  af—  — a'J\ 


\ 


Digitized  by  Google 


1 38  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

la  même  équation  se  peut  écrire 

ab  af  _a'b'  etf 
a'  b ' a! f ab'  af  * 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a',  b,  f ont  leur 
rapport  anharraonique  égal  à celui  des  quatre  a',  a,  b',  f-, 
et  par  conséquent  que  les  deux  couples  a , a'  et  è,  b' , et 
deux  points  coïncidents  en  f sont  en  involution. 

§ III.  — Propriétés  de  six  points  en  involution.  — Point 
central.  — Points  doubles. 

I.  Proposition  générale. 

196.  Quand  six  points  a,  a';  b,  b';  c,  c'  sont  en  invo- 
lution , si  l’on  prend  deux  autres  points  d,d'  formant 
avec  les  deux  premiers  couples  a,  a'  et  b,  b'  une  involu- 
tion, ces  deux  mêmes  points  formeront  aussi  une  invo- 
lution avec  le  troisième  couple  et  l’un  des  deux  premiers. 

En  effet,  les  trois  couples  a,  a';  &,  b'  etc,  c'  étant  en  invo- 
lution, les  quatre  points  a,  b,  b\  c ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à celui  des  quatre  a',  b\  b,  c';  ce  qu’on 
exprime  par  l’équation 

ab  cb  a'  b'  d b' 

ab'  ’ cb'  a'  b ' c'  b 

De  même,  les  trois  systèmes  a , a';  b,  b fi,  d!  étant  en 
involution , on  a 

ab  db  a!  b'  d' b' 

Ub''db'~~7b''drb' 

De  ces  deux  équations  se  déduit  la  suivante  : 
cb  db  d b'  d' b' 

7U  db'  = Vb'  d'  b ’ 

laquelle  prouve  que  les  quatre  points  6,  b1,  c,  d ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre  b1,  b,  c',  d'. 
Doue  les  trois  systèmes  b , b'-,  c,  c'  et  d , d' forment  une  in- 
volution. c.  q.  f.  n. 
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II.  Point  central. 

197.  Le  point  O déterminé  par  la  relation 

Oa.Oa'  = Ob. Ob' 

forme  avec  les  deux  couples  a,  a'  et  A,  b'  une  involution 
dans  laquelle  le  conjugué  de  ce  point  est  à l'infini  (189). 
Donc,  d’après  le  théorème  qui  vient  d’étre  démontré,  ce 
point  jouit  de  la  môme  propriété  à l’égard  des  deux  couples 
b,  b'  et  c,  c',  et  satisfait,  par  conséquent , à l’équation 
O b. Ob'  = Oc. Oc'. 

On  a donc  ce  théorème  général  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  sont  en  involu- 
tion, il  existe  toujours  un  certain  point  dont  les  distances 
à deux  points  conjugués  quelconques  donnent  un  produit 
constant. 

Nous  appellerons  ce  point  remarquable  le  point  central 
de  l’involution.  Ce  point  central  formant,  avec  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  points , une  involution  dans  la- 
quelle son  conjugué  est  à l’infini , il  existe,  entre  ce  point  et 
deux  quelconques  des  trois  couples  en  involution , toutes  les 
relations  exprimées  parles  équations  (c,  189). 

198.  Réciproquement  : Quand  trois  couples  de  points 
a,  a';  b,  b';  c,  c'  sont  liés  par  les  relations 

Oa.Oa'  = O b .Ob'  — Oc.Oc', 

ces  six  points,  conjugués  deux  à deux,  sont  en  involution. 

Cette  réciproque  dérive  immédiatement  de  la  proposi- 
tion directe;  car  si  le  point  c'  ne  formait  pas  avec  les  cinq 
autres  a,  a',  b , b'  et  c une  involution,  il  existerait  un 
autre  point  c"  qui  ferait  l’involution,  et  l’on  aurait,  à l’é- 
gard du  point  O déterminé  par  l’équation 
Oa.Oa'z=Ob.Ob', 
cette  seconde  relation , 

Oa.Oa'  — Oc.Oc"; 
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d’où  l’on  conclut 

Oc"  = Oc'. 

Donc  les  six  points  a,  a',  b , b\  c,  c'  sont  en  involution. 

Autrement.  Appelons  O'  le  point  situé  à l’infini  ; l’équa- 
tion On.On'  = Oh  .Ob'  prouve  (189)  que  les  trois  couples 
a,  a'\  b,  b'  et  O,  O'  sont  en  involution.  Pareillement,  l’é- 
quation Oa.Oa'  = Oc. Oc'  exprime  que  les  trois  couples 
a,  a'-,  c,  c'  et  O,  O'  forment  une  involution.  Donc,  d’après 
le  théorème  (196),  les  trois  couples  a , a';  b , b'  et  c,  c'  for- 
ment une  involution.  c.  q.  f.  n. 

Autrement.  L’équation  On  .On'=  Où. Ob'  donne  (190) 

Oa  ab 
Ob'  b' a' 

L'équation  Ob .Ob'  — Oc. Oc'  donne  pareillement 

OV__  Vc 
OS  ~7b’ 

et  l’équation  Oc. Oc/ = On. On', 

Oc'  _ cV 
On  ac 

Multipliant  ces  trois  équations  membre  à membre,  on  a 
ab  .b'  c .c'  a'  — — a'  b' . bc  . ca  ; 

équation  qui  prouve  que  les  six  points  a , a'\  b,  b'  et  c,  c' 
sont  en  involution.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  aussi  déduire  des  égalités  proposées,  les  équa- 
tions d’involution  à huit  segments. 

En  effet , on  a 

Oa  ab  Oa  ab' 

WF  ~ VF'  et  Wb~M' 

d’où 

On  ab.ab' 

O b Ob'  a' b .a' b' 
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Pareillement 

a 

O fl  ac.ac' 


i4 1 


Or 

on  en  conclut  donc 


Oc. Oc'  a'c.a'c' 
O b. Ob'  — Oc.  Oc'; 

ab.ab'  ac.ac' 
a' b a b'  a'c.a'c' 


ce  qui  est  une  des  équations  (a)  à huit  segments. 

199.  La  propriété  du  point  central  (197)  caractérise 
d’une  manière  très-simple  le  système  de  six  points  en  invo- 
lution.  Toutefois  cette  propriété  ne  me  parait  pas  être  la 
plus  propre  à définir  l’involution  , parce  qu’elle  repose  sur 
la  considération  d’un  point  étranger  au  système  des  six 
points  dont  il  faut  exprimer  les  relations  mutuelles  ; tandis 
que,  par  la  notion  du  rapport  anharmonique , on  exprime 
immédiatement  ces  relations,  en  ne  considérant  que  les  six 
points  eux-mêmes.  Une  autre  raison  peut  nous  porter  à 
écarter  la  définition  résultante  de  la  propriété  du  point 
central;  c’est  que  cette  propriété  est  rarement  celle  qui 
donne  lieu  aux  applications  de  la  théorie  de  l’imolution, 
applications  qui  se  présenteront  fréquemment  dans  la  re- 
cherche des  propriétés  des  figures  rectilignes , et  surtout 
dans  la  théorie  des  sections  coniques 

200.  Si  sur  deux  segments  aa‘  , l»b'  on  décrit  deux  cir- 
conférences de  cercle  quelconques,  leur  corde  commune 
passera  toujours  par  le  point  central  O. 

En  eifet , soit  g l'un  des  points  d’intersection  de  ces  deux 
circonférences;  je  dis  que  la  droite  O g passe  par  leur  se- 
cond point  d'intersection;  car,  si  l’on  désigne  par  g'  et  g" 
les  points  où  cette  droite  rencontre  les  deux  circonférences, 
on  aura 


Og.Og'  — Oa.Oa',  cl  Og  ,0g"  = Ob  .Ob'. 
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Or 

donc 
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Oa.Oa'  —Ob.Ob'-, 

O g' -O  g"-, 

c’est-à-dire  que  les  deux  points  g g "coïncident.  Donc,  etc. 

201 . 11  suit  de  là  que  : 

Si  sur  trois  segments  en  involution  on  décrit  trois  cir- 
conférences de  cercle  passant  par  un  meme  point  quel- 
conque, ces  circonférences  passeront  toutes  trois  par  un 
second  point,  et  leur  corde  commune  passera  parle  point 
central  de  l' involution. 

202.  On  conclut  encore  que  : 

Les  circonférences  décrites  sur  trois  segments  en  invo- 
lution, pris  pour  diamètres,  passent  toutes  trois  par  deux 
mêmes  points. 

En  effet,  les  cordes  communes  à ces  circonférences  prises 
deux  à deux  , passent  toutes  trois  par  le  point  central  (200)  ; 
mais  elles  sont  perpendiculaires  à la  droite  sur  laquelle  sont 
situés  les  trois  segments;  donc  elles  coïncident.  Donc,  etc. 

203.  Les  points  d’intersection  des  trois  circonférences 
peuvent  être  imaginaires,  ce  qui  aura  lieu  si  les  segments 
n’empiètent  pas  l’un  sur  l’autre;  on  dit  alors  qu’elles  ont 
le  même  axe  radical. 

Ou  bien , si  l’on  veut  spécifier  ce  cas  par  une  propriété 
qui  lui  est  propre,  on  dira  que: 

Les  tangentes  menées  du  point  central  aux  trois  circon- 
férences sont  de  meme  longueur. 

204.  Quand  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois 

segments  aa\  bb\  ce1,  comme  diamètres,  se  coupent,  les 
droites  menées  d’un  des  points  d’intersection  aux  extrémi- 
tés de  chaque  segment  sont  rectangulaires;  on  peut  donc 
dire  que  : • 

Quand  trois  segments  en  ligne  droite  forment  une  invo- 
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lui  ion,  il  existe  fieux  points  (réels  ou  imaginaires)  de  chacun 
desquels  on  voit  les  trois  segments  sous  des  angles  droits. 

D’où  il  suit,  réciproquement,  que: 

Si  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  comme 
pivot , les  segments  qu’il  intercepte  sur  une  droite  Jixe, 
flans  trois  quelconques  de  ses  positions,  ont  leurs  extré- 
mités en  involution. 

III.  Points  doubles. 

205.  Considérons  maintenant  les  deux  points  e,  f dont 
chacun  forme  avec  les  quatre  a , a'  et  b , b'  une  involution 
de  cinq  points  dans  laquelle  ce  point  e ou /"coïncide  avec 
son  conjugué  (192).  D'après  la  proposition  (190),  ces  deux 
points  jouissent  de  la  même  propriété  à l’égard  des  deux 
systèmes  b,  b'  et  c , c' . Donc  ils  divisent  harmonique- 
ment à la  fois  les  trois  segments  aa',  bb',  cc'.  On  a donc 
ce  théorème  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  a,  a';  b.  b'  et 
c , c'  sont  en  involution , il  existe  deux  points  ( réels  ou 
imaginaires)  qui  divisent  harmoniquement  les  trxris  seg- 
ments aa',  bb',  ce'. 

Nous  appellerons  ces  deux  points,  dont  la  considération 
sera  souvent  utile,  les  points  doubles  de  l’involution. 

Il  existe,  entre  chacun  de  ces  points  et  deux  quelconques 
des  trois  couples  de  points  en  involution  , toutes  les  rela- 
tions exprimées  par  les  équations  (d,  192);  et  chacune  de 
ces  équations  pourra  servir  pour  déterminer  les  deux  points 
en  question. 

206.  Les  deux  points  doubles  sont  de  part  et  d’autre 
et  h égale  distance  du  point  central. 

En  effet,  le  point  e formant  une  involution  avec  les  quatre 
a , a'  et  b , b ',  on  a 

Oa.Oa'  = OO.Oh'  = Or,’ 
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et  pareillement  à l’égard  du  point  f ; donc 
Ôe  — of  ] Of  = - O/. 

11  est  clair  qu'il  faut  prendre  le  signe  — , puisque  avec  le 
signe -H  les  deux  points  e , J se  confondraient.  Les  deux 
points  sont  donc  départ  et  d'autre  du  point  O,  à égale 
distance  de  ce  point. 

La  relation  Oe  = O «.O  a'  montre  que  ces  deux  points 
seront  .imaginaires  quand  le  point  O se  trouvera  sur  les 
segments  aa' , bb'\  ce  qui  a lieu  quand  ces  deux  segments 
empiètent  l'un  sur  l’autre  (191). 

Au  contraire,  les  deux  points  doubles  sont  réels  quand 
deux  segments  sont  compris  l un  sur  l’autre,  ou  n’ont  au- 
cune partie  commune. 

207.  Les  points  doubles  de  l'involulion  à laquelle  ap- 
partiennent les  deux  couples  de  points  conjugués  a,  a'  et 
b,  b',  forment  une  invol  ut  ion  de  six  points  avec  les  deux 
couples  a , b 'et  a',  b. 

En  ellet,  ou  a les  deux  équations 

ca.cb'  ab'  fa.fb'  ab' 

— -, 7 = TT’  J7T~ël~ n i92b 

ea  . eb  a b ja  .fb  a b ' ' 

Donc 

ca.cb'  fa.fb' 

ea' . cb  fa'  fb  ’ 

ce  qui  exprime  que  les  trois  segments  ab' . a'  b et  ef  sont 
en  involution. 

Autrement.  Les  deux  points  e,  ^/  divisent  harmonique- 
ment chacun  des  deux  segments  aa' , bb' , de  sorte  qu’on  a 

ac  a'  c be  b' e 

7f~~Vf  et  bf-~W 

Donc 

ne  a' c b'f  bf 
af  ’ a' f b' e be  ’ 
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ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,a',e,J  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à celui  des  qiiatrc  points  b' , h, 
fi  e.  Donc  les  trois  couples  a,  />';  a',  b,  et  e,  / forment 
une  involution.  c.  q.  f.  r>. 

Ce  que  nous  disons  des  deux  segments  al>',  a' b s’entend 
des  deux  ab , a'b'\  de  sorte  que  les  deux  points  e ,f  appar- 
tiennent, comme  points  conjugués,  à deux  involutions 
dillércntes,  dans  chacune  desquelles  les  quatre  autres  points 
sont  a,  a1,  b , h',  mais  accouplés  dilléretnment. 


§ IV. — Construction  du  point  central , des  deux  points 
doubles  et  du  sixième  point  d'une  involution. 

208.  Deux  systèmes  de  points  conjugués  a , a et  b,  />' 
suffisent  pour  déterminer  le  point  central  et  les  deux  points 
doubles  d’une  involution. 


I.  Construction  du  point  central. 

Si  les  deux  segments  aa’ , bb’  empiètent  l’un  sur  l'autre, 
on  pourra  décrire  sur  ces  segments,  comme  diamètres, 
deux  cercles  dont  la  corde  commune  déterminera  le  point 
central . 

Si  les  deux  segments  n’empiètent  pas  l'un  sur  l'autre, 
on  mènera  par  un  même  point  quelconque  g , pris  au  de- 
hors de  la  droite  ab,  deux  cercles  avant  pour  cordes  respec- 
tives les  deux  segments  an',  bb'.  Ces  deux  cercles  se  coupe- 
ront en  un  second  point  g',  et  la  droite  gg‘  déterminera  sur 
ab  un  point  O qui  sera  le  point  central;  car  on  aura 

Og.Og'  — Oa.Oa'  — O b .Ob'. 

Autrement.  Le  point  O est  déterminé  par  l’équation 


Ofl  __  ajf 
O b bat 


(*«»)• 


Par  conséquent , si  l’on  mène,  par  les  points  a cl  b,  deux 

10 
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droites  parallèles  a ot , h 6,  égales  , respectivement,  aux  deux 
segments  nl>\  b a',  la  droite  etc  qui  joindra  leurs  extrémités 
déterminera  le  point  O. 

Les  deux  segments  n ci , J>  c seront  pris  dans  le  même 
sens,  ou  en  sens  contraire,  selon  que  les  deux  ab' , ha'  aux- 
quels ils  sont  égaux,  seront  eux-mêmes  dans  le  même  seus 
ou  en  sens  contraire. 

Cette  construction  est  toujours  praticable , quelle  que 
soit  la  position  relative  des  deux  segments  an bb‘ . 

209.  Segments  relatifs  ac  point  central.  — I)c  1 équa- 

On  nb'  , , , . 
tion  —y  = 7 — on  déduii 
O o bn 


On  _ nb' 

O b — Ou  ba'  — ab' 


On  _ nb' 
ab  ba'+b'n 


ab.nb' 
nb'  -+-  a'  b 

Et,  rn  appelant  a , S les  milieux  des  deux  segments  na',  hh  . 

nb . nb' 

«O  — — — i — 

2 as 

Pareillement 


a' O ~ 


n'  b . n'  b' 


n O ~t~  n O ,, 

On  a «O  = • Donc 

2. 

nb  .ab'  -+-  a' b .a'  h' 

«O  — • • • 

4 a 6 

Ces  expressions  de  «O  et  aO  permettent  de  supposer  les 
deux  points  b,  //  imaginaires.  Nous  donnerons  plus 
loin  (276)  une  eonslrurlion  du  point  O qui  s’applique  au 
eas  où  les  deux  points  a,  a1  sont  aussi  imaginaires. 

Il  Construction  des  deux  points  doubles. 

2U>.  Nous  axons  vu  (20o)  que  les  deux  points  doubles 
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se  peuvent  déterminer  par  chacune  des  équations  (il,  1112). 
La  première  donne 

ne \jab.ab' 

sa'i;;zb' 

Il  s’agit  donc  de  diviser  le  segment  au'  en  raison  donnée. 
On  mènera  par  les  points  a , a'  deux  droites  parallèles 
nk,  a'k égales  respectivement  à \jab.ab'  et  <Ja' b.a'lt'\  la 
droite  qui  joindra  leurs  extrémités  marquera  le  point  e.  F.t 
si  l’on  prend  a'k n égale  à «'A',  mais  en  sens  contraire,-  la 
droite  kk " marquera  le  point  j. 

Pour  déterminer  les  longueurs  des  deux  lignes  «A,  a'k'. 
il  suffira  de  décrire  sur  le  segment  bb',  comme  diamètre, 
une  circonférence  de  cercle,  et  de  mener  par  les  points  n, 
a'  soit  les  tangentes  à cette  circonférence,  soit  ses  demi- 
cordes  perpendiculaires  au  diamètre  bb' . 

Si  les  deux  segments  ««',  bb'  empiètent  l’un  sur  l’autre, 
l'un  des  deux  produits  ab.ab n'b.a'b'  est  négatif,  et 

l’expression  de  — imaginaire;  la  construction  n’a  plus  lieu, 

et  les  deux  points  cherchés  sont  imaginaires. 

Autrement.  Par  un  point  g,  pris  arbitrairement,  on 
mènera  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respectives  les  deux 
segments  ab\  a'b.  Ces  deux  cercles  se  couperont  en  un 
second  point  g7.  Par  le  même  point  g on  fera  passer  deux 
autres  cercles  ayant  pour  cordes  les  deux  segments  ab,  a'  b' . 
lesquels  se  couperont  en  un  autre  point  g".  Le  cercle  mené 
par  le  trois  points  g,  g',  g"  passera  par  les  deux  points 
cherchés  e , / . 

Eu  effet,  les  trois  segments  ah' . a'b  et  ef  sont  en  invo- 
lution  (207).  II  s’ensuit  que  le  cercle  mené  par  le  point  g 
et  ayant  pour  corde  le  segment  cf.  passe  par  le  point  d’in- 
tersection g'  des  cercles  qui  ont  pour  cordes  les  deux  seg- 

10. 
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ments  ab',  a' b (201).  Pareillement  ce  cercle  passe  par  le 
point  g".  Donc,  etc. 

Si  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  g , g ',  g"  11e 
rencontre  pas  la  droite  ah , les  deux  points  doubles  seront 
imaginaires. 

Autrement.  Sur  les  deux  segments  ab' cl  a' b , comme 
diamètres,  on  décrira  deux  circonférences , et  sur  les  deux 
segments  ab , a' b'  deux  autres  circonférences  ; par  les  points 
d’intersection  de  ces  deux-ci  et  les  points  d’intersection  des 
deux  premières,  on  fera  passer  une  circonférence,  laquelle 
déterminera  les  deux  points  e,  J.  Cela  résulte  de  ce  que  les 
trois  segments  ab' , a' b et  ef  sont  en  involution,  ainsi  que 
les  trois  ab , a'  b'  et  cf. 

211 . Remarque.  — Quand  les  deux  points  doubles  sont 
imaginaires,  il  existe  une  certaine  différence  entre  cette 
dernière  construction  et  la  précédente.  Dans  celle-ci,  le 
cercle  qui  détermine  les  deux  points  cherchés  est  toujours 
constructible;  mais  il  peut  ne  pas  rencontrer  la  droite  aa'\ 
ce  qui  arrive  quand  ces  points  sont  imaginaires.  Dans  la  se- 
conde construction,  le  cercle  qui  doit  déterminer  ces  deux 
points  cesse  d’être  constructible  quand  ils  sont  imaginaires. 

212.  Sf.cments  relatifs  aux  points  doubles.  — Après 
qu’on  a construit  le  point  central,  on  peut  déterminer  les 
points  doubles  par  les  expressions 

Or  = ± tJOa.Oa', 

Of  = ±^ü»  — ua  , 


qui  permettent  de  supposer  les  deux  couples  de  points  a , a ' 
et  b , b'  imaginaires. 

La  première  donne,  en  vertu  des  expressions  de  Oa  cl 

Oa'  (209), 

\jab  . ab' . a'  b .a'  b' . 


Oc  = rfc 


?.  a 6 
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et  par  conséquent 

tb  .ab' . a'  b .a'  b' 

7 ? 

Un  a ze  — aO  — eO,  ou,  d’après  les  expressions  de 
«O  et  eO 

a b . ab'  a'  b .a'  b'  , \Jab . ab' . a'  b .a'  b' 

%e~  JZz  — ~ ~Tïë  ' 

Les  deux  signes  ± répondent  aux  deux  points  doubles  e , J. 

Cette  expression  de  «e  montre  que  ces  deux  points  sont 
réels  quand  le  produit  ab.ab' . a' b. a' b'  est  positif;  et  l'on 
reconnaît  aisément  que  cela  a toujours  lieu  quand  les  deux 
segments  aa',  bb'  sont  l’un  entièrement  sur  l’autre,  ou 
l’un  au  delà  de  l'autre,  et  qu’au  contraire  le  produit  est 
toujours  négatif  quand  les  deux  segments  empiètent  1 un 
sur  l’autre. 

L'expression  de  ac  se  met  sous  la  forme  plus  simple, 
ab  ab' ziz  a' b .a' b'Y 

ae~  4 *1 

On  peut  y supposer  les  deux  points  b , b'  imaginaires, 
paiceque  les  produits  ab.ab',  a'b.a'b'  et  le  point  6,  mi- 
lieu du  segment  bb',  sont  toujours  réels. 

Nous  donnerons  plus  loin  {222,  coroll.  I)  une  relation 
(jui  peut  servir  à déterminer  les  deux  points  doubles  dans 
le  cas  où  les  segments  au',  bb'  sont  tous  deux  imaginaires. 
On  a semblablement  pour  be  l’expression 

f,  ba .ba' Zf.  \Zé' a . b' a')‘ 

4 

Nous  écrivons  zç: , parce  qu’on  doit  avoir  entre  les  trois 
points  a,ë  et  c.  la  relation  *e -t- cS 6«  = o,  qui  se 
trouve  ainsi  satisfaite. 
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Le  rapport  des  deux  segments  ae,  oe  est 
a c ( \Jab  ,ab'dc<Ja'  b a'  b'  f 

c ba'  z^L\jb'  a .b'  a'f 

Jî  peut  prendre  une  forme  plus  simple.  Qu  on  chasse  les 
radicaux  dans  le  numérateur,  en  multipliant  les  deux  termes 
par  \\jab .ab'  \] a' b . a' b')- , on  obtient 

a r ( ab.ab ' — a'b.a’b')1 

^ ab ' . «'  b zp  [a' b a b')  <Jab  .a'  è']’ 

Or,  d’une  part, 


ab.ab'  — a' b .a'  b'  = 2 « 6 ( a O — o'O)  = 2 aS.n/j' . 


Et  d’autre  part, 

ab  -+-  a'  b'  = 2 a?  et  a'  b -f-  ab’  — 2 afi  (<S). 
11  vient  donc 

7 

cie  an' 

e<’  _ {yjab’.a’b^  \jab7a’  b'  f 


t f 1 . at'  „ » «/ 

L un  des  signes  convient  au  rapport  — •>  et  I autre  a -r-y 

b C ■ by 


III.  Construction  du  sixième  point  d’une  involution. 

213.  Soient  a , et  6,  b'  deux  couples  de  points  con- 
jugues et  c un  cinquième  point  d’une  involution,  dont  on 
veut  trouver  le  sixième  point  c'.  Par  un  point  g pris  arbi- 
trairement, on  fera  passer  deux  circonférences  de  cercles 
ayant  pour  cordes  respectives  les  deux  segments  aa bb' : 
elles  se  rencontreront  eu  un  second  point  g':  et  la  circon- 
férence menée  par  les  trois  points  g,  g1  et  c coupera  la 
droite  abc  eu  un  second  point  c'  qui  sera  le  sixième  |K>int 
de  l’involution  (201  ). 
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Cette  construction  subsiste  quand  l’un  des  segments  ua\ 
bb\  ou  tous  deux  sont  imaginaires;  parce  que  l’on  peut 
mener,  par  un  point  donné,  un  cercle  qui  ait  pour  points 
d’intersection  imaginaires  avec  une  droite,  deux  points 
imaginaires  déterminés  par  leurs  éléments  (88),  ainsi  que 
nous  le  verrons  dans  la  théorie  des  cercles. 

Autrement.  Après  qu’on  a déterminé  le  point  central  O, 
on  peut  prendre 

, 0 a . O a 

Oc  — — 

Or 

Cette  formule  s’applique  d’clle-mème  au  cas  où  les  couples 
de  points  a , a'  et  b,  b'  sont  imaginaires. 

Mous  donnerons  plus  loin  (270)  une  construction  géné- 
rale indépendante  du  point  central  et  dans  laquelle  on  n'a 
à déterminer  que  des  centres  de  moyennes  harmoniques 
relatifs  à deux  points , ce  qui  se  fait  par  une  même  construc- 
tion , soit  que  ces  points  soient  réels  ou  imaginaires  (77). 

§ V.  — /{dation  entre  six  points  en  insolation , dans 
laquelle  entre  un  point  arbitraire 

214.  Lemme.  Étant  pris  sur  une  droite  trois  segments 
fixes  quelconques  aa',  bb',  ce',  dont  les  milieux  sont  a. , 
c,  y,  et  un  point  m,  la  Jonction 

ma . ma' . 6 •/  — t—  mh . mb' . 7 a -t-  me  me' . a6 

a toujours  la  meme  valeur,  quel  que  soit  ce  point . 

En  effet,  soit  M un  autre  point;  on  a 

ma  = — M m , ma'  — M a'  — M m ; 

et 

ma  . ma'  — M a Mo'  — 2 M a . M m M m . 

Pareillement , 

mb  . mb'  = M b . M b'  — 2 M6 . M m -f-  M m, 
me . me'  — M r , M e'  — 2 M 7 . M m -f-  M m . 
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Multipliant  ces  trois  équations  respectivement  par  ëy,  y a. 
et  ceê,  puis  les  ajoutant,  membre  à membre,  et  observant 
que  l'on  a les  deux  identités 

6y-4-7a-4-a<5=ro, 

M a . 6 7 -f-  M 6 . 7 a -f-  M 7 . a 6 m o, 

la  première  entre  les  trois  points  a,  6,  y,  et  la  seconde 
entre  les  quatre  x , o,  y et  M,  on  obtient  l'équation 

ma  .ma'.  67  -4-  mb.mb’ . 7 a -+-  me.  me' . a S 
— M a . M a' . ë 7 4-  Mi  Mi'.  7 a -+-  M c . M c' . a ê . 

Ce  qui  démontre  le  leinme  énoncé  j*). 

215.  Quand  six  points  a,  a';  b,  b';  c,  c',  conjugués 
lieux  à deux,  sont  en  involulion , si  l'on  prend  un  point 
m quelconque  sur  la  même  droite,  on  aura  toujours,  en 
appelant  a.  6,  y les  milieux  des  trois  segments  aa',  bl/, 
ce',  l’équation 

(1)  ma  .ma' . 67  mb.mb'.  7a  -t-  me. me' . aë  = o, 

dans  laquelle  on  observe  ta  règle  générale  des  signes. 

En  cfl’et,  d’après  le  lemine,  la  fonction  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  a une  valeur  constante, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  m.  Or  cette  valeur  est 
nulle  quand  ce  point  coïncide  avec  le  point  central,  parce 
que  les  trois  produits  ma . ma1,  mb.mb' , me. me'  étant  alors 
égaux,  la  fonction  devient 

ma . ma' . (67  4-73  4-  aë), 


^ " ) En  supposant  que  les  trois  points  c'  coïncident  respective- 

ment avec  leurs  conjugues  a,  b,  cf  on  eu  conclut  la  relation  suivante,  cuire 
quatre  points  a,  b.  c . hi  en  ligne  droite,  savoir, 

— 1 — a — a 

nia  . bc  -t-  mb  . ci i -+-  me  . al  -t-  nb  . bc  . ca  = o. 

Mais  on  verra  que  celle  relation  n'est  qu'un  cas  particulier,  do  même  que 
l'identité  ma  .bc  mb  ca  -\-tnc'.ah  =s  o dont  nous  avons  fait  souvent  usage  , 
de  théorèmes  relatifs  à un  nombre  quelconque  do  points  {<  hap  \VI 
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quantité  nulle  à cause  de  l’identité  otS-\-S  y -h  y a~v. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Autrement.  Soient  e , f les  points  doubles  de  l involu- 
tion.  Ces  deux  points  divisant  harmoniquement  chacun  des 
trois  segments  aa\  bb'  et  ce'  (20o),  on  a les  relations 

ma . ma'  -t-  me . mf  = 2 m a . m O , 

mb . mb'  4-  me . mf  = 2 m € . m O , 

me  .me'  -t-  me . mf  — nmy  ./7/0  (GO). 

Multipliant  ces  équations,  respectivement,  par  Gy,  y a,  aS 
et  les  ajoutant  membre  à membre,  en  observant  que  l'on  a , 
comme  ci-dessus,  les  deux  équations 

6 y -f-  y ’x  -t-  a®  = o, 
ma.ty  + m 6 . y a -t-  my.xt  ~ o , 

on  obtient 

ma  .ma'  .67  -f-  mb  .mb' .y a.  -t-  me . me’ . a 6 o. 

C.  (j.  F.  D. 

Corollaire. — Si  les  deux  points  b,  b'  coïncident  avec  le 
point  double  e,  et  les  deux  points  c,  c'  avec  le  second  point 
double  y,  l'éqnation  devient 

(2)  ma  .ma'  .cf  -t-  me. fa  -4-  mf . ae  — o. 

C’est  la  relation  entre  deux  couples  de  points  a , a'  et  e,  / 
en  rapport  harmonique,  qui  a déjà  été  démontrée  di  fièrent - 
ment  (67). 

216.  Equation  relative  au  point  central  — Si  dans  la 
relation  générale  (1)  on  suppose  que  le  point  c'  soit  à l’in- 
lini,  auquel  cas  le  point  c sera  le  point  central  O,  l’équa- 
tion devient 

(3)  ma . ma'  — mb . mb'  •+■  2 . m O = o. 

En  cllcl , divisant  l’équation  générale  par  Gy,  on  a 

. , , . y a me'  , 

ma.  ma  -t-  mb  .mb  \~  me  . ab  ~ (t 

by  C.y 
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Or 

Gc-hSc*  67  1 /6c  oc  \ 

67= 1 — ; — — ( — >4-— >); 

9.  /WC  2 \/WC  /UC  / 

et,  le  point  c'  étant  à l'infini , y est  aussi  à l’infini , et  l'on  a 

72 27  6c  6c'  67  1 

67  67  ’ me'  me'  ’ me'  2 

Par  conséquent  l’équation  générale  devient 

ma.  ma'  — mb . mb'  -f-  2 26  ,m  O = o. 

On  a donc  ce  théorème  : 

Étant  pris  sur  une  droite  deux  segments  aa',  bb',  ainsi 
que  leur  point  central  O déterminé  par  l'équation 

Oa.Oa'  — Ob.Ob', 

et  leurs  points  milieux  a,  o,  on  a,  pour  un  point  quel- 
conque m de  la  droite , la  relation 

ma.  ma'  — mb  .mb'  -f-  2 afi.m  O = o. 


Autrement.  Soient  e,  f les  deux  points  doubles;  leur 
milieu  est  le  point  central  O;  de  sorte  qu’on  a les  deux 
équations 

me . mf  -t-  ma . ma'  = 2 m 2 . m 0 , 
mc.mf  -+-  mb  .mb'  = 2 m6,m0  (60), 

qui , retranchées  l’une  de  l’autre,  membre  à membre  , don- 
nent 

ma . ma'  — mb . mb'  — 2 6a . m O. 


c.  Q.  F.  u. 

Corollaire.  — Si  le  point  m coïncide  avec  le  point  a , il 
vient 

ab.ab 


(4) 


rO 


2 2 6, 


comme  on  l’a  déjà  trouvé  directement  (21 

217.  CowsTiu’CTioft  nt  point  central. — La  formule  (3) 
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peut  servir  pour  construire  le  point  central  d’une  involu- 
tion  déterminée  par  deux  segments  aa\  bb',  et  la  construc- 
tion s’applique  au  cas  où  les  deux  segments  sont  imagi- 
naires, comme  il  pourrait  arriver  s'ils  provenaient  des  in- 
tersections d’une  droite  par  deux  cercles  ou  deux  sections 
coniques;  car  les  produits  ma. ma'  et  rnb.mb'  restent  réels, 
ainsi  que  les  points  milieux  a , ë des  deux  segments. 

Quand  les  points  a,  a',  ou  />,  //,  sont  réels,  on  peut 
placer  le  point  rn  en  l’un  de  ces  points,  et  se  servir  de  la 
formule  (4)- 

§ \ I . — Manières  d' exprimer  l'involution  par  les  éléments 
ou  les  équations  des  trois  couples  de  points. 

218.  L’équation  (i)  s’écrit 

ma . ma’  ( m 6 — my  ) mb  .mb’  {my  — ma)  -+-  me . me  ( m a — ni 6 ) = o. 

Supposons  que  les  trois  couples  a,  a b.  b'  et  c,  c'  (réels 
ou  imaginaires)  soient  représentés,  respectivement,  par  les 
trois  équations 

■e>  -4-  Ai  +B  = o, 
j:1  -+-  X'  x 4-  B'  = o, 

■r’-t-  A"x-t-R"i=o  (87), 

de  sorte  qu’on  ait 

A 

ma  = , ma.  ma  — B,  etc.; 

?. 

la  condition  d’involution  s’exprimera  par  la  relation  sui- 
vante, entre  les  six  coefficients  A,  11,  etc., 

(a)  B ( A'  — A" ) -t-  B' ( A"  — A ) -+-  B"  ( A — A')  = o. 

219.  On  peut  substituer  à cette  relation  unique  trois 
équations  renfermant  deux  coefficients  indéterminés,  savoir, 

B -t-  v — AA  = o, 

B ' v — A'i  = o, 

B"  -+-  x — A"*  = o; 
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car  ces  équations  expriment  (().“{)  que  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à deux  points  fixes  déterminés  par  l’équation 
x1  +2'U  + ï = 0, 

lesquels  seront  les  points  doubles  de  l’involution. 

Et , du  reste , en  éliminant  v et  X dans  les  trois  équa- 
tions, on  trouve  l'équation  (a). 

220.  Si  les  équations  des  deux  premiers  couples  de  points 
conjugués  sont 

x1  + Ai  -t-  B = o, 

X' 1 -f-  A x “t"  R — o , 

celle  du  troisième  couple  sera  de  la  forme 

(j:,-t-Ax  + BjH-ll(îI  + A'  x -f-  B'  ) = o ; 

c’est-à-dire  que  les  coefficients  de  l’équation  du  troisième 
couple  seront 

A -+-  A'  A ^ „ B + If  * 

I —H  i À H-  l 

En  effet,  en  éliminant  X,  on  retrouve  l’équation  (a). 

Autrement.  On  peut  démontrer  directement  que  les  trois 
équations  représentent  trois  couples  de  points  en  involu- 
lion.  Appelons  a , a',  b , l>'  et  c , c'  les  distances  de  ces  points 
à l’origine  commune;  on  a 

x*  -t-  A.x  + B = [x  — a)  (a;  — a'), 
x:  -t-  A'x  -+-  B'  = (jt  — b)  [x  — b'  ), 

ci  l'équation  du  troisième  couple  devient 

(i  — «)(•*  — «')-+-*(*  — b)  [x  — b1  ) = o, 
ou 

(x  — a)  — a>  ) 

JT—b)\*  — b’)  =-'*■• 

Or,  c et  c'  étant  les  racines  de  cette  équation , on  a 

(c  — a){c—a')_{c'  — a)(^  — n')_ 

[c  — b)  [c  — b')~  (r'-b)  (r'—b')~  *’ 
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ou,  en  représentant  maintenant  par  les  mêmes  lettres 
a,  a',  etc.,  les  points  dont  ces  lettres  expriment  les  dis- 
tances à l’origine  commune, 

ca.ca'  c'a.  c'a 
cbTcb'  = c' b. c'V 

Cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points  sont 
en  involution.  Donc,  etc. 

§ VII.  — /? dations  ou  entrent  les  points  milieux  îles  trois 
segments  ait',  hb' , ce'. 

I 

221.  Il  existe  entre  trois  couples  rie  points  en  invo- 
lution a,  a';  b,  b'  et  c,  c',  et  leurs  trois  points  milieux 
a,  6,  y,  les  relations 


ab  .ab' 

a€ 

a' b. a' b’ 

ac. . ac' 

_ «7* 

a'c.a'c' 

a y 

bc . bc' 

_ ®7 

b'c.b'c' 

_Sy 

ba . ba' 

S*’ 

b'  a .b'  a' 

1 

Cb 

Si 

ca  .ca' 

y 7. 

c'  a.  c'a' 

72 

cb ,cb' 

vc’ 

c'b.r'b’ 

1 

«3b  j 

Pour  démontrer  ces  équations,  la  première,  par  exemple, 
supposons  dans  l’équation  (i,  215)  que  le  point  m coïn- 
cide avec  le  point  a , le  premier  terme  devient  nul,  et  l’é- 
quation se  réduit  à 

ab . ab' . y x -+•  ac.ar1 . a G =:  o; 
ou , parce  que  y a = — ay, 
ab.ab'  a€ 

= c.  y.  F.  D. 

ae.ae  ay 

Ces  équations,  remarquables  parleur  simplicité,  donnent 
immédiatement  les  sept  équations  fonda  mentales  {«  et  b.  184) . 
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Enellet,  les  deux  premières,  par  exemple,  qui  ont  le  même 
second  membre,  donnent  la  première  des  équations  (a). 
Et  quant  aux  équations  (A),  qu’on  fasse  le  produit  des  trois 
équations  delà  première  colonne,  multipliées  membre  à 
membre,  on  a 

ab' . bc' . ca' 

ne1 . cb' . ha'  ’ 

ce  qui  est  l’une  des  équations  (A). 

II. 

222.  On  a entre  trois  segments  en  involution  aa',  bb' 
et  ec',  et  leurs  points  milieux  a. , o,  y,  la  relation 

3 2 3 

a a . fi  y 6 £ . y a -4-  y c . a 6 -+-  a fi . fi y . y a = o. 

En  effet,  prenons  l'équation  (1, 215),  et  observons  que 
ma. ma'  =z  ma.  — xa, 

elle  devient 


— 3 — » — j / — 3 

nia.67  -t-  /«6,7a  «17 . 36  — (30.67 


66.734-7^36)3=0; 


ou,  d’après  la  Note  relative  à la  proposition  (214), 

*0.67  ■+■  66. 7a  -H  yc.»6  -+-  a6. 67. 7a  — o. 

Ce  qu’il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Corollaire  J.  — Si  les  deux  points  c,  c'  coïncident  en 
l’un  des  points  doubles  e,  l’équation  devient 

J 3 

a a . G t'  -f**  f*  b . c a a 6 . fi  e . e a = o , 


ou 


fla'  bb'  . 

— = 436. 

ac  6c 


Cette  relation  peut  servir  pour  déterminer  les  points  dou- 
bles d’une  involution  , et  s’applique  au  cas  où  les  deux  seg- 
ments au\  II'  sont  imaginaires. 
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Corollaire  II.  — Si  a,  6,  / représentent  les  centres  des 
moyennes  harmoniques  d’un  même  point  «,  par  rapport 
aux  trois  segments  ua\  bit'  et  ce',  on  aura  l'équation 


a.  a 6 y 


f,b 

nV 


ne 


x 6 

n 7 


a 6 . 6 y . y a 
n a.  «6  ny 


En  ellet,  en  multipliant  par 


na.nb.ny  , . 

—t— -,  ou  peut  eenre 

a6.Cy.ya  1 


l’é- 


quation de  manière  qu  elle  ne  renferme  que  des  rapports 
anharmoniques  , car  le  premier  terme , par  exemple , 


: — ).  Il  en  résulte  que  l’équation 
na  ny  J 

sera  vraie  pour  toute  position  du  point  n , si  elle  l’est  pour 
une  seule.  Or  l'équation  est  vraie  quand  le  point  n est  à 
l’infini,  car  elle  se  réduit  à la  précédente  dans  laquelle 
a , o,  y sont  les  milieux  des  trois  segments  aa',  hb'  et  cc' . 
Donc  l'équation  a lieu  pour  toute  position  du  point  n. 


, . . / a n a 6 \ / 

s écrit  y”  : — ) y 


§ VIII.  — Halations  diverses. 

I. 

22.'!.  Dans  chacune  des  équations  où  entrent  les  points 
milieux  a,  6,  y des  trois  segments  cia' , bb\  ce' , on  peut 
remplacer  ces  points  par  ceux  de  l'i évolution  etc., 

au  moyen  des  expressions 

<j h'  -+-  n'  b bc'-r-b'e  eu'  -t-  e'  a 

an  — 5 C7  rr  . 7 a = ( •>  . 

2 2 2 

Les  formules  (221  ) deviennent 

ab . ab'  ab'  -+-  a'  b 
ne . ae'  ac'  s-  a ' c ’ 


Nous  aurons  à faire  usage  de  ces  relations. 
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II. 


224.  L'involution  de  six  points  étant  l’égalité  de  deux 
rapports  anharmoniques,  on  peut  l’exprimer  par  des  équa- 
tions à trois  termes  (-47).  On  trouve  que  ces  équations 
sont  de  deux  formes  différentes  représentées  par  les  deux 
équations  suivantes,  qui  expriment  l’égalité  des  rapports  an- 
harmoniques  des  deux  séries  de  quatre  points  a , b,  c , a' 
et  a',  b\  c',  a : 


ab.a'c 

an  ~ — ; 1 

bc 


a b' . a'  c' 
b'c'  ’ 


a b.  a'  c aa' . b'  c' 
ar.a'b  ab' . a' c' 


On  formera  toutes  les  autres  équations  semblables,  soit 
en  remplaçant  chaque  lettre  par  sa  conjuguée,  soit  en  rem- 
plaçant deux  lettres  conjuguées  par  deux  autres  lettres  con- 
j liguées,  et  vice  versd. 

in. 

225.  La  formule  à trois  termes  où  entre  un  point  arbi- 
traire, par  laquelle  ou  exprime  l égalité  des  rapports  an- 
harmoniques  de  deux  séries  de  ipiatre  points  ('48),  donne 
aussi  des  relations  entre  six  points  en  involution.  Prenons 
l’équation 

en  , , cb  , ,,  cd  , 

—r—  bd. ma  -I — — — da  ,mb  -\ — r-r.  ab.md  — o, 
c.  a c b c d 

et  supposons  que  les  points  d , d' coïncident  avec  les  deux 
c'  et  c respectivement,  l’équation  devient 

en  , cb 

, , bc  . ma  -| — —gca.mb  — ab  me  — o. 
c a r b 


Elle  exprime  que  les  trois  couples  de  points  «,  />,  b'  cl 

c , c'  sont  en  involution. 
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En  faisant  coïncider  les  points  d,  d' avec  b'  et  b respec- 
tivement, on  a cette  équation  différente, 

ca  , ,,  , cb  cb'  , . 

— — ; ob  . ma  — — — 0 a.  mO  h — — ab.mb  = o. 
ca  c b d b 

Si  l'on  suppose  dans  ces  équations  le  point  m à l 'infini , elles 
de  viennent 


ca 
c a' 
ca 
c'  a' 


bd 

bb' 


cb 

7b' 

ch 
c'  b' 


c'  a — ab 

,,  cb' 
bf  a -( — — 


o C). 


a b 


IV. 


220.  Que  dans  l’équation 

z 6 -4-  *>7  -t-  7 2 " o ou 


h 

Sa 


tl 

a ^ 


on  remplace  les  deux  rapports  7-  ) par  les  expressions 

prccédehtcs  (221  ) , on  aura 


ou 


bc.bd  ac.ad 
ba.ba'  ab  .ab'  ’ 


ab  = 


ab' 


bc . bc' 
ba' 


On  formera  des  expressions  semblables  de  ab' , bc,  etc., 
par  la  permutation  des  lettres. 


V. 


227.  Observation  générale.  — On  peut  supposer,  dans 


(*)  On  peut  encore  déduire  cette  équation  de  l'identité  entre  le»  quatre 
points  a,  b,  r,  O,  savoir, 

ai.cO-l-flC.OA  + flO.ftr  = 0, 

^ . , Ob  Ofl 

dans  laquelle  il  suflit  de  remplacer  les  rapports  ~ par  leurs  valeurs 

—,  (««9 

eh'  ea' 
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toutes  les  formules  précédentes , que  deux  points  conjugués, 
tels  que  c etc',  coïncident  et  forment  un  point  double;  et 
de  même  à l’égard  d'un  second  couple  de  points  conjugués. 
On  obtiendra  ainsi  diverses  relations  qu'il  nous  suffit  d’in- 
diquer sans  les  reproduire  ici. 


§ IX.  — Relations  où  entrent  deux  points  arbitraires. 

228.  Reprenons  l’équation  (i,  215),  sous  la  forme 

ma.  ma'  €y  mb.mb'  ai  y 
me . me'  6 a me . me'  a % 

Soit  n le  point  situé  à 1 infini;  on  l’introduit  dans  l’équa- 
tion , de  la  manière  suivante , 


(ma  na\  / ma'  na'\  /S7  n 7 
me  ne  J \mc'  ’ ne'  ) \6  a n a 

Tous  les  facteurs  étant  des  rapports  anharmoniques , on  en 
conclut  que  l’équation  a lieu,  quelle  que  soit  la  position 
du  point  n à distance  finie;  seulement  alors  le  point  « 
n’est  plus  le  milieu  du  segment  aa\  mais  bien  le  point  con- 
jugué harmonique  du  point  n par  rapport  aux  deux  points 
a,  fl';  et  de  même  des  points  c et  y. 

L'équation  peut  s’écrire 


)t  mb  nb 

■+■  ( — : — 
\me  ne 


mb'  nb' 
me'  ne 


a 7 n 7 
a fi  n 6 


ma  ma' 
na.na' 


• 67 . « a.  -+- 


mb . mb' 
nb . nb'  ’ 7“ 


_ me . me * 

«fi H T 

ne . ne 


afi./t  7 = o. 


Cette  équation  exprime  donc  l’involution  de  six  points,  au 
moyeu  de  deux  points  arbitraires  m et  n. 

Corollaire.  — Si  le  point  m coïncide  avec  «,  on  a ré- 
quation suivante  qui  exprime  l’involution  au  moyen  d’un 
seul  point  arbitraire, 

ab  . nb'  ae . ae’  a 6 «fi 
nb.nh'  ne.  ne'  ay  n y 

On  donne  aux  équations  une  expression  plus  simple  en. 
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y introduisant  les  points  milieux  des  trois  segments  un', 
bb',  ce'.  Soient  sc,,  o,  et  yx  ces  trois  points,  on  aura 


et  il  vient 


na.nx,  — na. na' , . . . ( 70), 


. C7  ../7“  , a 6 

ma . ma  . — — -+-  tnb  ,mb  . — - -4-  me . me  . = o; 

a a,  «6,  ny, 

ab.ab'  afi  në. 


Ct 


ae.ae  ay  nyx 

229.  Si , dans  les  équations  précédentes , on  suppose  le 
point  m à l 'infini , elles  deviennent 


6 y . n a y a . a 6 

— -4-  1 

na.na'  ' nb.ab' 


tx  fi.  n y 

—T  = 

ne.  ne 


fy  y a aë 

1 7"  H = o. 

/la,  «G,  «7, 

Ce  sont  de  nouvelles  équations  avec  un  seul  point  arbi- 
traire. 


230.  Si  dans  l’équation  générale  (228)  on  suppose  le 
point  c'  à l’infini , le  point  c devient  le  point  central  O,  et 
l’on  a l’équation 


ma . ma' 
na . na' 


ma . mb 

67  .na  H ; rr  7a.  «5  -+- 

nb.nb 


m O 
n O ’ 


a fi . n 7 = Oj 


a,  ê sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n par  rap- 
port aux  deux  segments  aa\  bb\  et  le  point  y est  situé  de 
manière  que  le  point  O se  trouve  le  milieu  du  segment  ny. 

CoROt.LAiRF..  — Faisant  coïncider  le  point  m avec  a , et 
observant  que  ny  — 2 n 0 , 011  a 

ab.ab'  aO  aê 

nb.nb'  n 6 a 7 

231 .  Il  est  à remarquer  que  toutes  ces  équations  à un  ou 
à deux  points  arbitraires  s’appliquent  d’elles-mêmes  aux 
ras  où  les  points  en  involution  sont  imaginaires  ; parce  que 

. « 1. 
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les  deux  points  de  chaque  couple  sont  représentés  dans  les 
unes,  et  peuvent  être  remplacés  dans  les  autres  par  des  clé- 
ments réels  (96). 

§ X.  — Étant  donnés  deux  segments  aa',  bb'  et  le  md/eu 
y d'un  troisième , déterminer  celui-ci. 

2.12.  Par  un  point  g pris  arbitrairement,  on  fera  passer 
deux  cercles  qui  aient  pour  cordes  respectives  les  deux 
segments  au1,  bb ils  se  rencontreront  en  un  second  point 
g'.  Par  les  deux  points  g,  g'  on  mènera  un  cercle  qui  ait 
son  centre  sur  la  perpendiculaire  à la  droite  ab,  élevée  par 
le  point  y;  ce  cercle  déterminera,  par  ses  intersections 
avec  la  droite  ab,  les  deux  points  cherchés  c,  c'  (201). 
S il  ne  rencontre  pas  cette  droite,  ces  points  seront  imagi- 
naires. 

Quand  les  deux  segments  au',  bb'  empiètent  l’un  sur 
l’autre,  la  construction  se  simplifie,  car  il  suilit  de  décrire 
deux  circonférences  sur  ces  segments  comine  diamètres,  et 
de  mener  par  leurs  points  de  rencontre  un  cercle  qui  ail 
pour  centre  le  point  y;  ce  cercle  détermine  sur  la  droite  ab 
les  deux  points  cherchés  c,  c',  lesquels,  dans  ce  cas,  sont 
toujours  réels. 

2113.  Expressions  ne  segmest  yc.  — t°.  Soit  O le  point 
central  de  l’involution;  le  segment  yc  se  déterminera  par 
l’équation  '' 

yc  — tTy  — On. O a’, 

qui  dérive  de  Oa.Oa'  = Oc. Oc'. 

Quand  les  deux  segments  ua1,  bb'  empiètent  l’un  sur 
l’autre,  le  produit  Oa.Oa’  est  négatif,  et  le  segment  yc 
se  trouve  toujours  réel. 

Mais  quand  les  deux  segments  aa',  bb'  n’empiètent  pas 
I un  sur  l'autre,  le  produit  Oa.Oa'  est  positif,  et  alors  yc 
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est  réel  ou  imaginaire,  selon  que  l’on  a 

O7  ou  <^0«.0n’. 

Or  e et  J étant  les  points  doubles  de  l'involution.  on  a 
On . O a'  — O c = O f. 

On  peut  donc  dire  que  le  segment  yc  est  réel  ou  imaginaire, 
selon  que  O y est  }>  ou  <^Oc;  c’est-à-dire  selon  que  le 
point  milieu  y est  situé  au  delà  du  segment  ej\  ou  sur  ce 
segment,  entre  les  deux  points  doubles  e , f.  En  ell'et,  les 
deux  points  cherchés  c , c'  devant  être  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  doubles  e , J\  leur  point 
milieu  y doit  être  extérieur  au  segment  ef  (57). 

Cette  construction  s’applique  d’elle- même  au  cas  où 
les  deux  segments  an'  et  bb'  sont  imaginaires. 

i°.  Soit  y ' le  point  qui  forme  une  involulioti  avec  y et  les 
deux  couples  a , a'  et  b , A';  on  aura 
1 

yc  yy'.  y O. 

En  effet,  on  a Oy .Oy'  — Oa.Oa'-,  donc  l’expression  pré- 
* 

cédente  de  yc  devient 

yc  — Oy  — O7 .07'  = Oy  (O7  — O y'  ) = 77'.  7O. 

5°.  L’équation  (t,215)  fait  connaître  le  rectangle  me.  me' 
qui , avec  le  point  7,  suffit  pour  déterminer  les  deux  points 
c,  c'.  On  simplifie  la  solution  en  prenant  pour  le  poiut  ni  le 
point  7 lui-même;  l’équation  devient 

3 

yc.  aê  = ya  .7  fl'  67  7 b . y b' . 7a. 

4".  On  peut  se  servir  de  l’équation 

afl.Çy  -+•  6 h . 7 a +•  7 c . a§  -t-  a 6. 6 7 .7  a — o ( 323  ! , 

dans  lamtelle  tous  les  segments  sont  connus,  excepté 7c  que 
l’équation  fait  connaître. 
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Cette  équation  s’applique  d’elle-mème,  ainsi  que  les  pré- 
cédentes , au  cas  où  les  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b , b ' 
sont  imaginaires. 

23  t.  Si  l’on  suppose  le  point  b'  à l'infini , la  question 
devient  celle-ci  : 

Étant  donnés  deux  points  conjugués  a,  a'  d’une  invo- 
lution,  le  point  central  O,  et  le  milieu  y de  deux  autres 
points  conjugués,  on  demande  de  déterminer  ces  points. 

On  décrira  un  cercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  n,  a',  et  l’on  mènera  parle  point  O une  droite  quel- 
conque rencontrant  ce  cercle  en  deux  points  g,  g';  puis  on 
fera  passer  par  ces  deux  points  un  cercle  qui  ait  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  à la  droite  aa'  menée  par  le  point  y. 
Ce  cercle  déterminera  sur  aa'  les  deux  points  cherchés 
c,  c'  (200),  lesquels  peuvent  être  imaginaires. 

Quand  le  point  O est  situé  entre  les  deux  a,  fl',  la  con- 
struction se  simplifie.  On  décrira  une  circonférence  de 
cercle  sur  le  segment  aa'  comme  diamètre;  on  élèvera  par 
le  point  O la  perpendiculaire  à la  droite  Oa,  et  par  les 
points  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  cir- 
conférence, on  fera  passer  un  cercle  ayant  son  centre  en  y; 
il  déterminera  sur  la  droite  aa'  les  deux  points  cherchés. 

235.  Observation. — Nous  verrons  que  la  plupart  des 
relations  concernant  six  points  en  involution,  démontrées 
dans  ce  chapitre,  se  peuvent  appliquer  à un  système  de 
trois  couples  de  points  non  en  ligne  droite,  savoir,  aux 
quatre  sommets  et  aux  deux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d’un  quadrilatère;  ce  qui  donnera  lieu  à des  pro- 
priétés nombreuses  du  quadrilatère.  Mais  la  théorie  de  l’in- 
volution  aura  beaucoup  d’autres  usages  qui  justifieront  l ex- 
lensiou  que  nous  avons  cru  devoir  lui  donner  ici. 
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CHAPITRE  X. 


SUITE  I>U  PIIÉCÉDENT. DIVISIONS  HOM Oü  K4PH  ><?CES  F.N 

INVOLUTION. 


236.  Etant  donnés  deux  couples  de  points  a,  a'  et  A,  A', 
on  peut  déterminer  une  infinité  de  couples  c,  c';  d,  d'\  etc. , 
formant,  chacun,  une  involution  avec  a,  a'  et  A,  A'. 

Tous  les  points  a , b , c , d , e , ... , et  les  points  a',  b', 
c',  d',  c', . . . , forment  deux  divisions  homo graphiques . 

Et  si , dans  ces  deux  divisions,  on  regarde  un  point  c' 
de  la  seconde  comme  appartenant  à la  première , son  ho- 
mologue dans  la  seconde  sera  le  point  c. 

En  eflet,  les  quatre  points  a,  A,  a',  c auront  leur  rap- 
port anharmonique  égal  à celui  des  quatre  a A',  a,  c'. 
Or,  dans  ces  deux  séries  de  quatre  points,  les  trois  a,  A,  a' 
de  la  première,  et  les  trois  a',  A',  a de  la  seconde  sont 
lixes;  donc  les  deux  points  variables  c,c'  forment  deux 
divisions  homographiques  (100).  Mais  les  trois  systèmes 
a,  a'-,  A,  A' et  c,  c'  étant  en  involution,  les  quatre  points 
a,  A,  a',  c'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui 
des  quatre  a',  A',  a,  c;  ce  qui  prouve  que  le  point  c', 
regardé  comme  appartenant  à la  première  division , a pour 
homologue  dans  la  seconde  division  le  point  c.  Donc,  etc. 

Autrement.  On  peut  démontrer  le  théorème  très-sim- 
plement en  se  servant  du  point  ‘central  ; car  on  aura 

On.Oa'  = Oc. Oc'  = const.; 

donc  les  deux  points  c,  c'  forment  deux  divisions  homo- 
graphiques (121  ). 

Mais  l’équation  subsiste  quand  ou  y change  c en  c'  et  r 
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en  c.  Donc  si  le  pointe'  est  regardé  comme;  appartenant  à 
la  première  division,  son  homologue  dans  la  seconde  divi- 
sion est  le  point  c.  Donc , etc. 

Ces  deux  divisions  sont  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées comme  cas  particulier  des  divisions  homograplii- 
ques  (174).  Nous  avons  dit  alors  que  nous  les  appellerions 
divisions  en  involution ; on  en  voit  ici  la  raison. 

237.  Pour  que  deux  divisions  l tomographiques  formées 
sur  une  même  droite  soient  en  involution,  il  suffit  qu’un 
seul  point  quelconque  de  cette  droite,  considéré  comme 
appartenant  successivement  aux  deux  divisions,  ait  le 
même  point  homologue  dans  les  deux  cas. 

C’est-à-dire  que  quand  cela  aura  lieu  pour  un  point, 
tous  autre»  points  jouiront  de  la  même  propriété. 

Cette  propriété  importante  a clé  démontrée  dans  la  théo- 
rie générale  des  divisions  homographiques  (174)  ; en  voici 
une  seconde  démonstration  fondée  sur  la  seule  notion  de 
l’involution. 

Soient  a,  h.  c trois  points  de  la  première  division,  et 
a',  //,  c'  leurs  correspondants  élans  la  seconde  division; 
nous  supposons  ejue  le  point  c étant  considéré  comme  ap- 
partenant à la  seconde  division,  ait  pour  homologue  dans 
la  première  le  point  c';  il  s’agit  de  prouver  quil  eu  sera  de 
même  du  point  a,  c’est-à-dire  que  si  on  le  considère  comme 
appartenant  à la  seconele  division,  son  homologue  dans  la 
première  sera  le  point  a'. 

En  effet , les  quatre  points  a.  />,  c,  c'  de  la  première 
division  avant,  par  hypothèse,  pour  eorres|>ondanls  , dans 
la  seconde  division  . les' quatre  a\  à',  c1  et  c,  les  rapports 
anharmoniques  de  ces  deux  séries  de  quatre  points  sont 
égaux,  et  par  conséquent  les  trois  couples  de  points  con- 
jugués a,  a';  b,  h’  et  c,  c ' sont  en  involution  (182).  Donc 
les  deux  séries  de  quatre  points  a,  a',  b , c et  a',  a , b',  c 
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ont  leurs  rapports  anliarmoniqucs  égaux  (183).  Donc  le 
point  a , quand  on  le  considère  comme  appartenant  à la 
seconde  division , a pour  homologue  dans  la  première  le 
point  a' . Ce  qu’il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

238.  Deux  droites  divisées  ho  ni  ograp  h iquemen  t peuvent 
toujours  être  placées  l'une  sur  l'autre,  de  manière  que  les 
deux  divisions  soient  en  invo/ution. 

En  effet,  soient  a,  a'  deux  points  homologues  des  deux 
divisions,  nous  avons  vu  qu’on  pourra  déterminer  deux 
autres  points  homologues  h , b'  tels,  que  les  segments  ab, 
a' l>'  soient  égaux  ( 127).  Qu'on  place  la  seconde  droite  sur 
la  première  en  faisant  coïncider  le  point  b'  avec  a,  et  a 
avec  b.  Alors  le  point  a,  considéré  comme  appartenant  à 
la  première  division  , aura  pour  homologue  dans  la  seconde 
le  pointa',  et  considéré  comme  appartenant  à la  seconde 
division,  aura  pour  homologue  dans  la  première  le  même 
point  a'\  et  par  conséquent  il  en  sera  de  même  pour  tout 
autre  point  (237  ) , c’est-à-dire  que  les  deux  divisions  seront 
en  involulion.  c.  q.  f.  d. 

239.  II  résulte  de  là  que  deux  divisions  homographiques 
en  involulion  ont  toute  la  généralité  de  deux  divisions  ho- 
mographiques  quelconques,  et  que  les  relations  qui  ont 
lieu  entre  trois  systèmes  de  deux  points  conjugués  sont 
dues  seulement  à la  manière  particulière  dont  les  deux 
droites  sur  lesquelles  on  peut  concevoir  les  deux  divisions 
formées,  se  trouvent  placées  l’une  sur  l'autre. 

210.  Maniérf.s  d'exprimer  df.ux  ni  visions  en  invouj- 
tion.  — Chacune  des  relations  entre  six  points  en  involution 
a , a b , b'  et  c,  c'  exprimera  deux  divisions  homographi- 
quesen  involulion,  si  l’on  y regarde  les  quatre  points  a,  a' 
et  b,  b'  comme  fixes,  et  les  deux  c,  c1  comme  variables  et 
appartenant  respectivement  aux  deux  divisions. 
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On  peut  aussi  se  servir  (les  différentes  formules  par  les- 
quelles nous  avons  exprimé  deux  divisions  homographiques 
quelconques,  en  y donnant  aux  coefficients  constants  des 
valeurs  telles,  que  les  deux  divisions  soient  en  involution. 
A cet  effet , il  suffira  d’exprimer  par  une  relation  de  condi- 
tion entre  les  coefficients  de  l’équation  générale,  qu'un 
même  point,  qu’on  pourra  prendre  arbitrairement,  a le 
même  conjugué , étant  considéré  comme  appartenant  à 
l’une  ou  à l'autre  division.  Par  exemple,  si  c’est  le  point 
situé  â l’infini,  que  l’on  prend,  on  exprimera  que  les  deux 
points  que  nous  avons  appelés  I et  J'  sont  coïncidents. 

Appliquons  ces  considérations  à l’équation  générale 


. nm  .b'm'  4-  3i . am  4-  jx . b'  m'  4-  v = o. 

Le  point  I de  la  première  division,  qui  correspond  à l’infini 
de  la  seconde,  est  déterminé  par  al  = — p,  et  le  point  J'  de 
la  seconde  division,  correspondant  à l’infini  de  la  première, 
par  b'}'  — — A.  La  condition  pour  que  ces  deux  points 
coïncident  s’exprime  par  l’équation 


aI  = aJ'  ou  al  — é'J'  = aè'. 


Ou  aura  donc 

À — [t  — ab' . 

Telle  est  la  condition  pour  que  les  deux  divisions  soient 
eu  involution. 


241 . Si , dans  l’équation  qui  exprime  les  divisions  homo- 
graphiques, les  deux  points  variables  m,  m'  sont  rappor- 
tés à la  même  ou  aux  mêmes  origines,  alors  il  faut,  et  il 
suffit,  pour  que  les  deux  divisions  soient  en  involution, 
que  l'équation  soit  symétrique  par  rapport  à ces  deux 
points,  parce  qu’alors  on  pourra  changer  l’un  dans  l'autre, 
ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  de  l’involution. 

L'est  ainsi  qu'on  voit  immédiatement  que  chacune  des 
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équations' 

em  cm' 

fm  fm' 

Ont. Ont'  — v, 
am . am' 

f / / — — 

a m.  a ni 

am . am'  -I-  X (am  am'  ) v = o , 

exprime  deux  divisions  homographiqucs  eu  involulion. 

242.  Cas  PARTICULIER  OU  l’uN  DES  POINTS  DOUBLES  EST  A 
l’infini.  — Nous  avons  vu  (12o)  que  quand  deux  divisions 
homographiqucs  ont  un  point  double  à l'infini,  elles  s’ex- 
priment par  l’équation 

am  -+-  b' m = v. 

On  peut  écrire 

am  X . am'  = (v  -4-  X . ab'  ). 

Et  sous  cette  forme,  on  voit  que  les  deux  divisions  seront 
en  involution  si  X est  égal  à 1 ; car  011  pourra  changer  m en 
m'  et  réciproquement,  et  l’équation  ne  changera  pas. 
Ainsi  l'équation 

am  b'  m'  = v 

exprime  deux  divisions  eu  involulion  qui  ont  un  point 
double  situé  à l’infini. 

L’autre  point  double  f est  le  milieu  de  chaque  segment 
compris  entre  deux  points  conjugués,  puisque  les  deux 
points  doubles  divisent  harmoniquement  ces  segments. 
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CHAPITRE  XI. 

SUITE  DES  PnéCÉPENTS.  — FAISCEAUX  EN  IHVOLUTION. 


§ 1.  — Faisceau  de  six  droites  en  involution. 

243.  Définition.  — ÎVous  dirons  que  six  droites  issues 
d’un  même  point  et  conjuguées  deux  à deux  sont  en  invo- 
lution , ou  forment  un  faisceau  en  involution , quand  quatre 
droites,  prises  dans  les  trois  couples,  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à celui  des  quatre  droites  conjuguées. 

Il  est  évident  que  ce  faisceau  de  six  droites  jouit  de  la 
propriété  de  rencontrer  toute  transversale  en  six  points  en 
involution  ; et  que  toutes  les  relations  concernant  ces  points 
et  dans  lesquelles  n’entrent  que  des  rapports  auharmo- 
niques,  s’appliquent  d’clles-mèines  aux  six  droites. 

I)e  cette  remarque,  aussi  bien  que  de  la  définition  même 
du  faisceau  en  involution , on  conclut  immédiatement  que 
les  six  droites  ont  entre  les  sinus  de  leurs  angles  les  rela- 
tions à huit  et  à six  facteurs , telles  que 

sin  (A,  B'  sin  ( A,  B') sin  { A',  B)  sin  (A',  B'  ) 

sin  (A,  C)  sin  (A,  C'j  sin  (A',  C)  sin  (A',  C')’ 

sin  (A,  B'  sin  (B',  C)  sin  (C',  A')  ==  — sin  (A',  B')  sin  (B,  C')  sin  (C,  A ; 

et  que  chacune  de  ces  équations , qui  sont  au  nombre  de 
sept,  comporte  les  autres  et  suffit  pour  définir  l’involution 
des  six  droites. 

244.  Aux  deux  points  doubles  considérés  dans  l’involu- 
tion  d’un  système  de  points,  correspondent  ici  deux  rayons 
doubles,  lesquels  peuvent  être  imaginaires.  Ces  deux  rayons 
jouissent  de  la  propriété  de  former  un  faisceau  harmonique 
avec  deux  rayons  conjugués  quelconques. 
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Mais  il  n’existe  pas  de  rayon  correspondant  au  point  cen- 
tral de  1 involution  de  six  points,  et  l’on  en  conçoit  bicu  la 
raison;  car  ce  qui  distingue  le  point  central , c’est  que  son 
conjugué  est  situé  à l'infini  et  disparait  de  l’équation;  et  à 
ces  deux  points  correspondent,  dans  un  faisceau,  deux 
rayons  conjugués  qui  n om  rieu  de  distinctif  et  dont  aucun 
ne  peut  disparaître  de  l’équation. 

Toutefois  il  existe  toujours  deux  droites  rectangulaires 
telles,  que , en  désignant  l’une  d’elles  par  O,  l’on  a 

tang  (U,  A } tang  {O,  A'  ) = tang  (O,  B)  tang  {O,  B'  ) = tang  O,  C)  tang  (0,  C'  ) ; 

équations  analogues  à celles  du  point  central.  Ces  équa- 
tions seront  démontrées  plus  loin  (252,  3"). 

2iii.  L’équation  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
rn  (215)  ne  se  compose  pas  de  rapports  anliarmouiques , 
de  sorte  qu’elle  n’a  pas  lieu  entre  les  situes  des  angles  d’un 
faisceau  en  involution.  Mais  l’équation  qui  contient  deux 
points  arbitraires  m et  n (228)  s’applique  aux  sinus  des 
angles  de  six  droites  en  involution. 

Ainsi,  l’on  aura  l’équation 


sin(M,  A)sin(M,  A'  ) 
sin  (N,  Â)sin  (N,  A') 


sin  (N,  a)  sin  (6,  y) 


sin(M,B)sin(M,  B'  ) 
^sin  (>’,  B)sin  (N,  B'  ) 


sin  (N,  6)  sin  (7,  a) 


sin  ( M,  C)  sin  ( M,  C' 


sin  (N,C)  sin  (M,  C') 


y sin  ( N,  7 J sin  (a,  6)  =0. 


Les  deux  rayons  M,  N sont  pris  arbitrairement,  a.  est  le 
rayon  conjugué  harmonique  du  rayon  N par  rapport  aux 
deux  A et  A',  et  ainsi  des  deux  autres  c,  7. 

Si  l’on  prend  les  deux  rayons  M,  IN  rectangulaires,  il 
viendra 


sin (6,  7 ! sin  (N,  a)  sin  (7,  6;  sin  (N,C) 

tang  (N,  A)  tang  (N,  A'j  ’ tang  (N,  B)  tang  (N,  B') 
sin  (a,  g)  sin  (N,  7) 
tang  , N , C)  tang  1 N,  C' ) 
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ou  bien 

lang(M,  A)  tang(M,  A')  sin  (6,  7)  cos(  M,  a) 

-+-  tang  i M,  B)  tang(M,  B')  sin  (7,  a)  cos(  M,  S) 

-f-  tang  ( M,  C)  tang  ( M,  C')  sin  (a,  6)  cos  (M,  7)  — o. 

246.  Dans  un  faisceau  fie  six  droites  en  insolation  , 
quand  deux  droites  sont  perpendiculaires  à leurs  conju- 
guées respectivement,  les  deux  autres  droites  conjuguées 
sont  aussi  à angle  droit. 

Fin  effet,  une  transversale  coupera  les  six  droites  en  des 
points  «,  a',  b , b\  c,  c'  eninvolution,  et  les  circonférences 
décrites  sur  les  deux  segments  aa',  bb'  comme  diamètres, 
passeront  par  le  sommet  du  faisceau,  puisque  les  deux 
rayons  OA,  OA'  sont  supposés  rectangulaires,  ainsi  que 
les  deux  0)5,  OB'.  Donc  la  circonférence  décrite  sur  le  troi- 
sième segment  cc'  passe  aussi  par  le  point  O (202) , et , par 
suite,  les  deux  rayons  OC,  OC'  sont  rectangulaires. 

Aut rement . On  démontre  la  proposition  directement  au 
moyen  des  équations  d involulion , lesquelles  se  vérifient 
immédiatement  pour  trois  systèmes  de  deux  droites  rectan- 
gulaires. 

Ainsi  l’on  peut  dire  que,  quand  trois  angles  droits  ont  le 
même  sommet , leurs  six  côtés  forment  un  faisceau  en  inso- 
lation . 

2-47.  Dans  un  faisceau  en  involulion,  si  les  angles  que 
deux  rayons  font  avec  leurs  conjugués , respectivement , 
ont  la  même  bissectrice , cette  droite  est  aussi  la  bissec- 
trice de  l’angle,  formé  par  les  tleux  autres  rayons  con- 
jugués. 

Les  deux  angles  AOA',  BOB'  ont  la  même  bissectrice, 
il  faut  prouver  que  l’angle  COC'  est  aussi  divisé  en  deux 
également  par  cette  droite.  En  effet,  cette  droite  et  sa  per- 
pendiculaire divisent  harmoniquement  à la  fois  les  deux 
angles  AOA,  BOB'  (80);  par  conséquent  elles  sont  les 
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rayons  doubles  de  l’involution  (244),  et,  par  suite,  elles 
divisent  harmoniquement  le  troisième  angle  COC' ; et,  puis- 
qu'elles sont  rectangulaires,  elles  sont  les  bissectrices  de 
cet  angle  et  de  son  supplément.  Donc , etc. 

§ II.  — Faisceaux  ! Pornographiques  en  involution. 

248.  Si  d'un  point  on  mène  des  droites  aux  points  de 
deux  divisions  homographiques  en  involution , elles  forme- 
ront deux  faisceaux  homographiques  que  nous  appellerons 
faisceaux  en  involution.  Leur  propriété  est,  évidemment, 
qu’une  droite,  considérée  successivement  comme  rayon  des 
deux  faisceaux , a , dans  les  deux  cas , le  même  rayon  con- 
jugué. 

Par  exemple,  si  des  droites  forment  un  premier  faisceau, 
cl  qu’on  leur  mène,  par  leur  point  de  concours,  des  per- 
pendiculaires, celles-ci  formeront  un  second  faisceau  en 
involution  avec  le  premier;  car  une  droite,  considérée 
comme  appartenant  au  premier  faisceau,  aura  pour  conju- 
guée, daus  le  second,  la  droite  perpendiculaire,  et  consi- 
dérée comme  appartenant  au  second  faisceau,  elle  aura 
encore  pour  conjuguée,  dans  le  premier,  la  même  droite 
perpendiculaire;  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  des 
faisceaux  en  involution.  • 

249.  Dans  deux  faisceaux  en  involution , il  existe  tou- 
jours un  système  de  deux  rayons  conjugués  rectangulaires; 
et  il  n’en  existe  qu’un. 

En  elfet,  qu’on  mène  une  transversale  qui  rencontrera 
les  rayons  des  deux  faisceaux  en  des  points  conjugués  deux 
à deux,  a,  a';  b,  £>';  c,  c';  etc.  Les  circonférences  dé- 
crites sur  les  segments  aa\  bb',  etc.,  comme  diamètres , 
passeront  toutes  par  deux  mêmes  points,  réels  ou  imagi- 
naires (202);  or  par  le  centre  du  faisceau  on  pourra  tou- 
jours mener  une  circonférence  passant  par  ces  deux  points, 
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laquelle  déterminera  sur  la  transversale  deux  points  con- 
jugués; et  les  rayons  menés  à ces  deux  points  seront,  dans 
les  deux  faisceaux  en  involution,  deux  rayons  conjugués. 
M ais  ils  sont  à angle  droit;  le  théorème  est  donc  démontré. 

250.  Il  résulte  de  là  que  si,  dans  deux Jaisceaux  en  in- 
volution, deux  rayons  de  l’un  sont  perpendiculaires,  res- 
pectivement , à leurs  conjugués , il  en  est  de  même  de  tous 
les  autres  rayons. 

Il  est  évident  que  dans  ce  cas  particulier  de  deux  fais- 
ceaux en  involution,  les  rayons  doubles  sont  imaginaires. 

251 . Dans  deux  Jaisceaux  homographiques  en  invo- 
lution , il  existe  toujours  deux  rayons  homologues  égale- 
ment inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'en  existe  que 
deux. 

En  effet , une  droite  transversale  perpendiculaire  au 
rayon  donné,  rencontre  les  rayons  homologues  des  deux 
faisceaux  en  des  points  a , a';  h , b ';  etc.,  qui  forment  deux 
divisions  en  involution,  et  le  rayon  donné  en  un  point  y. 
Or  il  existe  un  système  de  deux  points  conjugués  c , c',  et  un 
seul,  dont  ce  point  y est  le  milieu,  et  il  est  clair  que  les 
rayons  des  deux  faisceaux  aboutissant  à ces  deux  points 
c,  c'  satisfont  à la  condition  d’étre  également  inclinés  sur 
le  rayon  donné.  Donc,  etc. 

Remarque . — iNous  venons  de  dire  qu’un  point  y n’est  le 
milieu  que  d’un  seul  segment  ce'  formé  par  deux  points 
conjugués;  toutefois , dans  un  cas  particulier  de  l’in volu- 
tion  , ce  point  peutètre  le  milieu  de  tous  les  segments  (195). 
Alors  la  droite  proposée  sera  la  bissectrice  de  tous  les  angles 
formés  par  deux  rayons  conjugués.  C’est  un  cas  particu- 
lier des  faisceaux  en  involution. 
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§ III.  — Manières  d'exprimer  que  deux  faisceaux  hamn- 
graphiques  sont  en  im  olution. 

!232.  I.c  caractère  des  faiscéaux  homographiques  en  in- 
volution , c’est  que  chaque  rayon , considéré  comme  appar- 
tenant à l’un  ou  à l'autre  des  deux  faisceaux  , a toujours  le 
meme  conjugué  (248).  Pour  que  deux  faisceaux  soient  en 
involution , il  suffit  que  cette  condition  ait  lieu  pour  un 
rayon  donné  quelconque;  car  alors  elle  aura  lieu  pour  tous 
les  autres.  Cela  résulte  évidemment  de  la  proposition’ana- 
loguc,  relative  aux  divisions  homographiques  en  involu- 
tion (237)  ; et  d’ailleurs,  la  démonstration  de  cette  pro- 
position s’applique  d’elle-mème  au  cas  actuel. 

Si  les  deux  rayons  variables  entrent  d’une  manière  sy- 
métrique dans  l’équation  qui  détermine  l’homographie 
des  deux  faisceaux,  la  condition  d’involution  est  évidem- 
ment satisfaite,  de  même  que  dans  les  divisions  homogra- 
phiques  (241).  D après  cela,  on  reconnaît  que  chacune  des 
équations  suivantes  exprime  que  les  deux  rayons  variables 
M,  M'  forment  deux  faisceaux  en  involution  : 

0 sin(E,  M)  sin(E,M') 

sin  (F,  M)  ~ sia  (F,  M')’ 

F.  et  F sont  les  deux  rayons  doubles  de  l’involutiou. 

u sin  ( A , M ) sin  ( A , M'  ) 

sin  ( A',  M ) sin  ( A',  M')  ’ 

A et  A'  sont  deux  rayons  conjugués  quelconques. 

3°.  tang  (O,  M)  . tang  (O,  M')  — I ; 

O est  l’un  des  deux  rayons  conjugués  rectangulaires  qui 
existent  toujours  dans  deux  faisceaux  en  involution  (249). 
Celte  équation  provient  de  la  précédente  dans  laquelle 

J 2* 
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on  suppose  que  A et  A'  sont  ees  deux  rayons  conjugués 

rectangulaires. 

On  conclut  de  là  cette  propriété  importante  d’un  faisceau 
de  six  droites  en  involution , savoir,  que  A,  A';  B.  B'  et 
C,  C'  étant  ces  six  droites,  conjuguées  deux  à deux,  il 
existe  deux  rayons  O dont  chacun  doune  lieu  aux  équations 

tang(0,  A)tang(0,  A')=lang(Of  B)tang(0,  B' )=tang(0,C)tang(0,  C'), 

comme  nous  l’avons  annoncé  précédemment  (244). 

’ i i _ . . 

* ' tang(A,M)  tang(A',  M')~ 

A et  A sont  deux  rayons  homologues  quelconques. 

On  peut  écrire 

tang{B,  Mj-f-  tang(C',  M')  = )., 

pourvu  que  B et  C'  soient  deux  rayons  perpendiculaires! 
respectivement  à deux  rayons  homologues  tels  que  A et  A'. 

5°.  Enfin  on  a l’équalion 

tang(A  , M)  tangfA,  M')  -t-À[tang(A  , M ) -t-  tangf  A , !H')]-+-  y — o, 
datis  laquelle  A est  une  droite  quelconque. 

252  bis.  D'après  la  condition  d'iuvolulion  de  deux  fais-1 
ccaux  homographiques  (252),  on  conclut,  en  vertu  du 
théorème  (147),  que  : Deux  faisceaux  homographiques 
quelconques  peuvent  toujours  être  places  rie  manière  à 
former  deux  faisceaux  en  involution.  Propriété  analogue 
à celle  de  deux  divisions  homographiques  (238). 

Et  il  résulte  de  là,  d’après  la  proposition  (249),  que  : 
Quand  rieur  faisceaux  sont  homographiques-,  il  existe 
toujours  rlans  l’un  deux  rayons  rectangulaires , dont  les 
hômn/ogurs . rlans  l autre,  sont  aussi  rectangulaires , et  il 
n existe  qu'un  tel  système  de  deux  rayons. 
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CHAPITRE  XII. 


DES  DEUX  POINTS  QUI  DIVISENT  HARMONIQUEMENT  DEUX 
SEGMENTS  DONNÉS. 


233.  La  construction  des  deux  points  c , J,  conjugués 
harmoniques  à la  fois  par  rapport  à deux  couples  de  points 
a,  a'  et  l>,  b ',  et  celle  de  leur  point  milieu  ont  été  données 
précédemment  (208-212  ).  Les  propriétés  de  ces  points  se 
trouvent  aussi,  comme  cas  particuliers,  parmi  celles  de 
l’involution.  Toutefois,  comme  nous  aurons  souvent  à con- 
sidérer. principalement  dans  la  théorie  des  sections  co- 
niques, un  pareil  système  de  trois  couples  de  points,  réels 
ou  imaginaires,  nous  allons  reproduire  et  grouper  ici  les 
diverses  formules  qui  s’y  rapportent. 


I. 


231.  Relations  antre  le  point  milieu  O des  deux  points 
e,  f et  les  quatre  points  a , a 'et  b,  b'. 

0a.0d-=0b  Ob'. 

O a ab'  Ou  ab 
O b ba'  ' O h'  l>'  a' 
ab  .ab'  a O ba.ba'  b O 

a'b.a'b'  n'ü’  b'a.b'a'  b' O 


a O: 


ab  .ab' 


«0 


a a6 

ab  .ab'  •+•  a’  b .a' b' 

j a€ 


b O = 


60  = 


bn . bd 

2 ha 
ba . ba'  ■ 


b'a.b'a' 


4 6a 


ma . ma'  — mb./nb'  - f-  2 a 6 . m O = o. 

Cette  dernière  relation,  où  m est  un  point  arbitraire,  pourra 

I 2. 
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servir  pour  déterminer  le  point  O quand  les  deux  couples 

de  points  «,  a'  et  b,  b'  seront  imaginaires. 

II. 

255.  Ex pressions  du  segment  Oe. 

Or  = dz  yQa  . O a . 


Or 


— ;+;  y/() a — an  . 


Oe=± 


\ab.ab' . a' b. a' b' 


2 a€ 


Cette  dernière  expression  donne 


rf- 


\nb . ah’ . a'  b .a'  b' 


a Ç 

ni. 


256.  Relations  entre  un  îles  deux  points  c,  f et  les  quatre 
a , a',  b,  b'. 

— 3 - 3 

ab.ab'  ae  bu.  bd  be 

b'  a . b' d 


db.db'' 
en  eb' 


a c 
nb' 


en . eb 


d b1  cd  eb' 


b'c 
nb 
d b' 


ed . eb 

3 

an  . € r -+-  S b . ea  H-  a€.6  r . ra  = o, 


ad  bb'  . 

— = 4*e. 

ne  be 

ad  ab  nb'  bb'  ba  ^ bd 

de  bc  b'e  b'c  ae  a’ c 

Ces  deux  dernières  équations  dérivent  de  la  première  des 
équations  (224),  dans  laquelle  on  suppose  que  les  deux 
points  c,  c'  se  confoudeut  avec  le  point  double  a. 

(^ab.nb'  ±y^n'  b. a'  A',)’  (y 'ba.bdujZ^h' a.b’a' f 

“*  = — , = ^ -, 


*'r  (y  ab' . a'  bzç \nb  .a'  b')' 
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IV. 

2o7.  Relations  entre  les  deux  points  c,  f et  les  (juatre 
a,  a',  b,  b'. 

Les  deux  points  c,  f forment  une  involutiou  avec  les 
deux  couples  a,  b'  et  a\  b (207);  et  pareillement  avec  les 
deux  couples  a,  b et  a',  b1. 

De  là  résultent  de  nombreuses  relations  d’involution 
entre  les  six  points,  que  l'on  formera  sans  difficulté. 

V. 

258.  Relations  où  entrent  un  ou  deux  points  arbi- 
traires. 

ma.  tua' . mb.mb' . c a me  . aS  =:  o, 

a,  o étant  les  milieux  des  deux  segments  aa',  bb'. 

a 

ma. ma  ni  h mb'  me 

H -ca, . «6,  H a, 6,.  ne  = o, 

na.na  nb.nb  — * 

ne 


a,,  6,  étant  les  points  conjugués  harmoniques  du  point  n 
par  rapport  aux  deux  segments  aa',  bb' . 

Si  le  point  m est  pris  à l'infini , il  vient 


6,e. n x, 
an . tui 


c se, . /i6, 
nb . nh' 


a,  6, 

ne 


o. 


Cette  équation  et  la  précédente  se  mettent  sous  la  forme 

ma.  ma'  mb.mb'  me 

— ,ea,-i .a,  6,  = 0, 

n a n 5 ne 

6,r  ea,  a,  6, 

1 r-  H — o. 

n a n 6 ne 


a,,  o,  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n par  rap- 
port aux  deux  segments  an',  bb',  et  a , 6 les  milieux  de  ces 
deux  segments. 
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CHAPITRE  XIII. 


PROPOSITIONS  RELATIVES  A DEUX  DIVISIONS  HOMOGRAI'HIQUES 
FORMÉES  SUR  UNE  MEME  DROITE,  ET  A l’iNVOLUTION. 


Ç I.  — Divisions  homographiques  sur  une  même  droite.  — 
Construction  des  deux  points  doubles  et  de  leur  point 
milieu. 

I 

239.  Soient  a,  b,  et  a',  b',  c',...  les  points,  res- 
pectivement homologues,  de  deux  divisions  homo gra- 
phiques formées  sur  une  même  droite  ; les  deux  points 
doubles  seront  en  involution  avec  chaque  système  de  deux 
couples  de  points  tels  que  a,  b'  et  a',  b. 

En  efl’et,  soient  e,  f les  deux  points  doubles  des  deux 
divisions;  les  quatre  points  a , b , e,f  de  la  première  di- 
vision ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des 
quatre  points  correspondants  a ',  b',  e , f de  la  seconde 
division.  On  peut  changer  l'ordre  de  ceux-ci,  et  dire  que 
les  quatre  points  a,  b,  e,  f ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à celui  des  quatre  points  //,  a',  f e.  Ce  qui 
prouve  que  les  trois  segments  ab\  a' b,  ef  sont  en  involu- 
tion (182).  Donc,  etc. 

200.  11  suit  de  là  que  les  circonférences  décrites  sur  les 
trois  segments  ab',  ba'  et  ef,  comme  diamètres,  passent 
toutes  trois  par  deux  mêmes  points  (202). 

Et  que  ; Les  trois  circonférences  de  cercles  menées  pat- 
un  même  point  et  ayant  pour  cordes  respectives  les  trois 
segments  ab',  ba',  ef,  passent  toutes  trois  par  un  second 
point  commun  (201  ) . 
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II.  Construction  du  point  milieu  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  hoinographiques  dont  on  connaît  trois  couples  de 
points  correspondants. 

261.  Soient  a,  a';  b,  b'  et  c,  c'  les  trois  couples  de 
points  correspondants  des  deux  divisions,  et  e,  f leurs 
points  doubles  qu’il  s'agit  de  déterminer. 

Les  quatre  points  a . b,  c,  e de  la  première  division  ont 
leur  rapport  anltarmoniquc  égal  à celui  des  quatre  points 
/>',  c',  e de  la  seconde  division,  de  sorte  que  l’on  a 


ea 

ca 

ca 

c a 

ri 

cb 

~~  cb' 

’7T>r 

ca . cb  ' 

ca 

c 

a 

cb . ca' 

~~  ri 

c ' 

T 

Or  nous  venons  de  voir  que  les  trois  segments  ab\  a' b et 
e/’sont  en  involution;  il  s’ensuit  qu’en  appelant  a,,  6t  et 
O leurs  milieux,  on  a 


ca.eb'  O a, 
en'  .eh  O <5, 


'221), 


et  par  conséquent 


Oa, 
O g, 


en  r'  n' 
cb  c'  b' 


Cette  expression  du  rapport  fait  connaître  la  position 


du  point  O,  qui  est  le  point  cherché. 

..  . ca  J a'  . 

On  rainette  1 expression  : p-p  a un 


simple  rapport  de 


deux  lignes , au  moyen  du  théorème  de  Ptolémée  sur  les 
segments  qu'une  transversale  fait  sur  les  deux  côtés  <1  un 
triangle.  (Chap.  XIX.  $ I.) 
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III.  Construction  des  deux  points  doubles,  quand  on  connaît  leur 
point  milieu. 


202.  Après  avoir  déterminé  le  point  milieu  C)  des  deux 
points  doubles  e , /,  on  peut  déterminer  leur  distance  à ce 
point  par  l'équation  suivante,  d'après  le  théorème  (215) 
appliqué  aux  trois  segments  en  involution  ab' , a' b et  ej\ 

On . Ob’ . fi,  O -+-  O b . On' . O a,  — 67  . * , €,  = o ; 


d où  , en  taisant 


Oa, 

<k, 


; >•  i 


— * Oa.Ob' — À. OA  On' 

( ) C — ... 

1 — > 


IV'.  Construction  des  deux  points  doubles,  sans  connaître  leur 
point  milieu. 

205.  Le  théorème  (259)  donne  lieu  à une  construction 
très-simple  des  deux  points  doubles. 

Par  un  point  g pris  arbitrairement,  on  fera  passer  deux 
circonférences  de  cercles  qui  aient  pour  cordes,  respecti- 
vement, les  deux  segments  nl>' . a' b-,  ces  circonférences  se 
couperont  en  un  point  g' . Par  le  même  point  g,  on  fera 
passer  deux  autres  circonférences  ayant  pour  cordes,  res- 
pectivement,. les  deux  segments  ac',  a'c,  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point  g". 

La  circonférence  de  cercle  menée  par  les  trois  points 
g , g',  g"  déterminera  sur  la  droite  ab  les  deux  points 
doubles  cherchés-,  car  ces  deux  points  seront  en  involu- 
tion, d une  part  avec  les  deux  couples  «,  b'  et  a',  b,  et 
d'autre  part  avec  les  deux  couples  a,  c'  et  a',  c (201  ). 

Cette  construction  se  prête  à tous  les  cas  que  peuvent 
présenter  les  trois  couples  de  points  n . a';  b,  b'  et  c,  c'. 
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Elle  se  simplifie  si  deux  de  ces  points,  tels  que  h et  e',  sont 
à l'infini  (*). 

Autrement.  On  décrira  des  circonférences  sur  les  quatre 
segments  ab\  bn  . ac  et  ca\  comme  diamètres  . et,  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premières  et  les  points  d’in- 
tersection des  deux  autres,  on  fera  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle,  laquelle  déterminera  sur  la  droite  abc  les 
deux  points  cherchés  (202). 

Celte  seconde  construction  se  prête,  comme  la  précé- 
dente, à tous  les  cas  que  peut  présenter  la  question,  relati- 
vement aux  positions  des  trois  couples  de  points  a , a'-,  b.  b 
et  e,  c' . 

204.  Supposons  que  le  point  b soit  à l'infini , ainsi  que 
le  point  </,  et  désignons  par  J'  et  I leurs  homologues  b'  et  c 
dans  la  seconde  et  la  première  division,  respectivement;  de 
sorte  que  les  deux  div  isions  homographiques  seront  expri- 
mées par  l’équation  \rn.S' ni'  = In. S'a'  (120),  La  circon- 
férence décrite  sur  le  segment  infini  a' b,  comme  diamètre, 
sera  la  droite  menée  par  a'  perpendiculairement  à la  ligne 
ah  ; et  de  même  delà  circonférence  ayant  pour  diamètre  le 
segment  infini  ac' . De  là  résulte  cette  construction  : 

Sur  a'I  comme  diamètre  (fig.  3i)  , on  décrira  une  cir- 
conférence de  cercle,  et  l'on  élèvera  par  le  point  a une  per- 
pendiculaire qui  la  rencontrera  en  un  pointa;  puis  sur 
a J'  comme  diamètre , on  décrira  une  sccoudc  circonférence 
de  cercle,  et  l'on  élèvera  la  perpendiculaire  a a. ' qui  la  ren- 
contrera en  a'.  Par  les  deux  points  a , a'  on  fera  passer  une 
circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la  droite  aa!\  elle  mar- 
quera sur  cette  droite  les  deux  points  cherchés. 

Le  centre  de  cette  circonférence,  étant  le  milieu  de  ces 


(*)  Si  le  point  par  exemple,  est  à l'infini,  la  circonférence  qui  doit 
passer  par  les  trois  points  g,  a1,  b devient  une  ligue  droite,  savoir,  ga  • 


Digitized  by  Google 


186  TRAITÉ  DK  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 
deux  points,  est  connu  à priori  ; c'est  le  milieu  du  segment 
IJ' (152)  : il  suffira  donc  de  construire  un  seul  des  deux 
points  a,  a!  pour  déterminer  la  circonférence. 

Si  l’on  prend  pour  le  point  a le  milieu  môme  du  seg- 
ment 1 J le  rayon  de  la  circonférence  sera  a a'  = \Jaa' . a J'. 
Ainsi  cette  expression , à laquelle  nous  sommes  parvenu  par 
une  autre  voie  (154),  résulte  ici  de  la  construction  gé- 
nérale. 

2(55.  Cas  ou  l’un  des  points  doubles  est  donné.  — Si 
1 un  des  points  doubles,  e,  est  donné,  les  deux  couples  de 
points  homologues  a,  a'  et  h.  b'  suffiront  pour  déterminer 
le  second  point  double  /.  Sur  les  deux  segments  ah',  a h, 
comme  diamètres , on  décrira  deux  circonférences;  et  par 
leurs  points  d’intersection  et  le  point  e on  en  fera  passer 
une  troisième,  qui  déterminera  le  point _/(2(>ü). 

\ . 

2W5.  Quand  deux  divisions  homographiques  sont  for- 
mées sur  une  même  droite , i liaque  point  a de  cette  droite , 
considéré  comme  appartenant  à la  première  division,  a son 
homologue  a'  dans  la  seconde,  et  considéré  comme  appar- 
tenant à la  seconde  division,  a son  homologue  A dans  la 
première. 

Les  deux  points  a et  A forment  deux  divisions  homo- 
graphiques ,•  et  ces  deux  divisions  ont.  les  mêmes  points 
doubles  que  les  deux  divisions  proposées. 

En  eflèt,  i°  les  doux  divisions  formées  par  le  point  a'  et 
le  point  A sont  homographiques  entre  elles , comme  étant 
homographiques  à une  troisième  formée  par  le  point  a. 
i"  Si  le  point  a est  un  point  double  des  deux  divisions  pro- 
posées, les  deux  points  a'  et  A coïncident  l’un  et  l'autre 
avec  ce  point,  et  par  conséquent  coïncident  entre  eux. 
Donc  ce  point  est  un  point  double  des  deux  divisions  for- 
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mées  par  les  deux  points  variables  a'  et  A.  Ce  qu’il  fallait 
prouver.  Donc,  etc. 

2(i7.  Quand  deux  divisions  homo graphiques  sont  for- 
mées sur  une  même  droite,  si  l’on  prend  les  homologues 
a'  et  A d’un  point  a de  cette  droite , comme  dans  la  pro- 
position précédente,  le  conjugué  harmonique  du  point 
a par  rapport  aux  deux  A et  a'  sera  le  même  que  par 
rapport  aux  deux  points  doubles  des  divisions  honiogra- 
phiques. 

En  effet,  les  deux  divisions  homograpbiques  s’expriment 
par  l’équation 

am.am'  — ni' . am  — nl.am'  H-  al. an'  = 0 (182). 

ou  («J'.  «A)  ( 155) 


Pour  déterminer  les  deux  points  doubles  c , /,  il  faut  faire 
coïncider  m!  avec  m \ l’équation  devient,  en  écrivant  e à la 
place  de  m. 


On  a donc 


ae  — (fl  J'  -t-  a I)  ae  -H  a I.  an’  — o. 

ou  (flJ'.  n A) 


et 


ac  af  — a I + a J', 


d’où 


ae  .af  = fll . an'  = a J' . a A; 


1 1 1 

ae  af  aa' 


I 

a A 


Soit  a le  point  conjugué  harmonique  du  point  a par  rap- 
port aux  deux  a1,  A , on  aura 


Donc 


a x aa'  a A 

2 1 1 

ax  ae  af 


(Gl). 


Ce  qui  prouve  que  le  point  x est  le  conjugué  harmonique 
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«lu  point  a par  rapport  aux  deux  points  doubles  e\  f.  Le 
théorème  est  doue  démontré. 

2(58.  Corollaire  I.  — Puisque  le  point  a et  son  conjugué 
harmonique  a par  rapport  à ses  deux  homologues  a'  et  A 
divisent  harmoniquement  le  segment  fixe  ef,  il  s’ensuit  que 
ces  tlcux  points  a et  a.  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques  en  invol ution  (2tl  ). 

209.  Corollaire  IL  — Etant  données  deux  divisions 
homo graphiques  sur  une  droite,  on  demande  de  déter- 
miner le  conjugué  harmonique  d’un  point  par  rapport  aux 
tleux  points  t/ou/des,  inconnus,  des  deux,  divisions. 

Soit  a le  point  donné;  on  déterminera  scs  deux  homo- 
logues a'  et  A , puis  son  con  jugué  harmonique  « par  rapport 
à ees  deux  points;  a sera  le  point  cherché. 

Cette  question  aura  quelques  applications,  par  exemple 
pour  trouver  la  polaire  d’un  point  par  rapport  à une  co- 
nique dont  cinq  points  seulement  sont  connus. 

270.  Corollaire  III.  — Nouvelle  construction  des  points 
doubles  île  deux  divisions  homographiques . — On  prendra 
un  point  a et  le  point  a.  qui  lui  correspond  comme  ci-dessus  : 
et  de  même,  uu  point  b et  le  point  correspondant  6.  On 
cherchera  les  deux  points  e , / qui  divisent  harmonique- 
ment les  deux  segments  aa,  b S (2o3);  ce  seront  les  deux 
points  doubles  cherchés. 

’s  II.  — Propositions  relatives  à l’invoiution. 

I. 

27 1 . Étant  donnés  sur  une  droite  deux  couples  de  seg- 
ments aa',  bb'  et  AA',  131!',  on  demande  de  déterminer  un 
segment  .ce'  qui  soit  en  involution  tout  à la  fois  avec  les 
deux  premiers  segments  aa',  bb'  et  avec  les  deux  autres 

AA.',  BB'. 
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Que  sur  les  quatre  segments  ««',  bb' . AA'  et  HIV,  comme 
diamètres,  on  décrive  des  circonférences  de  cercle,  la  cir- 
conférence qui  passera  par  les  points  d intersection  des 
deux  premières  et  les  points  d'intersection  des  deux  autres 
déterminera  le  segment  cherché  cc'  (202).  Si  la  circonfé- 
rence n’est  pas  constructible,  le  segment  sera  imaginaire. 

Autrement.  Que  par  un  point  g pris  arbitrairement  on 
mène  deux  circonférences,  passant,  la  première  par  les 
deux  points  a et  a' , et  la  seconde  par  les  deux  b et  b'\  elles 
se  couperont  en  un  point  g'. 

Que  par  le  même  point  g on  mène  pareillement  deux 
circonférences,  passant,  la  première  par  les  deux  points  A 
et  A',  et  la  seconde  par  les  deux  H et  H',  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point  g". 

La  circonférence  menée  par  les  trois  points  g,  g\  g" 
déterminera  sur  la  droite  an'  le  segment  cherché,  réel  ou 
imaginaire. 

Autrement.  Soit  y le  point  milieu  du  segment  cherché 
cc';  O h;  point  central  de  1 involulion  déterminée  par  les 
deux  segments  na',  bb'\  VL  le  point  central  de  l’involution 
déterminée  par  les  deux  segments  AA',  HIV,  et  o>  le  point 
milieu  des  deux  O,  fl;  011  aura  la  relation 

2 «y.  Ou  — 0«  .On'  — il  A .11  A', 

qui  fait  connaître  la  position  du  point  y. 

En  effet , on  a 

0fl.0n'  = 0c.0c’  et  il  A.  11  A'  = lie.  Ile'. 

De  sorte  que  l'équation  revient  à celle-ci , 

2 «7 . Ou  = Oc.  Oc'  — uc.iic'. 

Ce  qui  est  une  identité  entre  deux  couples  de  points  quel- 
conques c,  c'  et  O,  fl,  et  leurs  points  milieux  y et  '>>,  la- 
quelle se  démontre  aisément;  car  il  suffit  d’y  remplacer 

Oc. Oc'  par  (Oy  — yc  ) et  fie. fie'  par  (fly  — yc  ). 
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Le  point  y,  milieu  du  segment  cherché  ce',  étant  ainsi 
déterminé,  on  connaîtra  ce  segment  lui-même  par  l’une  des 
relations 

•/c  = Oy  — Oa.Oo', 

2 ) 

yc  — 11 7 — n A . il  A'. 

Ce  segment  sera  toujours  réel  si  les  deux  aa' , bb',  empiètent 
l’un  sur  l’autre,  parce  qu  alors  le  produit  OaOa'  est  né- 
gatif (191  ) 5 et  de  même,  si  les  deux  segments  AA',  HIV  em- 
piètent l’un  sur  l’autre.  Mais  il  pourra  être  imaginaire  dans 
le  cas  où  ni  les  deux  segments  aa  , bb'  ni  les  deux  AA',  BB' 
n’empiètent  l’un  sur  l’autre. 

Observation . — Ce  problème  aura  plusieurs  applica- 
tions, particulièrement  aux  deux  questions  suivantes  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
d'une  section  conique , déterminer  les  axes  principaux  de 
la  courbe. 

Étant  donnés  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
fl’une  conique,  et  deux  sy  stèmes  de  diamètres  conjugués 
d'une  autre  conique , déterminer  le  système  de  diamètres 
conjugués  communs,  en  direction , aux:  deux  courbes. 

272.  Cas  i'Akticc meus.  — Chacun  des  quatre  segments 
an',  etc.,  peut  être  nul.  S’ils  sont  nuis  tous  les  quatre  A la 
fois,  la  question  devient  celle-ci  : Trouver  les  deux  points 
qui  divisent  harmoniquement  deux'  segments  ab,  Alî. 

11. 

273.  Étant  1 tonnées  deux  cb'oites  divisées  homographi- 
quement , les  rayons  menés  d’un  point  fixe  aux  points 
de  division  forment  deux' faisceaux  homo graphiques  ; et 
si  l’on  demande  que  ces  deux  jaisceaux  soient,  en  invo/11- 
tion  , leur  sommet  devra  être  placé  sur  la  droite  qui  joint 
les  points  des  deux  divisions,  dont  les  homologues  coïn- 
cident au  point  de  rencontre  de  ces  droites. 
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F.n  effet , soit  S ce  point  tic  rencontre  , et  a et  h’  sur  les 
deux  droites , respectivement , les  deux  points  en  question  , 
de  sorte  que  a corresponde,  sur  la  première,  au  point  S de 
la  seconde,  et  l>\  sur  la  seconde,  au  point  S de  la  première. 
Le  sommet  O des  deux  faisceaux  étant  pris  sur  la  droite  ah' , 
cette  droite,  considérée  comme  rayon,  soit  du  premier 
faisceau,  soit  du  second  , aura  toujours  pour  homologue  la 
même  droite  OS.  Ce  qui  prouve  (218)  que  les  deux  fais- 
ceaux sont  eu  involution. 

274.  Étant  donnés  deux  faisceaux  /tomographiques 
dont  les  centres  ne  sont  pas  coïncidents , on  peut  les  cou- 
per par  une  droite , de  manière  à avoir  sur  celte  droite 
deux  divisions  en  invo/ution  ; 

Une  infinité  de  droites  salisjont  à la  question  ; elles 
passent  toutes  par  un  certain  point  détermine. 

Soient  O et  O'  les  centres  des  deux  faisceaux  et  SU  le  point 
de  rencontre  des  rayons  qui,  dans  le  premier  et  le  second 
faisceau , respectivement,  sont  les  homologues  dcS  deux  qui 
coïncident  suivant  la  droite  Oü'.  Toute  transversale  menée 
par  ce  point  SI  satisfera  à la  question  ; c’est-à-dire  qu’elle 
rencontrera  les  deux  faisceaux  en  deux  séries  de  points  qui 
formeront  deux  divisions  hoinographiques  en  involution. 
F.n  effet,  cette  transversale  rencontre  la  droite  OO'  en  un 
point  qui , considéré  comme  appartenant  soit  à la  première 
série,  soit  à la  seconde,  aura  toujours  pour  homologue  le 
même  point  fl  Donc,  etc. 

ni. 

275.  Quand  trois  couples  de  points  a , a';  b,  b'  et  c,  r ' 
t ont  en  involution , si  l'on  prend  les  points  a , 6 conjugués- 
harmoniques  du  point  c par  rapport  aux  deux  segments 
aa',  bb'  respectivement  ; puis  les  points  a,,  c,  conjugués 
harmoniques  des  deux  a.  6,  respectivement , par  rapport 
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aux  deux  segments  bb'  et  aa';  le  conjugué  harmonique 

du  point  c par  rapport  aux  deux  6,,  sera  le  point  c'. 

Eu  ell’ot,  exprimons  que  les  deux  points  *,  a,  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  b , b\  au  moyen 
de  l’équation  où  entrent  deux  points  arbitraires  (74),  et 
prenons  pour  ces  points  les  deux  c'  et  c,  on  aura 

db.db'  c'a. c'a,  c'  6 c' w 

cb.cb'  ca.ca,  cb  cta  ‘ 


(o  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  c par  rapport  aux 
deux  a,  a,.  Or  cette  relation  harmonique  entre  les  deux 
couples  c,  w et  a,  a,  s exprime  par  l'équation 


2,f  w c oc 

c a, 

!05). 

C W CSC 

roc, 

a donc 

c'b.db'  c'a  c'a, 

c't,  , 

f c'a 

cb.cb  rcx.ca, 

ce  ^ 

Pareillement,  la  relation  harmonique  des  deux  angles  ë,  ë, 
et  n,  a'  s'exprime  par  l’équation 

c'a.  c'a'  c'g.r'e,  date'  6 c'êA 

ca.cb  c6.cC,  ca  \ c6  c6,/ 


Retranchant  ces  deux  équations  membre  à membre , et 
observant  que  puisque  c'  est  le  conjugué  harmonique  du 

■ .1  c c 6|  c a> 

point  c par  rapport  aux  deux  6, , ou  a — = « 


tous  les  termes,  moins  deux,  disparaissent,  et  il  reste 


d a .d  a' 
ca . ca' 


db.c'b' 

cb.cb' 


ce  qui  est  une  des  équations  dévolution  (184).  Donc , etc. 

Corollaire.  — Si  le  point  c est  à l'infini , son  conjugué 
c'  coïncidera  avec  le  milieu  du  segment  a , 6,,  et  sera  le 
point  central  de  I iuvolulion  déterminée  par  les  deux  seg- 
ments aa\  bld ■ 
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270.  Dans  ce  théorème  et  sou  corollaire  les  deux  couples 
de  points  a,  a'  et  b , b'  peuvent  être  imaginaires,  puisque 
l’on  ne  considère , par  rapport  à eux,  que  des  relations  har- 
moniques. 11  s’ensuit  que  les  deux  propositions  peuvent 
servir  à construire  le  point  central  et  le  conjugué  d’un 
point  donné,  dans  une  involution  déterminée  par  deux 
couples  de  points  imaginaires.  C.es  questions  auront  une 
application  utile  dans  la  théorie  des  coniques. 

IV. 

277.  Étant  donnés  deux  couples  de  jwints  a , a 'et  b,  b' 
sur  une  même  droite , et  étant  pris  le  point  e conjugué 
harmonique  du  point  h par  rapport  aux  deux  a , a',  et.  le 
point  c.'  conjugué  harmonique  de  b'  par  rapport  aux  deux 
memes  a,  a';  les  trois  segments  aa',  bb'  et  ce'  sont  en  in- 
volution . 

En  effet , on  a,  par  hypothèse, 

ac  a' r ac'  a' c' 

ab  a' b nb'  a' b' 

Et,  en  multipliant  membre  à membre, 

ac . ac'  a' c. a'  c' 

nb.ab'  a' b.  a' b' 

Équation  qui  exprime  que  les  trois  segments  aa',  bb1  et 
cc'  sont  en  involution  (184).  c.  q.  r.  r. 

On  peut  encore  dire  que  : Quand  trois  couples  de  points 
a , a';  b,  b'  et  c , c'  sont  en  involution , si  les  deux  points  b 
et  c sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a',  les  deux  b'  etc!  seront  aussi  conjugués  haimoniqucs 
par  rapport  aux  deux  mêmes  a , a'. 

V. 

278.  Quand  deux  couples  de  points  a , a 'et  b.  b'  sont 

i3 
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en  rapport  harmonique , si  l'on  prend  sur  la  même  droite 
un  point  arbitraire  n et  ses  conjugues  harmoniques  c et  e' 
par  rapport  aux  deux  segments  aa'  et  bb',  respectivement, 
les  trois  couples  de  points  a , a';  b,  b'  et  c , c'  seront  en  in- 
volution . 

En  eflet,  les  deux  points  a,  «'  divisent  harmoniquement 
chacun  des  deux  segments  bb’  et  en  ; par  conséquent  ces 
points  sont  les  points  doubles  de  l’involution  déterminée 
par  les  deux  segments  ( 205 ) . 11  s’ensuit  que  les  trois  seg- 
ments aa',  bn  et  b'c  sont  en  involution  (207) , et  que  l’on  a 


ba . ba' 
na . rut' 


bb'.bc 
nb' . ne 


(»84). 


Pareillement  les  trois  segments  aa',  b'  n et  bc  sont  en  in- 
volution, et  1 on  a 

b'a.b’a  b'b.b'c 

nu.nn'  nb.nc 

Divisant  ces  deux  équations  membre  à membre,  on  a 

bn.ba  bc  b'c bc  nb 

b'n.b'a'  nb'  nb  b'c  nb' 

Or  c'  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  n par  rapport 
aux  deux  points  b,  b',  on  a 

nb  c b 

rib’~~  c'b'' 

L'équation  devient  donc 

ba.ba  bc.bc' 

b' n b' n'  b'c. b'c' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  couples  a , a'-,  b,  b'  et  c,  c'  sont 
en  involution. 

Coroli.aire.  — Si  le  point  n est  le  milieu  du  segment 
aa',  son  conjugué  harmonique  c sera  à l’infini  ; et  par  con- 
séquent le  point  c'  sera  le  point  central  de  I involution 
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déterminer  par  les  deux  segments  an',  hb' . On  conclut  de 
là  que  : 

Quand  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b,  b'  sont  en 
rapport  harmonique , 

i°.  Le.  point  conjugué  harmonique  du  milieu  du  seg- 
ment aa' par  rapport  aux  deux  points  b,  b',  coïncide  avec 
le  conjugué  harmonique  du  milieu  du  segment  bb'  par 
rapport  aux  deux  points  a , a'; 

a".  Ce  point  est  le  point  central  de  Finvolution  déter- 
minée par  les  deux  couples  a,  a';  b,  b'. 

C’est-à-dire  que.  ce  point  étant  représenté  par  O,  on  a 
0«  0<i'  =.  06. OA'. 


Autrement.  Les  deux  couples  de  points  a , a et  h , b' 
étant  en  rapport  harmonique,  on  a la  relation 


ma. ma'  mb  mb' 
nu . na'  nb . nb' 


me . me 

2 

ne  .ne 


(74). 


Or,  en  appelant  y le  conjugué  harmonique  du  point  n par 
rapport  aux  deux  points  c,  c\  on  a 

ny.ee'  = inc  . cy  = — inc. c'y  (RO). 

Ou  peut  donc  écrire 


— ne. c'y  -+■ 


mb . mb’ 
nb . nb ’ 


y = -- 


ny.ee  , 


ma. ma'  mb  .mb' 

rr  y. ne  H r —J7 

na . na  nb . nb 


me . me 

y e . ne  H-  - cr  . n y = o. 

ne . ne 


F.t  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points 
a , b,  b'  et  c,  c'  sont  en  involulion  (228).  c.  <}.  F.  n. 

Autrement.  11  est  clair  «pic  le  théorème  sera  vrai  pour 
toute  position  du  point  n , s'il  l’est  pour  une , par  exemple, 
quand  le  point  n est  à l'infini , parce  qu  il  n’entre  dans  les 
relations  entre  les  diftérents  points  que  «les  rapports  anhar- 
moniques.  Or,  quand  le  point  n est  à l’infini , les  points  c 

i3. 
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et  c'  sont  les  milieux  «,  S des  deux  segments  na' , bb ';  il 
suffit  donc  de  prouver  que  les  trois  segments  aa\  bb1  et  a ë 
forment  une  iuvolution. 

Pour  cela,  faisons  usage  des  formules  (221).  Soit  i le 
milieu  du  segment  a S.  L’involulion  aura  lieu  si  l’on  a 

y.  ci  . x ci  c a — cia  sa 

a b.  a b'  a b,  a.  b1  s 6 

Or  le  premier  membre  est  égal  à — i , puisque  les  deux 
segments  an',  bb'  sont  en  rapport  harmonique  (09),  et  le 
second  membre  est  aussi  égal  à — i , parce  que  e est  le 
milieu  du  segment  «6.  Donc,  etc. 

ConoLLAinE.  — Les  trois  demi -circonférences  décrites  sur 
les  segments  aa\  bb'  et  aê , comme  diamètres  , passent  par 
un  même  point  (202);  et  les  droites  menées  de  ce  point 
aux  deux  a,  S sont  à angle  droit.  Or  ces  droites  sont  les 
rayons  des  deux  premières  circonférences;  on  en  conclut 
donc  que  : Quanti  deux  segments  aa',  bb'  sont  en  rapport 
harmonique , les  circonférences  décrites  sur  ces  deux:  seg- 
ments comme  diamètres  se  coupent  à angle  droit. 

Autrement . Quand  le  point  n change  de  position,  ce 
point  et  le  point  c forment  deux  divisions  hoinographiques, 

puisque  l’on  a toujours  ~ = — —■  De  même  à l’égard  du 

point  n et  du  point  c'.  Donc  les  deux  points  c et  c'  forment 
deux  divisions  homographiques.  Quand  le  point  n est  en  n, 
le  point  c est  lui-même  en  a,  et  le  pointe'  en  a'.  Ainsi  a 
et  a'  sont  deux  points  homologues  des  deux  divisions  ho- 
mographiques formées  par  les  deux  poiuts  c et  c'.  11  en  est 
de  même  des  deux  points  b et  b' . Mais  quand  le  point  n 
est  en  «',  le  point  c est  lui-même  en  a\  et  le  poiutc'  en  a. 
Donc  le  point  «,  considéré  comme  appartenant  à la  pre- 
mière ou  à la  seconde  division,  a,  dans  les  deux  cas,  pour 
homologue  le  point  a'.  Ce  qui  prouve  que  les  deux  divi— 
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sious  sont  eu  involulion  (237).  Donc  les  trois  couples  do 
points  «,  a')  b,  b'  et  c,  c'  sont  en  involulion. 

c.  q.  f.  n. 

279.  Trois  droites  issues  d'un  même  point  font,  deux 
ii  deux,  trois  angles  : si  Ton  considère  les  bissectrices  de 
ces  angles  et  celles  de  leurs  suppléments,  les  trois  droites 
formeront  une  involulion  soit  avec  les  bissectrices  des  trois 
suppléments,  soit  avec  les  bissectrices  de  deux  angles  et 
la  bissectrice  du  supplément  ilu  troisième  angle. 

En  effet,  soient  A,  IJ,  C les  trois  droites;  A',  B',  C'  les 
bissectrices  des  trois  angles  (B,  C),  (C,  A),  (A  , 13),  et 
A",  B",  C"  les  bissectrices  des  suppléments  de  res  angles. 
O11  a 

sin  (A',  C) sin(B',A)  sin(C',  U)_ 

sin  ( A',  B)  — ~ ‘ ’ sin  (B’,  C)  sin  (C7,  A)  ~ ~ ‘ ’ 

sin(A",C) sin(B",A) _ sin(C",B)_ 

sin  (A",  B)  *’  sin  (B",  C)  ~ *’  sin(C",  A)  '' 

Et  par  conséquent 

sin  (A,  B"). sin  (B,  C"  ).sin(C,  A") 

sin  { A",  B). sin  (B",  C)  .sin  (C",  A ' ' ’ 

et 

sin(A,  B').sin(B,  C").sin(C,  A')  _ 
sin  (A',  B). sin  (B',  C).sin(C",  A)  *’ 

équations  qui  prouvent  les  deux  involutions  en  ques- 
tion (2-i3).  Donc,  etc. 

280.  Quand  deux  divisions,  sur  tleux  droites,  sont /to- 
mographiques à une  troisième , elles  sont  homographiques 
entre  elles  (*). 

En  effet,  quatre  points  a",  b ",  c",  d"  de  la  troisième  di- 

(*)  Nous  plaçons  ici,  en  terminant  notre  première  section,  celte  propo- 
sition qui  a été  omise  dans  le  chapitre 'Vf.. 
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vision  ont  leur  rapport  anharmoniquc  égal,  d’une  part,  à 
celui  des  quatre  points  correspondants  a , Z>,  c , d de  la  pre- 
mière division,  et,  d’autre  part,  à celui  des  quatre  points 
correspondants  a\  //,  c',  d' dans  la  seconde  division.  Donc 
les  deux  séries  de  quatre  points  «,  //,  c,  d et  a',  b ',  c',  d' 
ont  leurs  rapports  anltarnioniques  égaux.  Donc  la  première 
et  la  seconde  division  sont  homograpliiqucs.  c.  q.  f.  p. 

11  suit  de  la  que,  si  plusieurs  divisions  sont  liomogra- 
phiques  deux  à deux,  prises  consécutivement,  deux  quel- 
conques sont  ltomographiques  entre  elles. 

Il  est  évident  que  ce  que  nous  disons  des  divisions  lio- 
mograpliiques  doit  s’entendre  aussi  des  faisceaux  homogra- 
pliiqucs. 

Ces  propositions  auront  de  nombreuses  applications, 
notamment  dans  le  chapitre  XV,  où  nous  résoudrons  par 
une  même  construction  un  grand  nombre  de  questions 
très-diverses. 
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DEUXIÈME  SECTION. 

PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  RECTILIGNES.  — APPLICATION 
DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES. 


CHAPITRE  XIV. 

PROBLEME  DF.  LA  SECTION  DÉTERMINÉE:. 


I. 

281 . Le  problème  de  la  section  déterminée , ainsi  appelé 
par  Apollonius,  est  le  suivant: 

Étant  donnés  quatre  points  en  ligne  droite,  on  de- 
mande de  déterminer  sur  cette  droite  un  cinquième  point 
tel,  que  le  produit  de  ses  distances  à deux  des  quatre 
points  donnés,  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux 
autres,  dans  une  raison  donnée. 

Soient  a,  a',  b et  b'  les  quatre  points  donnés,  1 la  rai- 
son ; il  s'agit  de  déterminer  un  point  m tel , que  l’on  ait 

am.a'm 
bm . b'  m 

Cette  question  en  comporte  trois  autres  comme  cas  parti- 
culiers; car  on  peut  supposer  que  l’un  des  quatre  points  soit 
à l’infini,  ou  que  deux  points  conjugués  a,  a',  ou  b , b', 
coïncident  en  un  seul.  Les  trois  cas  qui  résultent  de  ces  hy- 
pothèses s’expriment  par  les  équations 

am.am'  , 

~b^r  ~K  ' 


. .s-  am.am  ... 

! * ) Pour  con$ia«;rcr  * — r = * comm>’  un  en*  |»iwtu‘ulirr  «l<* 
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am 

bm . bm'  ’ 

— i 

am 

bm 

Ce  problème  de  la  section  déterminée  faisait  partie  des 
matières  que  les  Anciens  comprenaient  sous  le  titre  d ' A- 
nalysc  géométrique.  Apollonius  l'avait  traité  dans  un  ou- 
vrage en  deux  livres,  qui  contenait  quatre-vingt-trois  pro- 
positions. Cet  ouvrage  ne  nous  est  pas  parvenu-,  toutefois 
des  lemmes  qui  s’y  rapportent,  insérés  par  Pappus  dans  le 
septième  livre  de  ses  Collections  mathématiques,  ont  per- 
mis à plusieurs  géomètres,  dans  les  deux  derniers  siècles, 
de  le  rétablir  dans  le  style  ancien.  Si  tous  ne  l’ont  pas  fait 
avec  la  prolixité  d’Apollonius  et  de  R.  Simson  qui  passe 
pour  avoir  bien  rétabli  la  marche  et  la  méthode  de  l’auteur 
grec,  tous  cependant  ne  l'ont  résolu  qu’à  l’aide  de  diverses 
propositions  qui  font  dépendre  la  question  générale  de  scs 
cas  particuliers.  Et  c’est  encore  ainsi  qu'a  procédé,  dans 
ces  derniers  temps,  J.  Leslie,  dans  son  Analyse  géomé- 
trique. I)e  sorte  qu’il  n’existe  pas,  en  géométrie,  de  solu- 
tion immédiate  de  la  question.  Je  dis  en  géométrie,  car, 
par  la  voie  analytique,  en  rapportant  tous  les  points  à une 
origine  commune,  on  a sur-le-champ  une  équation  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  résolvent  la  question  d’une 
manière  générale. 

...  am  .am'  , .. 

celle  relative  a quatre  points  , ■ j — \ — * » ou  peut,  dans  celle-ci,  rcm- 

bnt , bm 

placer  la  raison  X par  le  rapport  de  deux  segments  tel*  que  bk , h'Vy  k cl 
A'  étant  deux  points  pris  sur  la  mémo  droite  que  les  quatre  n , ay  hyl'y 
alors  roqua t ion  est 

a ni.  a'  ni  hk  am.a'nt  h’  m 

bm  b’ m b' k'  bm  b' k*  * 

9i  si  l on  suppose  le  point  b’  h l'infini,  elle  devient 

ani.ii' m j ^ 
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Comme  la  plupart  des  problèmes  de  géométrie  qui  ad- 
mettent deux  solutions,  eelui-ci  a des  cas  d’impossibilité; 
ce  qui  conduit  à une  question  de  limite  ou  de  maximum, 

. , , . , , nm.a'm 

savoir,  de  trouver  le  point  m qui  rend  le  rapport  -y- — 

maximum  ou  minimum.  Cette  question  n'a  pas  échappé  à 
Apollonius,  qui  excellait  dans  ce  genre  de  problèmes  ardus, 
et  Fermât  l’a  prise,  à raison  de  sa  difficulté,  comme 
exemple  de  sa  méthode  de  maxitnis  et  minimis. 

Les  théories  précédentes  procurent  deux  solutions  immé- 
diates et  extrêmement  simples  de  ce  problème  de  la  section 
déterminée ; l'une  dérive  de  l'involution , et  l’autre  de  la 
division  homographique. 

La  première  s’applique  même  au  cas  où  l’un  des  deux 
couples  de  points  conjugués  a , a'  et  b,  b\  ou  tous  les  deux , 
seraient  imaginaires. 

II.  Première  solution. 

282.  L’équation  à laquelle  il  faut  satisfaire, 

am  a'  m 
bm . b'  m ’ 


donne  lieu,  évidemment,  à deux  points  m,  m' . La  théorie 
de  l’involution  l’indique  aussi , car  un  premier  point  m 
étant  déterminé,  le  point  m',  qui , avec  celui-là  et  les  deux 
couples  o,  a!  et  b,  b1,  forme  une  involution,  satisfera  aussi 
aux  conditions  du  problème,  puisqu'on  aura 
am.dm  am'.a'm' 


bm.b'm  bm' . b' ni 

am' . a'  m' 


(ISA), 


:X. 


et,  par  conséquent, 

D’après  cela,  soit  p le  milieu  des  deux  points  cherchés 
m , m\  et  «,  S ceux  des  deux  segments  an',  bb' ; on  aura 
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Donc 


Cette  relation  fait  connaître  le  point  milieu  et  la  déter- 
mination des  deux  points  m , m'  est  une  question  de  la  théo- 
rie de  l'involution , que  nous  avons  résolue  de  bien  des  ma- 
nières (2d2).  Nous  en  dirons  peu  de  chose  ici. 

Construction.  — Parun  point  g pris  arbitrairement,  on 
fera  passer  deux  circonférences  de  cercles  ayant  pour  cordes 
respectives  les  deux  segments  aa',  bh'\  et  par  le  même 
point  g et  le  second  point  d’intersection  des  deux  circon- 
férences , on  en  fera  passer  une  troisième  ayant  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  à la  droite  aa' , élevée  par  le  point 
fi.  Cette  circonférence  déterminera  sur  la  droite  aa'  les 
deux  points  cherchés  m,  m'. 

Autrement.  On  cherchera  le  point  O déterminé  par  l'é- 
qualion 

On. On'  = O b .Ob', 
puis  le  point  u'  déterminé  par 

On.  Oa'  = 0(1.0,*'; 

et  I on  aura 

ftm  ~ f*j/.  fiO  (255,  2n.). 

Cas  de  trois  toints  a,  a , b. — 11  faut  déterminer  un 
point  m tel , que  l’on  ait 

am  .a' m 
bm 

Deux  points  m,  m'  satisferont  à la  question.  Ces  deux 
points  formeront  une  involution  avec  les  deux  a , a'  et  le 
point  b considéré  comme  point  central.  Car  on  aura 

am  .a' m am' . a' ni'  am  . a' m bm 

bm  b' m'  am'.a'm'  b' m' 

équation  d involution  (180). 
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11  s’ensuit  que  le  milieu  «des  deux  points  cherchés  m,  m 
se  détermine  immédiatement  par  l'expression  * p — 7^  (216, 
équal.  4)- 

Cokstruction  des  DKcx  points  m , ni . — Ou  décrit  une 
circonférence  de  cercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  a,  a',  et  l’on  mène  par  le  point  b une  corde  qui  la 
rencontre  en  deux  points  g,  g-  Par  ces  dèux  points,  on 
fait  passer  une  circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la  pet  - 
pendiculaire  à la  droite  ua\  élevée  par  le  point  p;  cette  cir- 
conférence détermine  les  deux  points  cherchés  m , in  ■ 

Autrement.  On  construit  le  point  py  par  la  relation 
ba.ba'  — b a.  bp et  l’on  a 

fini  — ti/i'.  fi  b (235,  a".). 

III.  Seconde  solution. 

. ...  am.a’m  , . . 

2o.{.  Ecrivons  I équation  y m ~ ‘‘  ainsl  ■ 


uni  . b'  m 
brn  a'  m 

Sous  celle  forme,  ou  reconnaît  que  les  points  cherchés  ^ 
soûl  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques 
exprimées  par  l’équation 

11m  b'  ni 

hm  a'  ni 


a et  b sont  deux  points  de  la  première  division  et  b , a 
leurs  homologues  respectifs  dans  la  seconde  (116). 

jSous  déterminerons  les  deux  points  doubles  par  la  con- 
struction (154) , où  l’on  sc  sert  des  points  à 1 infini. 

Supposant  ni'  à l’infini,  on  a — j = 1 : et  supposant  m à 


l'infini.  -rrr>  ~~  Soi* 

O J 


u le  milieu  des  deux  points  l,  P; 
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on  détermine  le  point  p'  par  I équation  . 

fjf  _ . £V 

bfi  a'  fi  ’ 

et  l’on  a ( 154) 

fim  = fifi‘.  fi}’  (*). 

(-.as  «E  trois  points  a,  a , b.  — I.  équation  — ^ — = A 
s écrit 

am  i 

bru  a'  m' 

et  montre  que  les  points  cherchés  seront  les  points  doubles 
de  deux  divisions  liomographiqurs  exprimées  par  l'équation 

am  i 

bm  a'rn ' ’ 

dans  lesquelles  les  deux  points  a et  b de  la  première  divi- 
sion ont  pour  conjugués,  dans  la  seconde,  l’infini  et  le 

point  o'(H9). 

D’après  cela , le  point  1 est  en  a , et  le  point  J'  sc  déter- 
mine par  l’équation  ai'  — À.  On  prend  le  milieu  fi  du  seg- 
ment ai':  puis  on  détermine  le  point  a'  par  l’équation 

au  i 

T~  — * • ~T~ ;) 

b fi  a fi 

et  les  points  cherchés  par  l’expression 

3 

fim  = fifi'.  fiJ'. 

28-4.  Quand  les  deux  points  a , a'  se  confondent,  les 
deux  solutions  relatives  soit  au  cas  de  quatre  points,  soit  à 
celui  de  trois  points,  s’appliquent  d'elles-mèmes. 

(*)  Il  faut  observer  que  dans  celte  équation  /x'  n’a  pas  la  même  signifi- 
cation que  dans  l'équation  fx  m ^ uO  ) 
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IV  Conditions  d'impossil>iliii'.  — Limites  de  >. 


285.  Cas  de  quatre  points  a,  a ',  b , b'.  — Quand  les 
deux  segments  aa',  bb'  empiètent  l'un  sur  l’autre,  les  deux 
points  ni,  m'  sont  toujours  réels  (232).  Mais  lorsque  les 
deux  segments  présentent  une  autre  disposition,  ces  deux 
points  peuvent  être  imaginaires  ; ce  qui  a lieu  si  leur  point 
milieu  ju.  se  trouve  entre  les  deux  points  e,f  qui  divi- 
sent harmoniquement  chacun  des  deux  segments  an'  et 
bb'  (233).  C’est  là  la  seule  condition  d’impossibilité  de  la 
question.  Voyons  ce  qu’il  en  résulte,  relativement  au  signe 
et  à la  valeur  numérique  du  rapport  /.  Pious  considére- 
rons successivement  les  deux  cas  que  peut  présenter  la  po- 
sition relative  des  deux  segments  aa\  bb' . 

i".  L'un  des  segments  est  entièrement  situé  sur  l’autre. 
Alors  leurs  points  milieux  a,  c sont  au  delà  du  segment 
ef  (57),  et  tous  deux  du  même  côté,  A droite  ou  à gauche.  Or 
le  pointp,  par  hypothèse,  est  situé  surle  segment  lui-même; 

il  en  résulte  que  le  rapport  ^ égal  à ). , est  positif,  et  que 
sa  valeur  numérique  est  comprise  entre  celles  des  deux 


rapports  Telles  sont  les  deux  conditions  d’impossi- 

bilité du  problème.'. 

Si  A est  égal  à I un  des  deux  rapports,  les  deux  points  m 
et  ni'  se  confondent  en  l’un  des  points  e , J'\  et  les  deux 
solutions  se  réduisent  à une  seule. 


a°.  Les  deux  segments  sont  situés  l’un  au  dehors  de 
l’autre.  Alors  leurs  milieux  a,  6,  qui  se  trouvent  toujours 
au  delà  du  segment  ef.  sont  de  côtés  différents  : et,  puisque 
le  point  p,  par  hypothèse,  se  trouve  sur  le  segment  lui- 

même,  il  en  résulte  que  le  rapport  ~ est  négatif,  et  que 

sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  celles  des  deux  rap- 
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ports  — * et  Ce  sont  là  les  deux  conditions  d’impossi- 
bilité. 

Quand  À est  égal  à l’un  des  deux  rapports,  les  deux  so- 
lutions sont  réelles,  mais  se  réduisent  à une  seule,  comme 
précédemment. 

Il  résulte  de  cette  discussion  , que  l’on  peut  exprimer 
d’une  manière  générale  les  deux  conditions  d’impossibilité 
du  problème,  savoir,  i"  que  le  coefficient  À soit  de  même 

signe  que  les  deux  rapports  -■*>  et  2°  que  sa  valeur  nu- 
mérique soit  comprise  entre  celles  de  ces  deux  rapports. 

Nous  avons  vu  (212)  que  les  expressions  des  deux  râp- 
es fx 

P°rls Te’  /g som 


(y/oè' . a'  b ZjZ  y htb  . a' b')' 


28(>.  Cas  de  trois  points  n,  a',  b.  — Quand  le  point  b 
est  situé  sur  le  segment  an' , les  deux  points  cherchés  ni , 
ni'  sont  toujours  réels.  Quand  le  point  b est  situé  au  dehors 
de  ce  segment,  les  deux  points  e,  f qui  le  divisent  harmo- 
niquement et  ont  pour  milieu  le  point  A,  sont  réels,  et  il 
faut,  pour  que  les  deux  points  cherchés  m,  ni'  soient  réels, 
que  leui  point  milieu  jx  soit  au  dehors  du  segment  ef.  I)e 
sorte  que  la  question  sera  impossible,  si  le  pojnt  p,  déter- 
miné par  afi  = ± X , tombe  entre  les  deux  pointse)t/’. 

On  exprime  celte  condition  en  disant  que  le  segment  au 
est  compris  entre  les  deux  ae,  af.il  est  clair  qu’alors  les 
trois  segments  sont  de  même  signe.  Ainsi  l’on  peut  dire 
que:  la  question  est  impossible  quand,  X étant  de  même 
signe  que  les  segments  ae,  af  sa  valeur  absolue  est  com- 
prise entre  celles  de  ces  deux  segments.  Les  expressions  de 
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ces  deux  segments  sont 

- — - "a  (78). 

2 ( \‘ab  qp  \'a  ' bY 

V.  Observation  relative  aux  signes  des  segments  et  du  rapport  >. 
— Procédé  des  anciens  géomètres.  — Question  de  maximum  ou 
minimum. 

287.  Nous  n’avons  fait  aucune  hypothèse  sur  le  signe 
de  la  constante  , qui  peut  être  positive  ou  négative:  la 

position  du  point  fx  déterminé  par  la  relation  --- =A,  ou 

pa  = -j  X,  dépend  de  ce  signe  ; par  conséquent  les  deux  solu- 
tions qui  conviennent  à un  signe  sont  différentes  des  deux 
qui  conviennent  au  signe  contraire.  De  sorte  que  si  le  signe 
de  /.  n’est  pas  déterminé  dans  l’énoncé  de  la  question , celle- 
ci  admettra  quatre  solutions. 

Quant  aux  signes  des  segments  : dans  le  cas  de  quatre 

• . ..  . am.am'  , . . . 

points,  ou  I on  a 1 équation  ^ ^ — , = / , le  sens  dans  le- 
quel on  comptera  les  segments  positifs  est  indifférent, 
même  quand  deux  points  a.  a'  ou  />,  b'  coïncident  en  un 
seul . 

Ma  is  pour  le  cas  de  trois  points;,  exprimé  par  l’équation 

am.am'  ....  . , , . . ..  . 

— — = /. , il  n en  est  pas  de  meme:  on  doit  indiquer  dans 

quel  sens  se  compteront  les  segments  positifs;  et  si  ensuite 
on  veut  les  compter  dans  le  sens  contraire,  on  aura  deux 
nouvelles  solutions.  De  sorte  que  si  l’énoncé  de  la  question 
laisse  ce  sens  indéterminé,  on  doit  considérer  qu’il  y a 
quatre  solutions.  Toutefois  ces  quatre  solutions  sont  les 
mêmes  que  les  quatre  dues  à l’indétermination  du  signe 
de  la  constante.  Car,  si  un  point  in  satisfait  à l’équation 

— X.  dans  l'hypothèse  que  les  segments  positifs  sont 
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comptés  à droite  cl  que  la  constante  est  positive,  ce  point 
conviendra  encore,  si  l'on  compte  les  segments  positifs  vers 
la  gauche,  et  qu’on  suppose  la  constante  négative. 

Ainsi,  dans  les  deux  cas,  de  quatre  ou  de  trois  points, 
la  question  admet  généralement  quatre  solutions , quand  on 
ne  donne  de  signes  ni  à la  direction  des  segments,  ni  à la 
constante. 

Les  Anciens  regardaient  la  constante  toujours  comme  po- 
sitive, et  ne  donnaient  pas  de  signes  aux  segments;  ce- 
pendant ils  ne  trouvaient , généralement,  qu’une  solution. 
D’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  ils  auraient  dù  eu  trou- 
ver deux  dans  le  cas  de  quatre  points  , et  quatre  dans  le  cas 
de  trois  points. 

11  y a là  un  fait  mathématique  qui  mérite  d'ètre  remar- 
qué et  que  l’on  en  recherche  la  cause.  C’est  que  les  An- 
ciens, qui  probablement  s’étaient  aperçus  de  la  multipli- 
cité des  solutions,  et  qui  cependant  ne  pouvaient  pas  les 
comprendre  sous  un  principe  unique , parce  que  la  notion 
des  signes  pour  exprimer  la  direction  des  segments  leur 
manquait,  introduisaient  dans  les  données  de  la  question 
une  condition  qui  suppléait  à l’usage  des  signes.  Ils  dési- 
gnaient, comme  condition  du  problème,  la  région  dans  la- 
quelle devait  se  trouver  le  point  cherché.  On  peut  s’assurer 
que  celle  condition  conduisait,  pour  une  même  valeur  nu- 
mérique de  la  constante,  aux  quatre  solutions  répondant 
aux  signes  -+-  et  — . Mais  cet  examen  , qui  est  nécessaire 
pour  se  bien  rendre  compte  de  ce  qu’était  la  géométrie  des 
Grecs,  et  des  difficultés  auxquelles  donnait  lieu  la  non- 
admission  des  quantités  négatives,  serait  ici  superflu. 

288.  Question  »e  maximum  ou  minimum. — L’indica- 
tion de  la  région  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point 
cherché  m , donne  lieu  à une  question  de  maximum  ou  mi- 
nimum. 

En  effet,  prenons  le  cas  de  quatre  points  exprimé  par 
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1, , ma.  nm'  . . .. 

I equatiou  ^ ^ cl  supposons  que  le  segment  bb  sou 

compris  entièrement  sur  an',  et  qu’011  demande  que  le 
point  cherché  m soit  situé  à droite  du  segment  an'  (fit;.  3a). 
Le  point  fi  sera,  ou  à gauche  du  point  a , ou  à droite  du 

point  f Or  si  le  point  u est  à gauche  de  a,  le  rapport 


utî 


égal  à X est  toujours  1 . et  augmente  quand  u s’éloigne, 
jusqu  à devenir  égal  à l’unité  quand  ja  est  à l'infini.  Puis  si 
l’on  suppose  que  ix  revienne  de  l’infini  à droite  du  point  /, 

le  rapport  augmente  au  furet  à mesure  que  u s’approche 

du  point  S;  mais  p ne  peut  pas  franchir  le  point  J,  parce 
que,  en  deçà  de  /‘sur  le  segment  e/,  il  donnerait  des  points 
m , in  imaginaires.  Donc  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 

donner  au  rapport  ou  X,  est  celle  qui  fait  coïncider  u 
avec/,  et  cette  valeur  est 

fa.  an 

{\ab' . a'  h -t-  \J ab  .a'  b'  f 

Alors  le  point  cherché  m est  situé  lui-même  en  /. 

Mais  si  l’on  veut  que  le  point  m soit  sur  le  segment  bl>' , 

le  point  u sera  à droite  de  c , et  le  rapport  -*  sera  minimum 

quand  fi  coïncidera  avec  e,  auquel  cas  le  point  cherché  m 
sc  trouvera  lui-même  en  e.  et  le  rapport  X aura  pour  va- 
leur : 


c€  ab ' a'i  — y 'ab.a'b'Y 

Supposons  maintenant  que  le  segment  bb'  soit  situé  au 
delà  de  aa!  ( fi  g.  33) , et  qu’011  demande  que  le  point  m soit 
sur  l’un  des  deux  segments , sur  bb'  par  exemple.  Alors  le 

point  a sera  à gauche  de  6.  l.e  rapport  - - diminue,  abs- 

>4 
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traction  laite  de  son  signe  — , quand  o.  s éloigne  de  c.  Or 
p ne  peut  pas  franchir  le.  point/,  parce  que  le  point  cher- 
che ni  deviendrait  imaginaire;  donc  la  plus  grande  valeur 
qu’on  puisse  donner  au  rapport  À est  celle  qui  lait  coïn- 
cider le  point  p en  /.  Cette  valeur  maximum  est 

f±  _ a“'  — 

/g  '"  ( y nb' . n' b — \ a h . a b'  ) 

Si  I on  demande  que  le  point. lu  soit  au  dehors  des  deux 
segments  an',  /<//,  h-  point  u.  sera  lui-mème  au  dehors  du 
segment  «c,  et  le  rapport  À pourra  avoir  une  valeur  quel- 
conque. De  sorte  qu’il  n'y  a pas  alors  de  question  de 
maximum - 

289.  Ainsi  le  problème  de  la  section  détot  minée  donne 
lieu  à trois  cas  de  maximum  ou  minimum,  quand  on  in- 
dique dans  quelle  région,  par  rapport  aux  deux  segments 
an'  et  bb',  doit  se  trouver  le  point  cherché. 

Ces  questions  d’impossibilité  et  île  limite  ne  nous  ont  of- 
fert aucune  difficulté,  parce  que  nous  y avons  introduit  la 
notion  du  point  u,  milieu  des  deux  points  cherchés  m.  ni  , 

et  celle  de  l'expression  ^ égale  au  rappoit  /• , qui  sert  a 

déterminer  immédiatement  le  point  p. 

Mais,  à défaut  de  ce  moyen  de  solution,  c est  en  raison- 

...  mit.  n' ni 

liant  directement  sur  1 expression  plus  compliquée  ^J/n 

de  la  constante  /. , qu  on  a dû  chercher,  dans  chaipic  cas, 
la  position  du  point  m , ses  limites,  et  les  valeurs  maxi- 
i'mum  oirynini  muni  de  Ces  questions  difficiles  ont  été 
loti  bien  résolues  par  Apollonius,  qui  a non-seulement 
déterminé  les  points  limites  e,  /.  mais  est  parvenu  aux 

expressions  des  rapports  % telles  que  lions  les  avons 

données. 
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l.a  recherche  de  ces  expressions  offrait  surtout  de  grandes 
difficultés  qui  ont  exigé  toutes  les  ressources  du  géomètre. 
Car  Apollonius  ne  connaissant  pas  les  différentes  relations 
analytiques  de  l'involution  dont  nous  avons  fait  usage,  c’est 
au  moyen  de  figures,  et  par  des  considérations  de  pure  géo- 
métrie, différentes  dans  les  trois  cas,  qu’il  est  parvenu  à la 
détermination  tics  valeurs  en  question  (*).  Ce  sont  ses 
propres  solutions,  conservées  par  Pappus,  que  les  géo- 
mètres modernes  ont  reproduites. 

On  peut  voir,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  ce 
problème  de  la  section  déterminée  était,  dans  la  géométrie 
ancienne,  et  est  resté  jusqu’ici  une  question  fort  compli- 
quée, résolue  longuement  et  péniblement.  11  faut  se  livrer 
à une  étude  approfondie  des  lemmes  de  Pappus  qui  s’y 
rapportent  et  de  l’ouvrage  de  R.  Simson,  pour  bien  con- 
naître et  apprécier  ses  difficultés  et  la  marche  suivie?  par 
Apollonius  dans  les  83  propositions  dont  son  ouvrage  se 
composait. 


(*)  Les  «rois  questions  île  maximum  on  minimum,  dans  l’ordre  dans 
loquet  nous  l«a  avons  traitées,  font  If  sujet  dos  propositions  (ij  , (il  ut  trj 
do  septième  livre  du  l’appus,  et  65,  rxj , 6a  do  II.  Simson. 

Dans  les  doux  premiers  cas,  lus  valeurs  maximum  ou  minimum  du  rap- 
port à,  trouvées  par  Apollonius , sont  colles  que  nous  avons  donnera  ; et 
c’est  par  des  propriétés  du  cercle , differentes  dans  les  deux  cas  , que  l’auteur 
y est  parvenu.  Mais  dans  le  troisième  cas,  qui  forme  le  second  du  j;êo- 
mèlre  grec , sa  méthode  est  encore  différente;  il  y emploie  une  figure  com- 
posée de  triangles  et  assez,  compliquée,  et  l’expression  du  rapport  maxi- 
mum diffère  des  premières;  elle  est 

{^rtb'  a'  h yjab.a  h1)1 


On  vérifie  sans  difficulté  que  celte  expression  est  identique  a la  ntltre  , eu 
vertu  de  la  relation  ua  = ab.n’b’ — ah' .a  b entre  les  quatre  points 
o , b y h'. 

J.  Leslie,  qui  a consacré  huit  propositions  à eu  problème  . n’a  traité  qu’un 
des  trois  cas  de  limites  ou  d'impossibilité*  i celui  qui  fait  le  sujet  de  la  pro- 
position (il  de  l’appus  et  5g  de  Simson  ) sans  laisser  entrevoir  au  lerieur  les 
autres  cas  (Voir  Gromdncal  Anatjsu.  l'dinbiuf li , 1871,  in  8",  p 69-8Ï  ) 
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CHAPITRE  XY. 

QUESTIONS  DONT  LA  SOLUTION  SE  RAMÈNE  A I.A  CONSTRUCTION 
DES  1-OINTS  DOUBLES  DE  DEUX  DI\  ISÏONS  IIOMOC.RAPUIQUES 
Si:  R l NE  MÊME  DROITE. 


^ 1 . — hxposé  de  la  méthode. 

290.  11  existe  un  grand  nombre  de  questions  qu'on  peut 
ramener  à la  construction  des  points  doubles  de  deux  divi- 
sions homographiques  : de  sorte  que  ces  questions , qui , en 
analyse,  dépendent  d’équations  du  second  degré  ou  d'équa- 
tions de  degré  supérieur  qui  se  ramènent  au  second,  se  ré- 
solvent toutes  par  une  construction  uniforme,  quoiqu’elles 
puissent  n’avoir  en  apparence  aucun  lien  de  similitude j 
et  cette  construction  est  toujours  très-simple,  même  dans 
le  cas  où,  par  les  méthodes  ordinaires,  on  éprouverait  des 
difficultés  réelles,  surtout  à raison  de  la  multiplicité  des 
racines  qu’on  ne  pourrait  éviter  dans  la  mise  en  équation 
du  problème. 

Les  deux  divisions  homographiques,  dans  chaque  ques- 
tion, sont  déterminées  par  trois  couples  de  points  corres- 
pondants. Les  deux  points  de  chaque  couple  sont  donnés 
par  une  sorte  de  construction  d'essai , qui  n’est  la  bonne 
que  quand  les  deux  points  qu  elle  détermine  se  trouvent 
coïncidents.  Cette  méthode  a de  l’analogie  avec  les  règles 
de  fausse  position  en  arithmétique,  et  cette  analogie  est 
réelle:  car,  quoique  fondée  sur  une  construction  géomé- 
trique, la  méthode  s'applique  à la  résolution  d’un  sys- 
tème d équations  du  second  ou  du  premier  degré  ; et.  pour 
celles-ci,  la  construction,  traduite  en  analyse,  donne  les 
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mêmes  expressions  des  racines , que  les  règles  de Jausse  posi- 
tion que  l’on  connaît  (*). 

A raison  de  la  diversité  et  de  l'étendue  de  ses  applica- 
tions, celle  méthode  peut  mériter  ici  une  attention  particu- 
lière; car  ce  qui  manque  en  géométrie,  ce  sont  des  mé- 
thodes générales  et  uniformes,  propres,  chacune,  à un 
grand  nombre  de  questions,  comme  il  en  existe  en  analyse. 

La  méthode  dont  il  s'agit  satisfait  complètement  à cette 
condition. 

Au  nombre  des  questions  auxquelles  elle  s'applique,  se 
trouvent,  parmi  les  plus  faciles,  celles  qui  ont  fait  le  sujet 
des  trois  ouvrages  d'Apollonius,  intitulés  : de  la  Section  de 
raison,  de  la  Section  de  l'espace,  et  de  la  Section  déter- 
minée. Chacune  de  ces  questions  exigeait  un  grand  nombre 
de  propositions.  Pappus  rapporte  qu’il  s’en  trouvait  dans 
le  livre  rie  la  Section  de  raison  181;  dans  celui  de  la  Sa- 
lion  île  l'espace  i r>.\  , et  dans  celui  de  la  Section  détermi- 
née 83.  C’est  que  la  solution  ne  se  faisait  jamais  directe- 
ment pour  le  cas  le  plus  général  de  la  question  ; on  procédait 
par  cas  particuliers,  en  s’élevant  des  plus  simples  à de  plus 
composés;  la  solution  de  chaque  cas  reposait  toujours  sur 
la  solution  des  ras  précédents.  Outre  cela,  chaque  problème 
donnait  lieu  à autant  de  questions  différentes  qu’il  y avait 
de  variétés  dans  les  positions  relatives  des  diverses  parties 
de  la  figure.  Dans  les  deux  siècles  derniers , où  ces  pro- 
blèmes ont  occupé  d’éminents  géomètres  dont  plusieurs  ont 
cherché  à rétablir  les  trois  ouvrages  d’Apollonius,  c’est 
cette  marche  longue  et  pénible  qu'ils  ont  encore  suivie; 
et,  bien  qu’ils  aient  cherché  à renfermer  la  solution  de  cha- 
cun de  ces  problèmes  dans  le  plus  petit  nombre  possible  de 
propositions,  il  en  a toujours  fallu  plusieurs  pour  s’élever 


( •)  Ou  •>»»!  que  rettt*  méthode  des  Jumaes  position*  csl  fart  ancienne.  Elle 
nous  est  venue  des  Arabes,  qui  la  tenaient  des  Indiens. 
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îles  cas  particuliers  à la  rjucsliou  générale.  Ainsi , J.  Leslie, 
dans  sou  Analyse  géométrique,  consacre  à la  Section  de  rai- 
son quatre  propositions  (prop.  i-4  du  second  livre),  à la 
Section  de  l'espace  six  (prop.  5-io),  et  à la  Section 'détermi- 
née huit  (prop.  11-18):  ce  qui  fait  dix-huit  propositions, 
tandis  que  par  notre  méthode  une  solution  unique  suffit 
pour  les  trois  questions  considérées  dans  leur  énoncé  le 
plus  général. 

La  seconde  solution  que  nous  avons  donnée  du  problème 
de  la  Section  déterminée  (283),  est  fondée  sur  cette  mé- 
thode, et  pourrait  suffire  pour  en  montrer  les  usages.  Mais 
nous  allons  en  présenter  diverses  autres  applications,  en 
choisissant  principalement  les  questions  qui , sous  des  énon- 
cés généraux,  comportent  un  grand  nombre  de  corollaires 
et  de  questions  particulières. 

§11.  — Questions  oii  l'on  considère  deux  dérisions  /tomo- 
graphiques sur  deux  droites.  — Problèmes  de  la  Section 

de  raison  et  de  la  Section  de  l espace. 

291.  Deux  divisions  homographiques  sur  deux  droites  donnent 
lieu  à deux  genres  de  questions  differentes  : dans  les  unes  on  sc 
proposera  de  déterminer  deux  points  homologues  satisfaisant  à 
certaines  conditions  ; et  dans  les  autres,  de  déterminer  deux  seg- 
ments homologues  satisfaisant  aussi  à des  conditions  données. 

Ces  questions  peuvent  sc  présenter  sous  des  formes  très-di- 
verses; nous  n’en  donnerons  ici  que  quelques  exemples,  le  mode 
de  solution  étant  toujours  le  même. 

I. 

292.  Étant  données  sur  deux  droites  AL,  BL'  deux  divisions 
homographitpies,  on  demande  de  mener,  par  deux  pojnts  donnés 
P,  P',  des  droites  aboutissant  il  deux  points  homologues  a,  a'  des 
deux  divisions,  et  faisant  entre  cites  un  angle  tic  grandeur  donnée. 

On  prendra  arbitrairement  le  point  a [fig.  34)  sur  la  première 
droite  AL,  et  l’on  déterminera  sur  la  seconde  Bl.'  le  point  horno- 
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Ingiic  a'  de  la  seconde  division  ; puis  on  mènera  la  limite  1*  a',  et . 
par  le  point  I’,  une  limite  faisant  avec  P 'a'  un  angle  égal  à 1 angle 
donné;  cette  droite  rencontrera  AL  en  un  point  a'.  Les  deu\ 
points  a et  x'  formeront  deux  divisions  homographiques.  En  effet , 
les  deux  rayons  !*'«'  et  P*',  qui  font  entre  eux  un  angle  de  gran- 
deur constante,  forment  deux  faisceaux  lioinograpliiqucs ( IVî  , 
et  par  conséquent  leurs  traces  a et  a'  sur  les  deux  droites  BL’  et 
AL,  respectivement,  forment  deux  divisions  homographiques; 
mais  a et  a forment  aussi  deux  divisions  homographiques  par 
hypothèse;  done  les  deux  points  « et  x'  forment  deux  divisions 
homographiques  (2B0)-  Et  il  est  évident  que  chacun  des  deux 
points  doubles  de  ees  divisions  fournit  une  solution  de  la  question. 

Comme  on  peut  mener  par  le  point  P deux  droites  faisant  avec 
P' a'  un  angle  égal  à un  angle  donné,  sauf  le  cas  où  eet  angle  est 
droit,  la  question  aura  , en  général , quatre  solutions,  et  deux  seu 
lemenl  quand  l'angle  donne  sera  droit. 

293.  Trois  couples  de  points  tels  que  a et  x'  subiront  pour 
déterminer  les  deux  points  doubles  cherches.  Or  quand  on  prend 
sur  la  droite  AL  un  point  « et  qu’on  détermine  le  point  a'  con- 
formément à l’hypothèse,  et  le  rayon  P a'  faisant  avec  P'«' 
l’angle  donné,  on  peut  considérer  qu’on  fait  une  eanstruetinn 
rt  essai  qui  réussirait  si  le  rayon  Px’  coïncidait  avec  Va,  mais  qui 
donne,  en  général , une  erreur  marquée  par  le  segment  a x',  qui 
devrait  être  nul;  et  c’est  au  moyen  de  trois  erreurs  semblables 
données  par  trois  constructions  d’essai  quelconques,  que  l’on  ré- 
sout la  question.  Il  y a donc  une  certaine  analogie,  comme  nous 
l’avons  dit,  entre  cette  méthode  générale  et  les  règles  arithmé- 
tiques de  fausse position 

Mais  on  conçoit  qu  ici  l’on  devra  faire  choix  des  données  parti- 
culières qui  sont  propres  à simplifier  extrêmement , comme  nous 
l’avons  vu  ( ISA  ),  la  construction  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques , construction  «pii  constitue  la  solution 
générale  du  problème. 

29  V On  peut  donner  à la  question  un  énoncé  plus  étendu , en 
demandant  que  les  deux  droites  menées  par  les  deux  points  (ixes, 
au  lieu  de  faire  entre  elles  simplement  un  angle  de  grandeur  cou 
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stante,  soient  deux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  (tomo- 
graphiques donnés. 

293.  Le  problème,  même  réduit  à l'énoncé  sous  lequel  nous 
Pavons  considéré,  est  susceptible  d’un  grand  nombre  d'applica- 
tions, tant  à cause  des  differentes  manières  de  former,  géométri- 
quement ou  par  des  expressions  analytiques,  les  deux  divisions 
homographiques  sur  les  droites  AL  , BL',  qu’à  raison  des  cas  par- 
ticuliers auxquels  il  donne  lieu  ; car  on  peut  supposer  que  les  deux 
points  fixes  P,  P'  se  confondent  en  un  seul;  que  l’angle  donne  soit 
nul , et  que  les  deux  divisions  homographiques  soient  formées  sur 
une  même  droite. 

Il  est  inutile  d'examiner  ici  les  nombreuses  questions  qui 
naissent  de  ces  diverses  hypothèses.  Toutefois  il  en  est  trois  qui 
méritent  d’être  distinguées  ; ce  sont  celles  de  la  Section  de  raison , 
de  la  Section  de  l'espace  et  de  la  Section  déterminée.  Les  deux  pre- 
mières se  présentent  naturellement  comme  cas  particuliers  de  la 
question  générale,  si  l’on  y suppose  les  deux  pôles  P,  P'  coïnci- 
dents en  un  même  point , et  l'angle  donné  nul.  Pour  la  troisième 
il  faut  supposer,  en  outre,  que  les  deux  divisions  homographiques 
soient  formées  sur  une  même  droite.  Mais  la  solution  étant  pré- 
cisément la  seconde  des  deux  que  nous  avons  données  précédem- 
ment , en  traitant  directement  la  question  , nous  n’aurons  pas  à v 
revenir  ici. 


II.  Problème  de  ta  Section  de  raison 

29(5.  Etant  données  deux  droites  AL , BL',  on  demande  de  me- 
ner par  un  point  o une  transversale  qui  forme  sur  ces  deux  droites, 
à partir  de  deux  points  fixes  A,  B,  deux  segments  A a , B a'  qui 
soient  entre  eux  dans  une  raison  donnée  À. 

Concevons  sur  les  deux  droites  \fig-  35)  deux  points  variables 
a , a"  liés  entre  eux  par  la  relation 


A a 

}ü? 


— a ; 


ils  formeront  deux  divisions  homographiques;  de  sorte  que  fa 
question  sera  de  mener  par  le  point  p une  transversale  qui  ren- 
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contre  les  deux  droiies  en  deux  points  homologues  de  ces  divi- 
sions. Ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  question  générale  (292). 
Nous  dirons  donc  que,  le  point  a étant  pris  arbitrairement  sur 

A a 

la  droite  AL,  et  le  point  a'  déterminé  par  la  relation  —,  = X,  si 

O (l 

l’on  mène  le  rayon  pn'  qui  rencontre  la  droite  AL  en  un  point 
ce  point  et  le  premier  a formeront  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  fourniront  les  deux  solutions  de  la  ques- 
tion. 

D’après  cela , voici  comment  on  construira  ces  points  en  se  ser- 
vant des  points  I et  J'  qui  dans  les  deux  divisions  corres|>ondcnt  à 
l’infini  ( 194). 

Pour  le  point  1 (position  de  a quand  a'  est  à l’infini),  011  mènera 
par  le  point  p [J‘g-  36)  la  parallèle  à AL  , laquelle  rencontrera  BL' 

en  1',  et  l’on  prendra  = )..  Le  point  J'  ( position  de  a'  quand  « 


esta  l’infini)  se  détermine  immédiatement  par  la  droite  pj'  pa- 
rallèle à BL'.  Soit  O le  milieu  du  segment  IJ';  il  faut  considérer 
ce  point  comme  une  position  du  point  a et  chercher  la  position 
correspondante  de  a'.  Pour  cela  , on  déterminera  sur  BL'  le  point 


il'  par  la  relation 


AO 
B il' 


X;  et  l’on  mènera  la  droite  pii'  qui  ren- 


contre AL  en  O'. 

Enfin  on  prendra,  de  part  et  d’autre  du  point  0,  les  points  c,  f 
déterminés  par  la  relation 


0r  = — 0/=  VOO'  OJ'. 


Les  deux  droites  pe,  of  satisferont  à la  question;  c’est-à-dire 
qu’elles  rencontreront  la  droite  BL'  en  deux  points  c',/'  tels,  que 
l’on  aura 


A c 


iZ  - 

B /' 


1197.  Obsehvation  reiative  aux  signes  ofs  segments.  — Pour 

faire  usage  de  la  relation  ' -,  = X , il  faut,  donner  des  signes  aux 
B n 

segments  comptes  sur  les  deux  droites  à partir  îles  deux  points 


’i 
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fixes  A cl  B;  car  autrement,  à un  point  a correspondraient  deux 
points  a'  situés  de  part  et  d’autre  de  l’origine  li.  De  sorte  que  si 
le  sens  des  segments  n’est  pas  prescrit,  le  problème,  au  lieu  de 
deux  solutions , en  admettra  quatre.  Les  Anciens  suppléaient  à eet 
usage  des  signes  en  indiquant  de  quels  côtés  devaient  se  trouver  les 
points  cherchés , ainsi  que  nous  l’avons  dit  au  sujet  du  problème 
de  la  section  déterminée  (287  i. 

lit.  Problème  de  l;t  Section  de  t e.1- j>JC*‘ 

298.  Étant  données  dcu.t  droites  AL,  BL'  sur  lesquelles  sont 
dru  e /joints  fixes  A et  B , on  demande  de  mener  j>ar  un  /joint  p une 
transversale  qui  forme  sur  les  deux  étroites  deux  segments  A a , Bu' 
riant  le  proeluit  nit  une  valeur  élan  née  v. 

Si  l’on  prend  sur  les  deux  droites  {fig-  3')  deux  points  a,  a' 
satisfaisant  à la  relation 

Aa.B«’=  v, 

ces  points  forment  deux  divisions  homographiques  ( 121  ) ; et  il 
s’agit  de  mener  par  le  point  p une  droite  passant  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions. 

La  droite  pu'  rencontre  AL  en  a',  et  les  deux  points  a,  »' 
forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
fournissent  les  solutions  de  la  question. 

La  droite  pB  marque  sur  AL  le  point  J'.  l’ourle  point  I,  on 
mène  pi'  parallèle  â AL,  qui  marque  sur  BL'  le  point  I',  et  l’on 
détermine  le  point  i par  la  relation  AI . RI'  = *.  On  prend  le  milieu 
O du  segment  IJ',  et  sur  RL'  le  point  11'  déterminé  par  AO . Bu'  = v ; 
la  droite  cil'  marque  sur  AL  le  point  O'.  Enfin,  on  prend  , de  part 
et  d’autre  du  point  O , 

Or  = O f=  v'OO' . OJ' 

Les  deux  droites  pr  et  p/  résolvent  la  question. 

Si  le  sens  des  segments  positifs  n’est  pas  prescrit,  le  problème 
admettra  quatre  solutions , «le  même  que  le  précédent. 

i\ . 

29*1.  Étant  données  den  r dieisimts  homographiques  sur  rltn.r 
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droites  L et  L'(lig.  38),  déterminer  deux  segments  homologues 
qui  soient  vus  de  deux  points  donnés,  sous  des  ongles  donnés. 

Soient  a,  a'  et  h,  b’  deux  couples  de  points  homologues  des 
deux  divisions;  il  faut  déterminer  ces  quatre  points  de  manière 
que  les  deux  segments  ah  et  a' b'  soient  vus,  respectivement,  de 
deux  points  P,  P'  sous  des  angles  donnés  i}>  et  y.  Concevons 
qu’avant  pris  un  point  a sur  la  droite  U,  ou  forme  l’angle  a P b égal 
à ÿ,  et  soient  a',  b'  les  deux  points  de  la  seconde  division  qui  cor- 
respondent aux  deux  a , b de  la  première.  Que  l’on  forme  l’angle 
rt'P'G'  égal  à y , et  que  l’on  fasse  glisser  le  point  a sur  la  droite 
L ; les  deux  points  b',  6'  formeront  deux  divisions  homographi- 
ques  dont  les  points  doubles  détermineront,  évidemment,  deux 
solutions  de  la  question. 

I.’angle  a' P' G'  peut  être  formé  à droite  ou  à gauche  de  Va',  ce 
qui  donne  deux  systèmes  différents  de  solutions;  en  tout  quatre 
solutions,  lesquelles  se  réduisent  à deux  quand  l’ungle  y est  droit. 

On  peut  aussi  former  l’angle  a P b à droite  ou  il  gauche  de  Va-, 
mais  les  quatre  solutions  relatives  à la  seconde  manière  sont  les 
mêmes  que  les  premières.  Car  en  changeant  les  lettres  des  deux 
côté-s  de  chacun  des  angles  nP  b , a'V  b'  dans  chacune  des  quatre 
solutions,  c’est-à-dire  en  donnant  la  lettre  a au  côté  Pô  et  la  lettre 
b au  côté  Pu  , et  de  même  pour  l’angle  a’  P'  b',  on  aura  Ips  quatre 
nouvelles  solutions,  qui,  par  consé-quent,  seront  les  mêmes  que 
les  premières. 

300.  On  peut  demander  que  les  deux  segments  ah , a'  b'  soient 
de  longueurs  donné-es;  la  solution  dérive  des  mêmes  considé- 
rations. 

§ III.  — Questions  où  l'on  considère  deux  systèmes  de 
deux  divisions  /tomographiques. 

301.  Étant  données  deux,  divisions  /tomographiques  sur  deux  droi- 
tes AL,  A'L',  et  deux  autres  divisions  homogmphiqurs  sur  deux 
autres  droites  BM  , B'  M',  on  demandé  de  mener  par  un  point  donné 
P,  deux  transversales  qui  rencontrent  les  deux  premières  droites , 
respectivement,  en  deux  points  de  division  homologues , et  les  deux 
autres  droites,  pareillement  en  deux  points  de  division  homologues. 


Digitized  by  Google 


'.>■>() 


TRAITÉ  DK  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEIIRK. 

Soient  n et  a'  {fi g-  3g)  deux  points  homologues  des  deux  di- 
visions sur  les  droites  AL,  A'L';  «pi’on  mène  la  droite  Vu  «pii 
reneontre  la  droite  RM  en  b,  et  soit  b'  le  point  homologue  sur 
B'M'.  La  droite  P b'  rencontre  la  droite  A'L'  en  un  point  a'. 
On  reconnaît  aisément  que  les  deux  points  a',  *'  forment  deux 
divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  résolvent  là 
question. 

302.  On  peut  supposer  que  les  deux  droites  AL,  A'L'  coïn- 
cident ensemble,  ainsi  que  les  deux  RM,  B'M'.  Alors  on  aura 
deux  divisions  homographiques  sur  une  même  droite  AL,  et  deux 
autres  divisions  homographiques  sur  une  seconde  droite  RM. 

Ces  deux  droites  AL,  BM  peuvent  même  se  confondre  en  une 
seule,  de  sorte  qu'on  aura  deux  systèmes  de  deux  divisions  ho- 
mographiques sur  une  même  droite,  et  la  question  sera  de  dé- 
terminer deux  points  qui  soient  homologues  à la  fois  dans  les 
deux  premières  divisions  et  dans  les  deux  autres. 

Ces  questions  sont  susceptibles  d'applications  très-diverses. 
Nous  en  énoncerons  une  seule. 

303.  Étant  données  deux  droites  AL,  BM,  nn  di mande  de 
mener  par  un  point  P deux  transversales  qui  interceptent  sur  tes 
deux  droites,  deux  segments  de  longueurs  données  A et  p. 

Concevons  sur  la  première  droite  un  segment  an'  égal  à à,  et 
qu'on  le  fasse  glisser  pour  lui  donner  differentes  positions,  les 
deux  points  a,  a'  formeront  deux  divisions  liomographiques;  et 
de  même,  un  segment  bb'  égal  à p sur  la  seconde  droite,  déter- 
mine deux  divisions  liomographiques.  De  sorte  que  le  problème 
rentre  dans  la  question  générale. 

304.  Au  lieu  de  demander  que  les  «leux  segments  aa',  bb' 
soient  de  longueurs  données,  on  peut  demander  qu'ils  soient  vus 
de  deux  points  fixes,  respectivement,  sous  «les  angles  donnés. 

§ IV.  — Q uestions  diverses. 

Étant  données  deux  droites  L,  L'  (lig.  4°)*  nn  demande 
de  placer  entre  elles  une  corde  aa'  qui  soit  vue  de  deux  points 
donnés  P,  P'  sons  des  angles  donnés  II,  II'. 

Qu’on  prenne  arbitrairement  nn  point  a sur  la  première  droite 
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L,  el  qu'on  forme  sur  les  deux  rayons  Va , Va  les  deux  angles 
a Va',  a P' ci"  égaux,  respectivement,  aux  deux  angles  donnes 
U,  11';  leurs  seconds  côtés  rencontreront  la  droite  L'  en  deux 
points  a',  a".  Quand  le  point  a glissera  sur  la  droite  L,  ces  deux 
points  formeront  deux  divisions  homographiques,  et  chacun  des 
deux  points  doubles  de  ces  divisions  donnera  une  solution  de  la 
question. 

Si  le  sens  dans  lequel  on  doit  former  les  deux  angles  11,  il'  sur 
les  rayons  Va , Va  n’est  pa6  indiqué,  la  question  admettra  huit 
solutions. 

50G.  Cas  particiii.ikrs.  — I.  L’un  desanglespeut  être  nul;  alors 
on  demande  de  placer  entre  deux  droites  une  corde  passant  par 
un  point  donne,  et  (pii  soit  vue  d’un  autre  point  sous  un  angle 
donné. 

II.  Au  lieu  de  demander  que  la  corde  aa'  soit  vue  du  point  P 
sous  un  angle  H , on  peut  demander  que  sa  projection  sur  un  axe 
soit  de  grandeur  donnée.  F.t  de  même  à l’égard  de  l’angle  H'. 

Les  deux  droites  peuvent  coïncider.  Alors  on  résout  les  ques- 
tions suivantes  : 

III.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  qui  soit  vu  de  deux 
points  donnés  sous  des  angles  donnés. 

IV.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  de  longueur  donnée , 
qui  soit  vu  d’un  point  donné  sons  un  angle  donné. 

Toutes  ces  questions  se  résolvent  par  une  même  construction 
toujours  très-simple. 

.">07 . Inscrire  dans  un  triangle  ARC  ( fi  g i ) un  rectangle 

mnpq  égal , en  surface , à un  carré  donné. 

Qu’on  mène  mr  parallèle  il  AB,  on  forme  le  parallélogramme 
mnAr  équivalent  au  rectangle  mnpq,  ou  au  carre  donné.  Nous 
supposerons  donc,  que  c’est  ce  parallélogramme  qu’il  s’agit  de  dé- 
terminer. 

Concevons  un  antre  parallélogramme  Mo' A /de  même  sur- 
face; ses  deux  côtés  Mn',  Mr'  rencontrent  le  côté  RC  du  triangle 
en  deux  points  a,  a'  qui  formeront  deux  divisions  homographiques 
quand  on  fera  varier  ce  parallélogramme.  En  effet,  puisqu’il  a 
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toujours  mémo  surface,  ou  a 

An'.  A d—  const  = v. 

Donc  les  deux  points  n'  et  r'  forment,  sur  les  deux  côtés  AB,  AC, 
deux  divisions  homographiques  ( 121).  Or  les  points  n'  et  a for- 
ment deux  divisions  homographiques,  ainsi  que  les  points  r et  a'. 
Donc  les  deux  points  a et  n'  forment  deux  divisions  homogra- 
|diiques.(280).  Il  est  évident  que  le  point  cherché  ni  est  un  point 
double  de  ces  deux  divisions.  D’après  cela,  on  déterminera  les 
deux  points  m qui  satisfont  à la  question , de  la  manière  suivante  : 

Les  deux  points  I et  J'  des  deux  divisions  seront  en  B et  C.  Par  le 
milieu  O de  RC,  on  mènera  On"  parallèle  à AB;  on  prendra  le 
point  r"  déterminé  par  la  relation  A/.  Ar"=s.  La  parallèle 
à AC,  menée  par  r",  déterminera  sur  BC  le  point  0'.  On  prendra 
Ont  — v'OO' . 0.1'.  Le  point  ni  sera  le  sommet  du  parallélogramme 
demandé.  Il  existera  au-dessous  du  point  O un  second  point  ni 
qui  sera  le  sommet  d’un  second  parallélogramme  satisfaisant  éga- 
lement à la  question. 

ÔOB . Etant  donné  un  polygone  de  n entés  et  n pointu  placés 
arbitrairement , on  demande  d’inscrire  dans  le  polygone  un  autre 
polygone  dont  les  n côtés  passent  par  ces  n points. 

Soit  ABCDE  [fig.  4?  ) le  polygone  donné,  et  P,  Q,  K , S,  T les 
points  par  lesquels  doivent  passer  les  côtés  consécutifs  du  polygone 
cherché  abc.... 

Mous  allons  déterminer  le  sommet  a du  polygone  demandé , qui 
se  trouve  sur  le  côté  AE. 

Qu’on  prenne  arbitrairement  sur  AE  un  point  «,  et  qu’en  me- 
nant a P qui  rencontre  AB  en  b,  puis  ôQ  qui  rencontre  BC 
en  r.  etc.,  on  forme  ainsi  tin  polygone  d’essai  abr.  . ,,  dont  le 
dernier  côté  T e rencontre  le  côté  AE  en  un  point  a'  différent  de  a. 
Ces  deux  points  a , a'  forment , évidemment , deux  divisions  ho- 
mographiques dont  les  points  doubles  seront  les  sommets  de  deux 
polygones  satisfaisant  à la  question. 

Hcnian/tic.  — On  peut  dire  que  le  polygone  que  Ton  construit  est 
inscrit  au  polygone  donné  ABCDE , et  circonscrit  à un  second 
polygone  PQRST  du  même  nombre  de  côtés 
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309.  Étant  donnés  trois  points  p,  P,  Q ( fig.  43)  et  deux  droites 
L , L',  on  demande  de  faire  passer  par  les  trois  points  tes  cAtés  d'un 
triangle  ABC  qui  ait  ses  deux  sommets  A,  B sur  les  droites  L,  L' 
et  dont  l’angle  en  C soit  égal  à un  angle  donné. 

Soit  menée  par  le  |H)int  p une  droite  rencontrant  les  deux  I.,  L' 
en  a et  A;  qu'on  mène  PA,  puis  On’  faisant  avec  PA  l’angle  e égal 
à l’angle  donné.  Les  deux  points  u et  àf  formeront  deux  divi- 
sions linmographiqucs  dont  chacun  des  points  doubles  sera  une 
solution  de  la  question. 

310.  On  résoudra  de  même  la  question  suivante  : 

Etant  donnés  n / toints  quelconques  et  ! n — i ) droites  aussi  quel- 
conques , on  demande  de  former  un  polygone  de  n cAtés , tel , que 
ses  côtés  passent  par  les  n points  , que  scs  sommets , moins  un , 
soient  situés  sur  tes  (n — i ) droites,  et  que  l’angle  au  dernier  som- 
met soit  de  grandeur  donnée. 

Ce  problème  comprend  le  suivant  . 

Un  rayon  de  lumière  partant  d’un  point  fixe  et  se  réfléchissant 
successivement  sur  plusieurs  droites , déterminer  la  direction  que 
doit  prendre,  le  rayon  initial  pour  que  le  dernier  rayon  réfléchi  le 
coupe  sous  un  angle  donné. 

31 1 . Observations.  — Dans  les  questions  précédentes  nous 
avons  toujours  considéré  des  divisions  bomograpliiques;  mais  on 
conçoit  qu’on  pourrait  aussi  ramener  les  questions  à la  considéra- 
tion de  faisceaux  linmographiqucs,  soit  dans  leur  énoncé,  soit 
dans  leur  solution  , laquelle  dépendrait  alors  de  la  recherche  des 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  ayant  le  même  centre.  Il  est 
inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  genre  de  questions.  La  mé- 
thode sera  toujours  la  même. 

Le  petit  nombre  de  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre 
|>ar  cette  méthode  générale  sc  rapporte  aux  ligures  rectilignes, 
parce  que  ce  sont  les  seules  dont  nous  devions  nous  occuper  ici  ; 
mais  la  théorie  des  sections  coniques  donnera  lieu  à de  très-utiles 
applications  de  la  méthode. 
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$ ' t — Résolution  d'un  système  d’équations  du  premier 
ou  du  second  degré. 

I.  Equations  du  premier  dqjrê, 

SIS.  Considérons  un  système  d’équations  déterminées,  du  pre- 
mier degré  et  de  la  forme 

).  x + p r + » = o , 

(*l  ï = O , 

À.e  p„x  +»,  = 0. 

Supposons  qu'il  y ait  x',  au  lieu  de  a-,  dans  la  dernière  équation. 
Cela  posé  , si  l’on  donne  à x une  valeur  arbitraire  dans  la  pre- 
mière équation,  il  s’ensuivra  des  valeurs  correspondantes  des  va- 
riables j,  i , . . . , et  pour  x'  dans  la  dernière  équation  , une  valeur 
différente  de  celle  attribuée  à x.  Jl  faudrait,  pour  que  celle-ci  fût 
une  racine  des  équations,  qu’elle  rendît  la  dernière  équation  iden- 
tique, c’est-à-dire  qu’il  en  résultât  la  même  valeur  pourx'. 

D’après  cela,  supposons  que  les  variables  x,  y, ..  , repré- 
sentent les  distances  d’autant  de  points  X,  V, . . . , situés  sur  une 
même  droite,  à une  origine  commune.  l.a  première  équation  expri- 
mera que  deux  points  variables  X,  Y forment  deux  divisions 
homographiques  ( lïX)  ; la  seconde,  que  les  deux  points  Y et  Z 
forment  aussi  deux  divisions  homographiques;  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  la  dernière  qui  exprime  que  les  deux  points  V et  X'  forment 
aussi  deux  divisions  homographiques-  Il  résulte  de  cette  série  de 
divisions  homographiques,  que  les  deux  points  extrêmes  X et  X' 
forment  ensemble  deux  divisions  homographiques  ( SiBO  ; et  il  est 
évident  que  le  point  double  de  ces  deux  divisions , qui  corres|>ond 
à deux  valeurs  égales  de.r  ctx',  fournira  la  racine  en  x des  équa- 
tions proposées.  Les  deux  divisions  n’auront  qu’un  point  double, 
parce  que,  d’après  la  forme  des  équations,  ce  sont  des  divisions 
sem b faf/les  dont  le  second  point  double  est  à l’infini  (tt57). 

La  résolution  des  équations  se  réduit  donc  à construire  le  point 
double  de  deux  divisions  homographiques  semblables ; ce  qu’on 
fera  au  moyen  de  deux  systèmes  de  points  homologues  ( 1158).- 
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Soit  donc  a une  valeur  arbitraire  donnée  à x dans  la  première 
équation,  et  a'  la  valeur  résultante  de  x dans  la  dernière  équation  ; 
et  pareillement  b et  b'  deux  autres  valeurs  correspondantes  de  x. 
A partir  d’une  origine  A , on  portera  sur  une  même  droite  les  seg- 
ments A a,  A a',  AG,  AG'  égaux  , respectivement,  aux  quatre  nom- 
bres a , a' , b,  b',  et  l’on  déterminera  le  point  e par  l’équation 


ou 


d’ou  l’on  tire 

Ae 

ou 

A r = 


ar  aG 

7~e~7T' 


(«88), 


\e — Aa  AG  — Aa 

A c — Aa'  AG'  — Aa' 

- Aa.AG'  — Aa'.  AG 
= (Aa  — A a ' ) — (AG  — AG')’ 

Aa(AG'  — AG)  — AS(Aa'  — A a) 
(AG'  — AG)—  (Aa'  — Aa) 


Or  (A  a' — A a),  c’est-ù-dire  la  différence  entre  la  valeur  a at- 
tribuée à x dans  la  première  équation  et  la  valeur  a'  de  x dans 
la  dernière  équation  , peut  être  considérée  comme  l’erreur  relative 
à la  valeur  d'essai  a ; et-  de  même  (AG'  — AG  ) sera  l’erreur  rela- 
tive à la  seconde  valeur  d’essai  b : désignant  ces  deux  erreurs  par  t 
et  t',  on  aura 

A a . t ' — AC . t 
A c — - , 

t — t 


ou 


C’est  la  formule  connue  dans  la  règle  de  fausse  position. 

Remarque.  — Il  est  clair  que  ce  mode  de  solution  s’applique  à 
des  équations  quelconques  du  premier  degré  entre  un  pareil  nom- 
bre d’inconnues,  sans  qu’il  soit  nécessaire  que  chacune  des  équa- 
tions ne  contienne,  comme  ci-dessus,  que  «leux  inconnues.  Car 
on  pourra  toujours,  par  voie  d’addition,  rameqrr  les  équations 
proposées  à la  forme  «les  précédentes. 

r5 
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II.  Résolution  d’une  équation  du  second  def]re. 

515.  L’equation  du  second  degro  à une  seule  inconnue 
nx'  +ir  + c=  o 

se  peut  résoudre  par  les  mêmes  considérations , c’est-à-dire  par 
la  construction  des  points  doubles  de  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Pour  cela,  on  l'écrira  ainsi  : 

axx'  - 1-  bx  -|-  c = o ; 

et  l’on  regardera  x et  x'  comme  représentant  les  distances  de  deux 
points  m , m à une  origine  commune  sur  une  droite  indéfinie; 
l’équation  exprimera  que  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homographiques,  et  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions  dé- 
termineront les  racines  de  l’équation  proposée,  lesquelles  seront 
les  distances  des  deux  points  doubles  à l’origine.  Celte  construc- 
tion conduit  à l’expression  connue  des  racines  de  l’équation;  mais 
il  est  inutile  de  nous  arrêter  à ces  détails. 

III.  Résolution  <Ic  deux  équations  à doux  inconnues. 

514.  Soient  les  deux  équations 
( I ) xy  ).  x -x-  n y -I-  v = o , 

(2)  /x-t-l';  + (i'i+v'=o. 

Ecrivons  dans  la  seconde  x'  au  lieu  de  x;  on  aura 

(3)  _yx'-f-  V y 4-  y! x'  -+-  v'  = o. 

Si  l’on  regarde  x,  y,  x'  comme  les  distances  de  trois  points  m, 
m',  m"  à une  origine  commune,  la  première  équation  exprimera 
que  les  deux  points  m,  m'  appartiennent  à deux  divisions  homo- 
graphiques, et  l’équation  (3)  que  les  deux  m' et  m"  forment  aussi 
deux  divisions  homographiques.  Il  s'ensuit  que  les  divisions  for- 
mées par  les  deux  points  m et  m"  sont  homographiques  entre  elles  ; 
et  il  est  évident  que  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions  dé- 
termineront les  valeurs  de  l'inconnue  x,  qui  satisfont  aux  équa- 
tions proposées  : celles  de  l’inconnue/  s’ensuivront  naturellement. 
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Voici  comment  on  appliquera  ce  mode  de  solution  géomé- 
trique. 

On  donnera  à x,  dans  la  première  équation,  une  valeur  arbi- 
traire a , et  l’on  en  conclura  la  valeur  correspondante  de  y,  qui, 
mise  dans  la  seconde  équation,  donnera  une  valeur  a'  de  x.  Pareil- 
lement, à une  autre  valeur  b de  xdans  la  première  équation,  cor- 
respondra une  valeur  b'  dans  la  seconde  équation;  et  enfin  on 
formera  de  ntéme  un  troisième  couple  de  valeurs  c , c'  de  x. 

On  prendra  sur  une  même  droite , à partir  d’une  origine  A des 
segments  Ast,  A»',  AS,  AG',  A7,  A 7' égaux  respectivement  aux 
nombres  a,  a' , b , b',  c,  c',  et  l’on  cherchera  les  points  doubles  e, 
f des  deux  divisions  homographiques  déterminées  par  les  deux 
séries  de  trois  points  a,  6,7  et  a',  G',  7'.  Les  deux  segments  A c , 
A/seront  les  racines  en  x des  deux  équations  proposées. 

On  pourra  déterminer  ces  deux  points  doubles  par  la  construc- 
tion générale  (265).  Mais  on  la  simplifie,  comme  nous  avons 

vu  ( 154  ),  en  prenant  a et  b'  infinis,  et  c = — Représentons, 


dans  cette  hypothèse,  a'  par  j',  b par  i,  c = — ——  par  o et  c1  par 
o';  les  racines  cherchées  seront 


< H-/ 
2 


IV.  Resolution  d'un  nombre  quelconque  d’équations. 

515.  Cette  méthode  s’applique  à un  nombre  quelconque  d’é- 
quations de  la  forme  des  précédentes , et  c’est  dans  ce  cas  surtout 
qu’elle  peut  être  utile.  Soient  n équations  entre  n inconnues  x , y , 
z,  f ,... e,  de  la  forme 

xy  -f-  Xx  -H  py  -f-  v = o , 
y z -+-  Vy-+-  p '*■+■  v '=  o , 

Z 1 -f-  \ z p t -f-  v "zz  o , 


ex  -+-  1,0  -f-  j i.x  -t-  v.  = O. 

Il  est  évident  que,  comme  dans  le  cas  de  deux  équations  seule- 

i5. 
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ment,  si  l’on  regarde  les  variables  x,  y,  comme  exprimant 

des  segments  comptés  sur  une  meme  droite  à partir  d'une  origine 
commune,  chacune  des  n équations  exprimera  deux  divisions  (to- 
mographiques. Par  conséquent , les  valeurs  arbitraires  données  à x 
dans  la  première  équation,  et  les  valeurs  qui  en  résulteront  pour  x 
dans  la  dernière  équation,  détermineront  deux  divisions  homogra- 
phiques  dont  les  points  doubles  correspondront  aux  deux  racines 
en  x qui  satisfont  aux  équations. 

5i6.  Remarque.  — En  combinant  les  équations  par  voie  d'addi- 
tion, on  pourra  en  remplacer  une  partie  par  d’autres,  équiva- 
lentes, où  les  variables  seront  mêlées  et  se  trouveront  plus  de 
deux  dans  une  même  équation.  La  méthode  s'appliquera  & ces 
nouvelles  équations;  et,  en  général,  elle  s'appliquera  à un  sys- 
tème d’équations  qu’on  pourrait  ramener,  par  voie  seulement  d'ad- 
dition (et  de  multiplication  par  des  coefficients  numériques),  it  la 
forme  des  n équations  précédentes. 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


aag 


CHAPITRE  XVI. 

PROPRIÉTÉS  RF.LATIVES  A DF.S  SYSTÈMES  DE  POINTS  SITUÉS  EN 

LIGNE  DROITE.  APPLICATION  A LA  DÉCOMPOSITION  DES 

FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS  SIMPLES. 


§ I.  — Systèmes  de  points  en  ligne  droite. 

31  T.  Les  relations  entre  trois  ou  quatre  points  dont 
nous  avons  fait  si  souvent  usage,  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  certaines  propriétés  générales  concernant  un 
ou  deux  systèmes  de  points  en  nombre  quelconque  sur  une 
même  droite.  Ces  propriétés , qu’on  peut  comprendre  toutes 
dans  une  même  proposition  dont  la  démonstration  est  très- 
simple,  méritent  de  trouver  place  ici , d’autant  plus  qu’on 
déduit  naturellement  de  cette  seule  proposition  une  théo- 
rie algébrique  importante,  celle  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

I.  Théorème  général. 

318.  Étant  pris  sur  une  même  droite  n points  a,  b, 
c,...  et  (n — i)  points  ni,  n,  p,...,  on  a toujours , quelles 
que  soient  les  positions  de  ces  points  , la  relation 

. , nm . an  ap.  . . bnt . bit  .bp  . . 

{,)  ~âb  ~ac ~7â<i  TT  + TTh-rb  — + etC'  = 1 ’ 

Nous  allons  prouver  que  si  cette  équation  a lieu  pour  deux 
systèmes  de  (n  — i)  et  ( n — a)  points,  elle  sera  vraie  pour 
deux  systèmes  ayant  chacun  un  point  de  plus. 

F.n  elTet,  si  l'équation  proposée  n’est  pas  identique,  quels 
que  soient  les  n points  n,  A,  etc.,  et  les  («  — i)  points  m, 
n , etc.,  on  peut  regarder  tous  ces  points  comme  fixes,  à 
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l’exception  d’un  seul  qu’on  déterminera  de  manière  que  l’é- 
quation soit  satisfaite.  Supposons  que  le  point  inconnu 
appartienne  au  second  système  et  soit  le  point  m\  sa  déter- 
mination se  fera,  évidemment,  par  une  équation  du  pre- 
mier degré , parce  que  ce  point  n’entre  que  dans  un  seul 
segment  de  chaque  terme  ; par  conséquent  il  ne  pourra  exis- 
ter qu’une  position  du  point  m.  Cependant  si  l’on  fait  coïn- 
cider ce  point  avec  l’un  quelconque  de  ceux  du  premier  sys- 
tème, on  satisfait  à l'équation  , car  si  c’est  avec  le  point  a, 
par  exemple,  elle  devient 


bn.bp . . . en . cp  -f- . . . 
bc  . bd.  . . cd.cc  . . . 


-+-  etc.  = 


et  cette  équation  entre  deux  systèmes  de  («  — i)  et  (n  — a ) 
points  est  identique,  par  hypothèse.  Donc  l'équation  pro- 
posée a lieu  pour  plusieurs  positions  du  point  m,  donc  elle 
est  identique. 

Ainsi  il  est  prouvé  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  deux 
systèmes  de  (n— i)  et  (« — a)  points,  il  l’est  aussi  pour 
deux  systèmes  eontenaut  chacun  un  point  de  plus.  Or  il  est 
vrai  pour  deux  points  n,te  t un  point  m,  car  on  a 

i i «im  bm 

am  -f-  mb  -t-  bn  = o , ou  — r 4-  - — = i i 2 1 . 

nb  bn 


Donc  il  est  vrai  pour  trois  points  a , b , c et  deux  m , n ; et , 
par  conséquent,  pour  quatre  points  a,  b,  c,  d et  trois  ni , 
« , p.  Et  ainsi  de  suite.  Donc,  etc. 

Autrement . Si  l'on  regarde  tous  les  points  des  deux 
systèmes,  moins  le  premier  a du  premier  système,  comme 
fixes,  et  qu'on  cherche  à déterminer  celui-là  de  manière  à 
satisfaire  à l'équation , on  trouve  que  sa  position  dépend 
d’une  équation  du  degré  (n  — a),  laquelle  aurait  cepen- 
dant («  — t)  raciues  qui  correspondraient  aux  positions  A, 
c,  du  point  indéterminé  a.  Ce  qui  prouve  que  1 équation 
est  identique.  Donc,  etc. 
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II.  Corollaires. 

319.  Si  dans  l’identité  (i)  on  suppose  l’un  des  points  du 
second  système,  le  point  q par  exemple,  situé  à l’infini , et 
qu’on  divise  tous  les  termes  par  le  segment  aq , le  premier 
terme  ne  contiendra  plus  le  point  q , et  les  termes  suivants 

ne  le  contiendront  que  dans  les  rapports  qui  ‘Ie* 


viennent  tous  égaux  à l'unité;  enfin  le  second  membre  ~ 
sera  nul;  on  aura  donc  l’équation 


ab .ne.  . . 


bm  bn.  . . 
bc  bd. . . 


entre  n points  a , b ... . et  (n — a)  points  m , «,.... 

Dans  cette  équation  on  peut  supposer  que  l’un  des  points 
m , n ,...,  soit  situé  à l’infini,  et  l’on  en  conclut  par  le  même 
raisonnement,  que  l’équation  a lieu  entre  n points  a,  b.... 
et  (n — 3)  points  m,  «,...;  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
qu’on  a ce  théorème  général  : 

Étant  pris  sur  une  droite  un  système  de  n points  a , b, 
c , . . . et  un  second  système  de  points  m , n , . . . en  nombre 
inférieur  à (n  — i) , on  a toujours  entre  ces  points,  quelles 
que  soient  leurs  positions,  l'identité 


am  .an . . . 


bm . bn . 
bc  bd 


etc.  = o. 


320.  Puisqu’un  point  du  second  système , supposé  à l’in- 
fini, disparaît  de  l’équation  , on  peut  faire  disparaître  tous 
les  points  successivement , et  l’on  arrive  à ee  théorème  : 
Étant  donné  un  système  de  points  a,  b,  c,. . . en  ligne 
droite , on  a toujours  entre  eux  la  relation 


a b ,ac  .ad . 


be.  bd.  bc 


4-  etc.  = o. 
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Ces  propositions,  déduites  ici  du  théorème  primitif,  se 
démontrent  aussi  directement  par  les  mêmes  considérations. 

321 . Réciproquement  : De  l'équation  (2)  entre  n points 
a , b , . . . et  deux  points  de  moins , m on  peut  re- 
monter à l'équation  (1)  relative  à deux  systèmes  dont  le  se- 
cond n’a  qu’un  point  de  moins  que  le  premier. 

En  effet,  prenons  cinq  points  a,  b,  c,  d , e,  et  trois 
points  m , «,  p,  on  aura 
-• 

am  .an  .ap  em . en . ep 

ab . ac . ad.  ae  ea  .eb . ec . ed 

Qu  on  multiplie  tous  les  termes  par  fie,  et  qu’on  suppose  le 

, de  de  de  em  en  en 

point  cal  întini , les  rapports  — » 7—  » — 1 — > — r 1 — 

“ ae  be  ce  ea  eb  ec 

sont  égaux  à l’unité,  et  l’équation  devient  . 


am . an . ap 
ab  .ac  atl.ae 


dm  . fin . dp 
da.db.dc.  ■ 


I . 


Equation  entre  quatre  points  a,  b , c,  d et  trois  points  m, 
n , p ; ce  qui  démontre  le  théorème  (318). 

Ainsi  l’on  peut  dire  que  le  théorème  (319)  a la  même 
portée  que  celui  d’où  nous  l’avons  déduit. 


III.  Autres  conséquences  du  théorème  général. 


322.  Dans  toutes  les  équations  précédentes  , on  peut  sup- 
poser que  deux  ou  plusieurs  points  du  second  système  m, 
n , etc.  , coïncident  ensemble.  11  s’ensuit  qu’en  ne  considé- 
rant qu’un  seul  point  m , on  a ce  théorème  : 

Étant  donnés  n points  a,  b,  c,...,  en  ligne  droite,  et 
étant  pris  sur  celte  droite  un  point  quelconque  m , on  a les 
équations 


am 

ub .ac .atl.  . . 


-r 


bar- 


be. bd . bc.  . . 
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Jt33 


et 


bm 


■{n—  i—t) 


am 


n b.  uc.  ad...  bc.bd.be... 


-+-...=  O, 


s pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  i , a , . . . , (n  — i ) . 

323.  Quand  les  nombres  (n  — i)  et  (n  — i — t)  sont 
pairs,  le  point  m peut  être  pris  au  dehors  de  la  droite  sur 
laquelle  sont  les  points  a,  b,c,...,  et  les  équations  sub- 
sistent. 

— — (n  — 1 ) 1 v /— “l'.v 

En  eflét , soit  (n  — i)  = a e;  am  ==  am  — (am  ) . 
Appelons  m,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
m sur  la  droite  ab  ; on  a 


am  = am , -H  mm,, 
et 


am~  = {am,  + mm,  ) = am,  -t-  v.  mm,  . am,  V-i.+  mm,  • 
Donc 


— (»-') 
am 

ab.ac.ad... 


iab.ac.ad.. 


v mm 


'2 


- (Jr— J) 


ab.ac.ad ... 


— Je  I 

''  2ldab.ac. 


ad ... 


Or  le  point  mx  étant  sur  la  droite  ab , le  premier  terme  du 
second  membre  est  égal  à l’unité,  et  tous  les  termes  sui- 
vants sont  nuis  (322)  ; le  premier  membre  est  donc  égal  à 
l’unité.  C’est-à-dire  que  : 

Étant  donné  un  nombre  impair  ( a c -f- 1 ) de  points  a, 
b,  c,...,  en  ligne  droite,  et  étant  pris  un  point  quelconque 
m sur  la  droite  ou  au  dehors,  indifféremment , on  a tou- 
jours l’équation 

jr  if 

am  bm 

ab.ac.ad...  bc.bd.be... 

32i.  On  démontre  de  même  que,  quand  ( n — i — e) 
est  un  nombre  pair,  dans  la  seconde  partie  de  la  proposi- 
tion (322),  l’équation  subsiste,  c’est-à-dire  que: 

Étant  donnés  n points  a,  b,  c,...,  en  ligne  droite,  et  un 
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point  rn  quelconque , sur  cette  droite  ou  au  dehors,  si  i v 
est  un  nombre  pair  plus  petit  que  (n  — i ) , on  aura  tou- 
jours : 

1 r J w 

uni  bm 

ab.ac.ad...  bc.bd.bc 


325.  Si  dans  le  théorème  (322)  ae-f-i=3,  il  en  ré- 
sulte l’équation  suivante  entre  trois  points  a,  b,  c en  ligne 
droite,  et  un  quatrième  point  quelconque 


ou 


am 
a b .ac 


bm 

bc.  ha 


cm 

ca.cb 


am  . bc  ■+■  bm  . ca  -+-  cm  , ab  + ab  . bc . ca  z=c  0. 


C’est  cette  relation  que  nous  avons  déduite  comme  cas 
particulier  d’une  proposition  (21  A)  relative  à trois  couples 
de  points  et  à un  septième , placés  d'une  manière  quelconque 
en  ligue  droite  {*). 


(*)  Celte  propriété  de  quaire  poinls  en  ligne  droite  a été  connue  de» 
Anciens;  elle  fait  partie  des  lemmcs  de  Pappus  qui  se  rapportent  aux  deux 
livres  des  Lieux  plans  d'Apollonius  ( voir  prop.  i?5  et  136  du  7e  livre  des 
Collections  mathématiques  de  Pappus  j.  Quelques  autres  lenttnes  concernant 
le  triangle  peuveut  se  rattacher  au  cas  du  trois  poinls  pris  sur  une  même 
droite  et  un  quatrième  pris  au  dehors  : toutefois  on  n’y  voit  pas  la  proposi- 
tion dans  son  énoncé  général.  Mais  elle  pouvait  se  trouver  dans  l'ouvrage 
d'Apollonius;  il  est  à remarquer  quo  R.  Simson,  en  rétablissant  ces  deux 
livres  des  Lieux  plans , a ajouté  cette  proposition  aux  lemmes  de  Pappus, 
et  s'en  est  servi.  ( Apollonii  P ergot  i Locorum  planorutn  lihri  11  Glasguœ , 
1749,  in-4<>.) 

En  citant  dans  V Aperçu  historique  (page  17.5)  les  auteurs  qui  ont  fait 
usage  de  celte  proposition,  le  nom  de  Carnot  nous  a échappé.  Non-seule- 
ment ce  géomètre  démontre  le  théorèmo  dans  sa  Géométrie  de  position;  mais 
il  le  signale  comme  fondamental  [voir  pages  o63  et  3g3).  M.  T. -S.  Dîmes, 
le  savant  professeur  de  l'Académie  royale  militaire  de  Woolwich , l'a  dé- 
montré aussi,  en  citant  la  Géométrie  de  position,  dans  le  second  volume  de 
son  édition  du  Cours  de  Mathématiques  du  Dr  Hutlon  (1841-1843  ),  édition 
qui  so  distingue  des  onze  précédentes  par  de  nombreuses  additions  dont 
plusieurs  sc  rapportent  aux  méthodes  de  In  géométrie  moderne. 
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§ II.  — Décomposition  des  fractions  rationnelles  en 
fractions  simples. 

I 


526.  Les  théorèmes  précédents,  que  nous  avons  déduits  tous 
d'un  seul , peuvent  prendre  diverses  formes  analytiques , qui  don- 
nent entre  autres  les  formules  connues  dans  la  théorie  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

Considérons,  sur  une  même  droite,  un  système  de  ( m — t—  ■ ) 
points  a , b , c,  . . , x , et  un  système  de  m points  m , n , p,  . . , 
on  aura,  d'après  le  théorème  général  (518),  l’identite 


am  .an.ap... 
nb .ac .ad. . .ax 


bm  .bn.b/j...  x m xn.xp.  . . 

be.bd  ..bx.ba  xa.xb.xc... 


Désignons  par  les  mêmes  lettres,  respectivement,  les  distances 
de  tous  les  points  des  deux  systèmes  à une  origine  commune;  l’é- 
quation deviendra  l'identité  suivante  entre  les  deux  systèmes  de 
quantités  quelconques  a , b , c,  . . . , x et  m , n , p,  . . ., 

(a—m){a—n){a—p)...  [x—m){x—n){x—p)..._ 

(i a — b)(a — c)(a — d)...(a — x)  (x — a)[x — b)(x — c)... 

Supposons  que  les  quantités  du  premier  système  a , b , c ,.  . . , 
moins  la  dernière  x,  soient  les  racines  d’une  équation  Fx=ro,  et 
que  m , n , p . . . soient  aussi  les  racines  d’une  équation  y x — o, 
de  sorte  qu'on  ait 

Fx  ==  Ax"-t-  Bx"-1  -+-  ...  = A(x  — a )(.r  — b).  . . , 
et 

y x = *x"-H  fix"-1  •+■  ...  = *(x  — m)  (x  — «)...; 

d’où 

(x  — n)(x—  b)  . . . (x  — m)(x  — n)  . . . = 

(«  — b)(a  — c)  . . . — ; (a  — ni)  (a  — «)...=  — • 

A ot 


L’é<]iiation  devient 
A f a 

7.  (a  — x ) F'<? 


A y b 
ï ' (b  — x)F 7, ‘+ 


A yx 

« Fx 
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Fx  A (x — a ) F'a  (x — b)  F' b 

. yx  et  ^ ma 

^ Fx~  A H-2(x  — n)F'«' 

Dans  cette  formule  Fx  et  yx  sont  deux  polynômes  du  même 
degré;  si  ?x  est  d’un  degré  quelconque  inférieur  à celui  du  déno- 
minateur Fx  , le  coefficient  a est  nul , et  il  vient 


(*) 


£=y. 

• x J-é  ( 


Fx  ^d(x — a)F'a' 

C’est  la  foruiule  connue  pour  la  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples. 


II. 

527.  Le  tlieorcme  général  d’où  nous  venons  de  déduire  ces 
formules,  est  susceptible  d'une  autre  interprétation  analytique. 

Prenons  l’équation  (i)  entre  m points  a , b , c,  . . . et  (/«  — i) 
points  m,  n,  p,  . ..,  et  représentons  par  les  mêmes  lettres, 
respectivement,  les  distances  de  ces  points  à une  origine  com- 
mune ; l’équation  devient 

(a  — m)(a  — n)(a — n)...  (b — m)[b  — n)(b  — p)... 

(,-*)(—  r)  («  - "TT.  + (b^-kJCb  -Vp  ' + • ' - = ' » 

Ou 

V («  — m){a  — n)(a  —p).  ..  _ 
m (a  — b)  [a  — c)  (n  — d).  . . 

Supposons,  comme  précédemment,  que  a,  b , r,  . . . soient 
les  racines  d’une  équation  Fx  = o du  degré  les 

racines  d’une  équation  yx  = o d’un  degré  moindre  d’une  unité  ; 
on  aura 

Fx  = Ax"  -F-  Bx*~'  -+-...=  A (x  — a)(x  — b) . . . 

<px  = 6x"_l  -I-  7X"-1  = 6 (x  — /»)  (x  — n ) . . . 

d'où 

ma 

(a  — m)  (a  — n)  ...  = — j 
( n — b)  (a  — c)...  = ) 
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et  l’équation  devient 


a37 


Si  l’on  y suppose  6 = 0,  auquel  cas  la  (onction  y x est  d’un  degré 
quelconque  inférieur  à («i  — i),  il  vient 


(d) 


C’est  la  formule  d’Euler.  Elle  répond  à l’équation  {2,  319)  entre 
deux  systèmes  de  points.  On  y peut  supposer  que  yx  soit  du 
degré  o , et  l’on  en  conclut 


1 


F 'a 


O. 


528.  Ces  considérations  par  lesquelles  on  rattache  ces  formules 
d’analyse  à une  même  proposition  de  géométrie  dont  elles  sont  des 
expressions  différentes,  montrent  qu’à  part  la  dernière,  qui  ne 
concerne  qu’une  seule  fonction,  elles  ont  toutes  la  même  étendue, 
et  que  l’on  peut  passer  de  l’une  à l’autre  indifféremment.  Et  en 
effet,  on  passe,  comme  on  sait,  très -facilement  de  l’équation  (c) 
à l’équation  ( b ) (*). 


lit.  Autres  formules  dans  lesquelles  ?x  est  d'un  degré  supérieur 
A celui  de  F x. 

529.  Soient  les  deux  polynômes 

F x = Bx"—  -h  Cx1*-1 
yx  = ax"  -+-  Jx^'+  .... 

On  veut  décomposer  le  rapport  en  fractions  dont  les  dénomi- 

I*  X 

nateurs  soient  tous  du  premier  degré. 

Que  l'on  conçoive  un  premier  système  de  («1-+-  t)  points  tt , 
b,  . . . , x',  x,  et  un  second  système  de  m points  m,  n , ...  ; on 


(*)  Voyc*  , par  exemple,  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Lion»  il  le 
tome  XI  , page  'fit,  année  i8'|6. 
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aura  la  relation 

am  .an . . . x'm . x!  n . . . xm  .xn . . . 

—, ; 1-  . . . H , — —, 1 r — l . 

a o .ac . . ,ax  ,ax  x x.xa...  xa.xb...xx’ 

El , par  conséquent , en  regardant  a , b,  . x',  x et  m , n, . . . , 
comme  des  quantités , 

(a  — /n)(a — n)...  (x' — ai)(x' — n)... 

(a  — b)  ...  [a  — J^)(«  — — x)  (x'  — a).  . . 

(x  — ">)  (x  — n).  . . 

+ {*  — a)  {x  — b)  . . . (x  — x')  ~ ’■ 

Supposons  que  a , b , . . . , soient  les  (/n  — i ) racines  de  l’équa- 
tion Fx  = o,  et  m , n , p,  . . . , celles  de  l’équation  fx  = o ; l’é- 
quation précédente  deviendra 

B B <p  x'  Bÿx 

a (a — x'  ) (a — x)  F'a  a (x' — x)Fx'  a (x — x'JFx  * ’ 


ou 


if 

Fx 


l£  + {x-x')  f--V îf 

Fx'  1 ' B £*{a—  x')  (a  — x)  F'a 


Cette  formule  satisfait  à la  question  ; x'  est  un  nombre  arbi- 
traire. Si  l’on  suppose  x'  = o , il  vient 


530.  Si  <f xest  du  degre  [m  — i),  comme  Fx,  a.  sera  nul,  et 
l’équation  se  réduit  à 


fx  ço  ^ fa 

Fx  F o ^ a (x  — a ) F'a 

Or , d’après  la  formule  ( a ) , on  a 

yx  6 fit 

FÏ  = B ^ 2à  ’ 

Donc 

i , ■y  Ta  _?£  . ,v  y° 

B Zt(x— a)F’a  ~ Fo  Zé  a(x  — ajF'a’ 
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a 3g 


OU 

Y 

( 

Z*(x-a) 

T’a  \ 

a / 

ou  enfin 

2 

?a  . 

S 

y O 

aF'a 

_ B_ 

¥ o 

. - , . Fx  Cx"-1-*-  d x*-54- . . . 

351.  Décomposons  la  traction  — = 

yx 

en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  du  premier  degre. 

Concevons  ( m -+■  i ) points  a,  b,  . . , x",  x',  x , et  m points 
m , n,  . . .,  on  aura  l'identité 


nb.nr.  . .a/",  ax' . ax 


x m .x  n. . . 
x" x'  x"  x . x"  a . , 


x'm . x'n . . . xm  xn... 

x’x.x'a  .x'b . . .x’x"  x a xb . . .xx"  ,xx' 

Et,  par  conséquent,  en  désignant  par  les  mêmes  lettres, 
a , b , . . . , x",  x',  x et  m , n , . . . les  distances  de  ces  points  à une 
origine  commune , 

(a  — m ) ( a — n).  . . 

(n  — b)  (a  — c). . . (a  — x")  [a  — x')  (a  — x)~*~ 

(x"  — m)  (x"  — n). . . 

* — x')  (x"  — x)(x"—a)(x"—b).  . . 

(xf  — m)  [x'  — n)  . . 

(x1  — x)  (x'  — a)  (x' — 6). . . (x'  — x") 

(x  — »t)  (x — n).  . . 

(x  — a)  (x  — b).  . . (x  — x")(x  — x') 


Supposons  que  les  quantités  du  premier  système  a , b, . . . moins 
x",  x>  et  x soient  les  racines  de  l'équation  Fx  = o,  et  que  les 
quantités  du  second  système  m,  n ,.  . . soient  les  racines  de  l’é- 
quation yx  = o;  on  aura 

Fx  = Cx”-,-H  Dx*"’  + . . . = C (x  — n)  (x  — b j. . . , 
«=  ax*  -f-  Sx"-1  -t- . ■ • = a (x  — m)  (x — n). . , , 
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Et  l’équation  devient 

C y fl  C y x' 

a F'n  .(/i  — x")  (a  — x')  (a  — x)  a ( x"  — x')  (x" — x)Fx" 


C Tx'_ 

a (x’ — x")(x' — x)Fx' 

d’où 


C yx 

a (x  — x")  (x  — x')  Fx 


F x C X ^ y'  + (i'-x,jFy  + (x"-x')Fx” 


— (x  — x")(j 


V'S.TT- - 


x")  (fl  — x' )(a  — x)F'« 


Cette  formule  satisfait  à la  question.  Les  deux  constantes  x',  x" 
sont  arbitraires. 

On  voit  comment  on  opérera  dans  le  cas  où  y x restant  du  de- 
gré m , Fx  serait  du  degre  ( m — 3 ),  ou  (m  — 4 )>  etc-  Nous  n’a- 
vons pas  besoin  de  faire  remarquer  qu’il  entre  toujours  dans  le 
développement  de 

yx 

Fx 


autant  de  quantités  arbitraires  x',  x", .. . qu’il  y a d’unités  dans 
la  différence  des  degrés  des  deux  polynômes  yx  et  F.r. 
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CHAPITRE  XVII. 

HIVERS  MODES  DE  DESCRIPTION  d’uNE  DROITE  PAR  POINTS. 

SYSTÈME  DE  DROITES  PASSANT  TOUTES  PAR  UN  MEME 

POINT. 

§ I.  — Description  d'une  droite  par  points. 

332.  Le  théorème  relatif  à deux  faisceaux  homographi- 
ques  qui  ont  deux  rayons  homologues  coïncidents  (105), 
et  la  propriété  de  deux  divisions  homographiques  faites 
sur  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  est  la  réunion 
de  deux  points  homologues  (103),  donnent  lieu  à diverses 
propositions  intéressantes;  et  quoique  plusieurs  soient 
connues  et  fort  anciennes,  nous  allons  les  reproduire  ici,- à 
raison  de  l’extrême  facilité  avec  laquelle  elles  dérivent  na- 
turellement des  théories  précédentes. 

333.  Étant  donnés  un  angle  et  deux  points  O,  O'  en 
ligne  droite  avec  son  sommet,  si,  autour  d'un  point  Jixe  p 
on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  les  côtés 
de  l'angle  en  a et  a',  le  point  de  concours  m des  deux 
droites  Oa,  O'a'  engendrera  une  droite  (fig.  44)- 

En  eflet,  les  points  a,  a'  forment  sur  les  deux  droites  SA, 
SA'  deux  divisions  homographiques  (102);  les  rayons  Oa, 
O'a'  forment  donc  deux  faisceaux  homographiques.  Mais 
le  point  S est  la  réuuion  de  deux  points  de  division  homo- 
logues ; les  deux  faisceaux  ont  donc  deux  rayons  homologues 
coïncidents  suivant  la  droite  OO'.  Donc  leurs  rayons  homo- 
logues se  coupent  deux  à deux  sur  une  droite  (105). 

c.  Q.  F.  n. 

Remarque.  — La  droite  lieu  du  point  m passe  par  le 
point  n intersection  de  SA  et  p O',  et  par  le  point  p inter- 

iG 
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section  de  SA'  et  p O;  il  en  résulte  que  la  ligure  présente 
un  hexagone  püaSa'O'  inscrit  aux  deux  droites  paa'  et 
OSO'  et  dont  les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sont  m , n , p.  Or,  d’après  le  théorème,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite;  on  retrouve  donc  la  propriété  de 
l’hexagone  inscrit  à deux  droites,  déjà  démontrée  directe- 
ment (109)  (*). 

334.  Si,  autour  d’un  point  fixe  p on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  deux  droites  fixes  en  deux 
points  a , a',  et  que  de  deux  autres  points  fixes  P,  P',  en 
ligne  droite  avec  le  premier,  on  mène  des  rayons  à ces 
deux  points  respectivement , le  point  d'intersection  de  ces 
deux  rayons  décrira  une  ligne  droite,  passant  parle  point 
de  concours  des  deux  droites  fixes. 

Fin  effet,  les  deux  points  a,  a'  (fig.  45)  marquent  sur 
les  deux  droites  deux  divisions  homographiques  (102) , par 
conséquent  les  deux  rayons  Pu,  P'a'  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques.  Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons 
coïncidents  suivant  la  droite  PP'.  Donc  leur  point  d’inter- 
section décrit  une  ligne  droite  (105);  et  cette  droite  passe 
par  le  point  d’intersection  des  deux  SA,  SA',  parce  que 
deux  rayons  homologues  passent  par  ce  point. 

c.  q,  f.  n. 

Remarque.  — J.ty.  deux  rayons  P a,  Pu'  rencontrent  les 
deux  droites  SA',  SA  respectivement  en  deux  points  a,  a', 
et  la  droite  aa  tourne  autour  d’un  point  fixe  R situé  sur 
fa  droite  pPP'.  Car  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homographiques  dans  lesquelles  le  point  S représente  deux 
points  homologues  coïncidents  (102).  Conséquemment,  les 

(*)  Ce  iliéoième,  «ou*  un  «nonce  différent,  sc  trouve  dan»  le»  Collec- 
tions ttinthrniniiqurs  de  l’appu»  (iiv.  VII,  prop.  i38,  i3p,  i 41  , i.J3  ) , au 
nombre  tics  lotmue*  «jtii  *»•  rapportent  aux  porirfme*  d'Euclidc.  ('elle  re- 
marque c»t  due  à M l'oncclrl  (Voir  Traité  des  Propriétés  projectives  des 
fautes , page  po  ) , - 
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droites  aet'  concourent  en  un  même  point  (103)  ; et  ce  point 
est  sur  la  droite  joPP',  parce  que  cette  droite  est  elle-même 
une  des  positions  de  la  ligne  «a'. 

335.  On  peut  considérer  que  les  trois  droites  qui  tour- 
nent autour  des  trois  points  fixes  p,  P,  P'  forment  un  tri- 
angle ama'  dont  les  deux  sommets  a.  a!  glissent  sur  deux 
droites  fixes;  le  troisième  rn  décrit  aussi  une  droite.  Sous 
ce  point  de  vue,  le  théorème  s’étend  à un  polygone  d’un 
nombre  quelconque  de  côtés,  ainsi  qui}  suit  : 

Étant  donné  un  polygone  de  n côtés , si  on  le  déforme 
en  faisant  tourner  tous  ses  côtés  autour  d’autant  de  pôles 
situés  en  ligne  droite,  de  manière  que  tous  ses  sommets, 
moins  un,  glissent  sur  des  droites  fixes  ; 1 "le  dernier  som- 
met décrira  une  ligne  droite ; et  a"  le  point  de  concours 
de  deux  côtés  quelconques  non  contigus  décrira  aussi  une 
droite. 

Soient  n,  n",...,  «„  ( Jig . 46)  les  n sommets  du  poly- 
gone dont  les  n côtés  a„  a , aa\...  tournent  autour  de  n 
pôl  es  fixes  P,  P',  P",...  situés  en  ligne  droite,  tandis  que 
ses  (n  — 1)  premiers  sommets  «,  «',.••  glissent  sur  (n  — : 1) 
droites  A,  A',...;  je  dis  que  le  dernier  sommet  an  décrit 
une  ligne  droite , et  que  le  point  de  concours  de  deux  côtés 
quelconques,  tels  que  aa'  et  a" a'",  décrit  aussi  une  ligne 
droite. 

En  effet,  deux  côtés  consécutifs,  tels  que  a a'  et  a aJ\ 
qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  P,  P',  forment 
deux  faisceaux  homographiques,  puisque  leur  point  d’in- 
tersection glisse  sur  la  droite  A';  et  dans  ces  deux  faisceaux 
la  droite  PP'  est  un  rayon  commun  (104).  Pareillement, 
le  côté  suivant  a"  a'"  forme  autour  du  point  P"  un  faisceau 
homographique  à celui  formé  autour  du  point  P',  et,  par 
conséquent , à celui  formé  autour  du  point  P;  et  ainsi  suc- 
cessivement des  faisceaux  formés  par  les  côtés  suivants.  De 
sorte  que  deux  côtés  quelconques  forment,  en  tournant 

16. 
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autour  de  leurs  deux  pôles  fixes,  deux  faisceaux  homographi- 
ques  dans  lesquels  la  droite  PP'P"...  est  un  rayon  commun. 
Donc  l’intersection  de  ces  deux  côtés  décrit  une  ligue  droite. 
Ce  qui  démontre  les  deux  parties  du  théorème  (*). 

§ II.  — Propositions  dans  lesquelles  on  considère  des 
droites  concourantes  en  un  même  point. 

836.  Étant  donné  un  angle  AS  A'  ( fig . 47),  si,  autour 
de  deux  points  fixes  O,  O',  en  ligne  droite  avec  son  som- 
met, on  fait  tourner  deux  rayons  dont  le  point  de  con- 
cours ni  glisse  sur  une  droite  fixe  h,  la  droite  qui  joindra 
les  points  de  rencontre  a , a'  des  deux  côtés  de  l’angle 
par  ces  deux  rayons,  respectivement , passera  toujours 
par  un  même  point  fixe. 

En  effet,  les  deux  droites  Om,  O'm  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques  dont  deux  rayons  homologues  coïn- 
cident suivant  OO'  (104);  par  conséquent,  les  deux  points 
t a,  a'  marquent  sur  les  deux  droites  SA  , SA'  deux  divisions 

homographiques  qui  ont  deux  points  homologues  coïnci- 
dents en  S;  et,  par  suite,  les  droites  aa'  vont  concourir  en 
un  même  point  (103).  c.  q.  f.  d. 

Remarque. — Ce  théorème  aurait  pu  se  eonclure  im- 
médiatement de  la  proposition  (333)  dont  il  est  la  réci- 
proque (**)■ 

(*)  Ce  théorème  a été  connu  des  Anciens;  on  le  trouve  énonc^  dans  le 
septième  livre  des  Collections  mathématiques  de  Pappus,  au  sujet  du  Traité 
des  Porismes  d'Euclidc.  Il  paraît  que  ce  Traité  contenait  seulement  le  cas 
du  triangle;  car  Pappus,  après  avoir  énoncé  lo  cas  général  d’un  polygone 
quelconque,  ajoute:  « 11  n'est  pas  vraisemblable  qu'Euclidc  ail  ignoré  celte 
» extensiou,  mais  il  aura  voulu  seulement  en  poser  les  principes.  Car  on 
» reconnaît  dans  tous  ses  porismes,  qu*il  n'a  eu  en  vue  que  de  répandre 
» des  principes  et  le  germe  d'une  foule  de  propositions  utiles  cl  impor- 
» tantes,  n ( Voir  Traité  des  Propriétés  projectives  ; page  29*).) 

( **)  fies  deux  propositions  ont  leurs  analogues  dans  l'espace  , dont  voici 
l'énoncé  : 

P tant  donnés,  tlans  l'espace , un  triangle  et  un  angle  trièdre  ayant  son  sont - 
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337 . Si  les  trois  sommets  if  un  triangle  glissent  sur  trois 
droites  fixes  concourantes  en  un  meme  point , tandis  que 
deux  de  ses  côtés  tournent  autour  /le  deux  points  fixes, 
le  troisième  côté  tournera  autour  d’un  troisième  point  fixe 
en  ligne  droite  arec  les  deux  premiers. 

Soit  a a'  a"  (fig.  48)  le  triangle  dont  les  trois  sommets 
glissent  sur  les  trois  droites  SA,  SA',  SA",  pendant  que  scs 
deux  côtés  aa',  au"  tournent  autour  de  deux  points  fixes 
P,  P'-,  je  dis  que  le  troisième  côtéa'a"  passe  toujours  par 
un  même  point  situé  sur  la  droite  PP. 

En  elïel,  les  deux  droites  P a,  P’a  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques,  puisqu’elles  se  coupent  sur  la 
droite  SA.  Donc  les  poiuts  a',  a"  qu’elles  marquent  sur  les 
deux  droites  SA',  SA"  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques.  Il  est  évident  que  le  point  S est  la  réunion  de  deux 
points  homologues  de  ces  deux  divisions.  Donc  la  droite 
a’ a"  passe  par  un  point  fixe  (103).  Ce  point  est  situé  sur 
la  droite  PP',  parce  que  cette  droite  est  une  des  positions 
de  la  droite  à a".  I.e  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque.  — Ce  théorème  peut  être  considéré  comme 
la  réciproque  du  théorème  (334) , et  s en  conclure  sans 
une  nouvelle  démonstration.  11  s’étend  à un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  côtés,  comme  il  suit. 

338.  Étant  donné  un  polygone  de  n côtés,  si  on  le 
déforme  en  faisant  glisser  ses  n sommets  sur  des  droites 
concourantes  en  un  môme  point,  tandis  que  (n  — i)  de 


met  si  tut?  dans  le  plan  de  cette  Jigutc , si  de  chaque  point  cT  un  plan  fixe  on 
mène  trois  plans  passant  par  les  trois  côtés  du  triangle,  lesquels  rencontre- 
ront  y respectivement , les  trois  arêtes  de  l’angle  trièdre , en  trois  points,  le 
plan  déterminé  par  ces  trois  points  passera  toujours  par  un  même  point. 

Et  réciproquement , si  autour  d’un  point  jixe  on  fait  tourner  un  plan  trans- 
versal qui  rencontre  leu  trois  arêtes  de  l’angle  trièdre  en  trois  points , et  que 
par  ces  points  on  mène  trois  plans  passant,  respectivement , par  les  côtés  du 
triangle , le  point  (C intersection  de  ces  trois  plans  décrira  un  plan. 
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ses  cotés  tournent  autour  de  (n  — i ) points  fixes  pris  arbi- 
trairement , le  na"  côté  du  polygone  tournera  autour 
d’un  point  fixe,  ainsi  que  chacune  de  ses  diagonales. 

Soit  aa' a" a'" ...  {fig- 4 9)  le  polygone  dont  les  sommets 
n,  a',  fl",...  glissent  sur  des  droites  A,  A',  A",...  toutes 
concourantes  en  un  même  point  S,  pendant  que  ses  (n  — 1) 
côtés  au',  a’ a",  a" a'",...  tournent  autour  des  points  P, 
P',  P",...  pris  arbitrairement.  Je  dis  que  le  dernier  côté 
afl„  passera  toujours  par  un  même  point,  et  qu’il  en  est 
de  même  de  chacune  des  diagonales  telles  que  a' a'",  etc. 

En  etlet,  deux  points  contigus  fl',  a"  marquent  sur  deux 
droites  SA',  SA"  deux  divisions  homographiques  dont  le 
pointS  est  un  point  commun,  puisque  le  côté  a' a"  tourne 
autour  d’un  point  P'  (102).  Pareillement  le  point  suivant 
a'"  marque  sur  la  droite  SA"'  une  division  qui  est  homo- 
graphique  à la  division  marquée  sur  A",  et,  par  consé- 
quent, à celle  marquée  sur  la  droite  A';  et  ainsi  de  suite. 
Donc  deux  sommets  quelconques  forment  sur  les  deux 
droites  qu’ils  parcourent  deux  divisions  homographiques 
qui  ont  un  point  commun  en  S,  point  de  concours  de  ces 
droites.  Donc  la  droite  qui  joint  ces  deux  sommets  tourne 
autour  d’un  point  fixe  ; ce  qui  démontre  les  deux  parties 
du  théorème. 
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CHAPITRE  XYllI. 

PROPRIÉTÉS  nu  QUADRILATÈRE. RELATIVES  A l’iSV  OLUTION 
ET  A LA  DIVISION  HARMONIQUE. 


I. 

339.  Toute  transversale  menée  flans  le  plan  d'un  qua- 
drilatère rencontre  ses  quatre  côtés  et  scs  deux  diagonales 
en  six  points  qui  sont  en  in  volt  tt  ion. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  (Jig-  5o).  Une  transversale  U 
rencontre  en  a et  a'  les  deux  côtés  opposés  AU,  CD;  en  b 
et  b'  les  deux  autres  côtés  AI),  BC;  et  en  c et  c'  les  deux 
diagonales  AC,  BD.  Les  six  points  a , a';  b,  b’  et  c,c', 
conjugués  deux  à deux,  sont  en  irnolution. 

En  effet , les  quatre  droites  issues  du  sommet  A , savoir, 
AB,  AC,  AD  et  Ac'  rencontrent  la  diagonale  BD  aux 
mêmes  points  que  les  quatre  droites  issues  du  sommet  C, 
CB,  CA,  CD  et  Ce'.  Le  rapport  anharmonique  des  quatre 
premières  est  donc  égal  à celui  des  quatre  autres.  Consé- 
quemment le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
c,  c',  dans  lesquels  les  quatre  premières  droites  ren- 
contrent la  transversale  L,  est  égal  à celui  des  quatre  points 
b',  c , a',  c',  dans  lesquels  les  quatre  autres  droites  ren- 
contrent la  même  transversale. 

On  peut  changer  Tordre  de  ces  quatre  derniers  points  e( 
écrire  a',  c',  b ',  c ( ti  ).  Or  ces  quatre  points  comparés  aux 
quatre  premiers  a,  c,  b,  c',  un  à un  respectivement,  don- 
nent les  trois  systèmes  n,  <r';  ô,  b'  et  c,  c'.  Et  puisque  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  a , l>,  c,  c'  est 
égal  à celui  des  quatre  points  correspondants  a',  b',  c',  c. 
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on  en  conclut  que  ces  trois  systèmes  des  detrx  points  a , a'; 

h,  b'  et  c,  c'  forment  une  involulion  (182).  c.  q.  f.  p. 

340.  Construction  ou  sixième  point  d’une  involution. 
— Le  théorème  (339)  peut  servir  pour  déterminer  par  de 
simples  intersections  de  lignes  droites  le  sixième  point  for- 
mant, avec  cinq  points  donnés,  une  involution.  En  effet, 
soient  b,  b'\  c,  c'  deux  couples  de  points  conjugués , et  a 
le  cinquième  point  dont  il  s’agit  de  trouver  le  conjugué  a' . 
On  mène  par  le  point  a une  droite  indéfinie  sur  laquelle  ou 
prend  arbitrairement  deux  points  A,  15.  Les  droites  Ab, 
A c rencontrent,  respectivement,  les  droites  Bc',  B b'  en 
deux  points  I),  C;  et  la  droite  CIJ  détermine  le  point  a'. 

341.  Dans  tout  quadrilatère , les  deux  diagonales  di- 
visent harmoniquement  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés. 

Celte  proposition  est  une  conséquence  du  théorème  pré- 
cédent; il  suffit  de  prendre  pour  la  transversale  L la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés;  chacun 
de  ces  deux  points  est,  dans  l’involution,  un  point  double. 
Ils  divisent  donc  harmoniquement  le  segment  compris  entre 
les  deux  diagonales.  Du  reste,  la  démonstration  du  théo- 
rème général  s’applique  d’elle-mèmc  à ce  cas  particulier. 

Obsetvalion.  — On  peut  dire  aussi  qu’une  diagonale  est 
divisée  harmoniquement  par  l’autre  diagonale  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  dès  côtés  opposés. 

342.  Construction  du  quatrième  harmonique  a trois 
points  donnés.  — La  proposition  précédente  peut  servir 
pour  trouver,  par  de  simples  intersections  de  lignes  droites , 
le  quatrième  harmonique  à trois  points  donnés.  Ainsi  E, 
F et  b ( fig.  5i)  étant  les  trois  points  donnés,  on  veut  dé- 
terminer le  point  g conjugué  harmonique  de  h par  rapport 
aux  deux  E,  F.  On  mène  par  les  jioints  E,  F deux  droites 
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quelconques  F,C,  FC;  par  le  point  h une  transversale  qui 
rencontre  ces  deux  droites  en  I)  et  B;  puis  les  deux  diago- 
nales FD,  F.B  qui  se  coupent  en  A;  et  enfin  la  droite  CA 
qui  détermine  le  point  g (*). 

II. 

343.  Les  six  droites  menées  d’un  même  point  aux 
quatre  sommets  et  aux  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés d'un  quadrilatère,  forment  un  faisceau  en  involution. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  (fig . 5a);  E,  F les  points  de 
concours  de  ses  côtés  opposés;  O le  point  d’où  l’on  mène 
les  six  droites  OA , OB,  etc.  La  droite  OE  rencontre  les 
deux  côtés  opposés  AD,  BC  en  deux  points  e,  e';  de  sorte 
qu’011  a sur  ces  côtés  deux  séries  de  quatre  points  A , I),  e, 
F et  B,  C,  e',  F dont  les  rapports  anliarmoniques  sont 
égaux,  puisque  les  trois  droites  AB,  DC,  ec'  concourent  au 
même  point  E.  II  s’ensuit  que  les  quatre  droites  OA,  Ol),  OE, 
OF  ont  leur  rapport  an  harmonique  égal  à celui  des  quatre 
droites  OB,  OC,  OE,  OF.  On  peut  changer  Tordre  de 
celles-ci  et  écrire  OC,  OB,  OF,  OF.  (45) , de  manière  que 
les  quatre  droites  OA,  OD,  OE,  OF  correspondent  une 
à une,  respectivement,  aux  quatre  OC,  OB,  OF,  OF,.  Alors 
on  a les  trois  systèmes  de  deux  droites  conjuguées  OA  , OC; 
OD,  OB  et  OE , OF,  qui  sont  telles,  que  quatre  droites 
appartenant  aux  trois  systèmes  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à celui  des  quatre  droites  conjuguées.  Donc 
les  six  droites  forment  une  involution  (243).  c.  q.  f.  p. 

4 ut  renient . La  proposition  se  peut  conclure  directement 
du  théorème  (339);  et  réciproquement. 

En  effet,  les  deux  droites  OA  , OB  donnent  lieu  au  qua- 
drilatère OAFB  dont  les  deux  diagonales  sont  OF,  AB.  La 


(*)  La  théorie  des  sections  coniques  nous  offrira  differentes  autres  ma- 
nières de  construire  le  quatrième  point  d'une  proportion  harmonique. 
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droite  DC  coupe  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  de 
ce  quadrilatère  en  six  points  qui  sont  en  involution  (339). 
Donc  les  six  droites  OA,  OC;  OB,  OD  et  OE.  OF,  qui 
passent  par  ces  six  points,  sont  elles-mêmes  en  involu- 
tion. C.  Q.  F.  p. 

341.  Corollaire.  — Le  point  O peut  être  à l’infini , 
alors  les  six  droites  menées  par  les  sommets  et  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  paral- 
lèles, mais  elles  rencontrent  toujours  une  même  droite  en 
six  points  en  involution.  Nous  dirons  donc  que:  Les  pro- 
jections des  quatre  sommets  et  des  deux  points  de  concours 
des  côtés  opposés  d’un  quadrilatère,  sur  une  droite,  sont 
six  points  en  involution . 

345.  Supposons  que  le  point  par  lequel  on  mène  des 
droites  aux  sommets  et  aux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d’un  quadrilatère  soit  un  des  points  d'intersection 
des  deux  circonférences  de  cercle  décrites  sur  les  deux  dia- 
gonales, comme  diamètres  ; les  droites  menées  de  ce  point 
à chaque  couple  de  sommets  opposés  seront  rectangulaires; 
il  s’ensuit  que  les  deux  autres  droites  de  l’involution  se- 
ront aussi  rectangulaires  (240),  et,  par  conséquent,  que  la 
circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés , comme  diamètre , passera  par 
les  mêmes  points  que  les  deux  autres  circonférences.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Les  trois  circonférences  de  cercle  qui  ont  pour  diamètres 
les  diagonales,  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère , ont,  toutes  trois,  les 
mêmes  points  d’intersection. 

Et , par  conséquent  : 

Les  points  milieux  des  deux  diagonales  d’un  quadrila- 
tère et  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 
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Ce  second  théorème  sera  démontré  plus  loin  d’une  ma- 
nière plus  directe,  et  comme  cas  particulier  d’une  autre 
proposition  (319). 

340.  Dans  tout  quadrilatère,  les  deux  diagonales  et 
les  droites  menées  de  leur  point  de  rencontre  aux  points 
de  concours  des  côtés  opposés  forment  un  faisceau  har- 
monique. 

Cet  proposition  résulte,  comme  cas  particulier,  du  théo- 
rème général  (343),  et  se  démontre  aussi  directement,  de 
la  même  manière. 

On  peut  encore  la  conclure  du  théorème  (341).  Car, 
puisque  les  deux  points  g,  h (ftg.  5i)  divisent  harmoni- 
quement le  segment  EF,  les  deux  droites  ig,  ih  sont  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  aux  deux  droites  i'E,  iF; 
ce  qui  exprime  le  théorème. 

LU. 

347.  Étant  pris  arbitrairement  un  point  P dans  le  plan 
d’un  quadrilatère,  les  polaires  de  ce  point  relatives  aux 
trois  angles  dont  l’un  est  formé  par  deux  côtés  opposés 
du  quadrilatère,  le  second  par  les  deux  autres  côtés  op- 
posés, et  le  troisième  par  les  deux  diagonales , ces  trois 
droites,  dis-je,  passent  par  un  même  point  P'. 

Nous  appelons  polaire  d’un  point  P,  relative  à un  angle, 
la  droite  conjuguée  harmonique  de  celle  qui  joint  le  point  P 
au  sommet  de  l’angle,  par  rapport  aux  deux  côtés  de 
cet  angle  (79). 

Soit  ABCI)  (fg-  5a  bis)  Ic'quadrilatère,  et  P' le  point  de 
rencontre  des  polaires  du  point  P relatives  aux  deux  angles 
AEB,  AFD  formés  respectivement  par  les  deux  couples  de 
côtés  opposés.  Je  dis  que  la  polaire  relative  à l’angle  DGC 
des  deux  diagonales  passe  par  ce  point  P'.  En  effet,  la  droite 
PP'  rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du 
quadrilatère  en  six  points  qui  sont  en  invelution  (339). 
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Or  les  deux  points  P,  P'  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  appartcuant  aux  deux  premiers 
côtés  opposés,  et  par  rapport  aux  deux  points  appartenant 
aux  deux  autres  côtés  opposés,  puisque  P'  est  en  même 
temps  sur  les  deux  premières  polaires.  Donc  les  deux  points 
P,  P'  sont  les  points  doubles  de  l'involution  (20o)  ; donc  ils 
divisent  harmoniquement  le  segment  compris  sur  la  trans- 
versale entre  les  deux  diagonales-,  donc  le  point  P'  appar- 
tient à la  polaire  du  point  P relative  à ces  deux  diagonales. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

348.  Corollaire.  — Si  le  point  P est  à l'infini  sur  une 
droite  menée  arbitrairement  dans  le  plan  du  quadrilatère, 
sa  polaire  par  rapport  à deux  côtés  opposés  passera  par  le 
milieu  du  segment  intercepté  sur  cette  droite  entre  les  deux 
côtés  (80)  ; ou  en  conclut  ce  théorème  : 

Une  transversale  étant  tracée  //ans  le  plan  d'un  qua- 
drilatère, la  droite  menée  du  point  de  concours  de  deux 
côtés  opposés  au  point  milieu  du  segment  intercepté  sur 
ta  transversale  entre  ces  deux  côtés ; la  droite  menée  sem- 
blablement du  point  de  concours  des  deux  autres  côtés  au 
point  milieu  du  segment  compris  sur  la  transversale  entre 
ces  deux  côtés  ; et  enfin  la  droite  menée  du  point  de  ren- 
contre des  deux  diagonales  au  point  milieu  du  segment 
compris  entre  ces  deux  droites  ; ces  trois  droites,  dis-je, 
passent  par  un  même  point. 

IV. 

349.  Étant  donné  un  quadn/atère,  si  l'on  mène  une 
transversale  qui  rencontre  ses  deux  diagonales  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  cl  qu’on 
prenne  sur  ces  trois  droites  les  points  qui,  avec  la  trans- 
versale, les  divisent  harmoniquement , ces  points  seront 
en  ligne  droite. 

Soient  g , h , i (Jig.  53)  les  trois  points  provenant  de  1 i n- 
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tersection  des  deux  diagonales  AC,  BD  et  de  la  droite  EF 
par  une  transversale  L ; et  soient  g',  h',  i'  les  conjugués 
harmoniques  de  ces  trois  points  par  rapport  aux  trois 
droites  AC,  BD,  EF,  respectivement.  Je  dis  que  les  trois 
points  g',  h\  i1  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  soit  O le 
point  de  rencontre  de  la  droite  g' h'  et  de  la  droite  L.  Les 
droites  menées  de  ce  point  aux  quatre  sommets  et  aux  deux 
points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont 
en  involution  (343).  Or  les  deux  droites  O g,  O g'  sont  con- 
juguées harmoniques  par  rapport  aux  deux  OA,  OC,  parce 
que  les  points  g et  g1  divisent  harmoniquement  la  diago- 
nale AC;  elles  le  sont  aussi  par  rapport  aux  deux  OB,  OD, 
par  une  raison  semblable.  Donc  elles  le  sont  aussi  par  rap- 
port aux  deux  autres  droites  de  l'in volution , OE,  OF  (244). 
Mais  la  première  passe  par  le  point  i ; donc  la  seconde 
passe  par  le  point  i'.  Ce  qui  défnontre  le  théorème. 

Corollaire.  — Si  la  droite  L est  à l'infini,  les  points 
g\  //,  i'  seront  les  milieux  des  droites  AC,  BD,  EF;  par 
conséquent  : Dans  tout  quadrilatère,  les  points  milieux 
des  deux  diagonales  et  de  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

C’est  le  théorème  déjà  démontré  par  d'autres  considéra- 
tions (345). 

V. 

350.  Dans  un  quadrilatère,  on  peut  considérer  les  deux 
couples  de  sommets  opposés  et  les  deux  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  comme  formant  trois  couples  de 
points  en  involution. 

Il  existe,  entre  ces  six  points,  les  relations  à six  et  à 
huit  segments,  et  plusieurs  des  équations  à trois  ternies 
qui  ont  lieu  entre  six  points  en  involution. 

Et  si  l'on  mène  dans  le  plan  du  quadrilatère  une  ou 
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deux  droites  fixes  quelconques,  il  existera,  entre  les  dis- 
tances des  six  points  du  quadrilatère  à ces  diviles,  des  re- 
lations semblables  à celles  qui  ont  lieu  entre  six  points  en 
inuolution  et  un  ou  deux  points  arbitraires . 

Ces  propriétés  très-diverses  du  quadrilatère  résultent 
immédiatement  des  relations  d'involution,  par  cette  simple 
considération,  que  la  projection  des  sommets  et  des  points 
de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère,  sur  une 
droite,  donne  six  points  en  involulion  (344). 

Rn  efl'et,  chacune  des  relations  d'involution  est  formée, 
en  général,  de  divers  rapports  de  deux  segments,  et,  dans 
la  plupart,  les  deux  ségments  de  chaque  rapport  corres- 
pondent à deux  segments  en  ligne  droite  dans  le  quadrila- 
tère; d’où  il  résulte  que  le  rapport  des  deux  segments  en 
projection  est  égal  à celui  des  deux  segments  appartenant 
au  quadrilatère,  et,  par  suite,  que  la  relation  des  six  points 
en  involutiou  s’applique  aux  six  points  du  quadrilatère. 
On  a donc  ainsi  naturellement  des  propriétés  du  quadri- 
latère. 

Il  nous  suffira  d’énoncer  ces  théorèmes,  en  indiquant 
seulement  celles  des  formules  d’involution  d’où  ils  dérivent. 

Soit  ABaô  (Jig.  54  ) le  quadrilatère  , dont  A , a sont  deux 
sommets  opposés , 13,  b les  deux  autres  sommets  et  C , c les 
deux  points  de  concours  des  côtés  opposés.  Ces  six  points 
donnent  lieu  à des  relations  telles  que  les  suivantes  : 


II. 


ou 


AB. Aè 

AC.  Ac 


aB.nb 

nC.tic 


(équat.  a,  104  ). 


A b Bc.Co  = — «B  bC.cA  (équat.  b), 


a B b C c A 
nC  bA  rR 


III  AB  = AC— -BU. ^ (5tïi>). 

ac  oc 
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AC.  Ar 


BC.Bc 

Ba 


Cette  équation  résulte  de  la  formule  entre  quatre  points  a, 
a ',  b , b'  et  un  point  double  e, 

bb'  ha  ba' 

l'SSO',. 

b e ne  ne 

Pour  appliquer  cette  relation  au  quadrilatère,  il  suffit  de 
(aire  la  projection  par  des  droites  parallèles  à Ce,  de  ma- 
nière à avoir  un  point  double  en  projection. 


BC  BG 


On  tire  la  première  de  ces  deux  équations  de  celle  qui  pré- 
cède, en  observant  que  la  diagonale  B b étant  divisée  har- 
moniquement en  G et  e (3  H ) , on  a 

a i i Bb  Bb 

ïTn~  Tr.  ’ 0,1  TZ  + Tr.  = “ * (6I)* 


El  la  seconde  équation  résulte  immédiatement  de  la  pre- 
mière. 

VII.  Désignant  les  distances  des  six  sommets  et  points  de 
concours  du  quadrilatère , à une  droite  fixe  M,  par  ( A , M) , 
(n,  M),  etc.,  et  appelant  a,  6,  y les  points  milieux  des 
deux  diagonales  An  , BA  et  de  la  droite  Ce,  on  a la 
relation 

(A , M } (a,  M).§7  -t-  (B,  M)  (4,  M)  7a  -+-  (C,  M){c,  M)  a6  = o. 

En  effet,  si  l’on  projette  la  figure  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à la  transversale  M,  les  distances  ou  perpendicu- 
laires (A,  M) , etc.,  conservent  les  mêmes  grandeurs  en 
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projection,  et  les  segments  ë y , y a , ao  sont  proportionnels 
à leurs  projections,  parce  que  les  trois  points  a.  c,  y sont 
en  ligne  droite  (349,  corol.) ; de  sorte  qu'on  retrouve  la 
relation  d'involuliou  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
(i , 215)  ; et,  par  conséquent,  de  celte  relation  se  conclut 
la  proposition  actuelle. 

Mil.  ConoLLAiKE.  — Si  la  droite  M passe  par  le  som- 
met A,  le  rapport  des  distances  des  deux  points  B et  c à 

cette  droite  est  égal  au  rapport  et  de  même  le  rapport 

des  distances  des  deux  points  b et  C à la  mente  droite  est 

égal  à ~ ; de  sorte  que  l'équation  se  réduit  à 
AC 

AB  . A b __  o6 
AC  A c ot*y 


IX.  Soit  une  droite  fixe  N ; désignant  par  a , , ê , , y,  les 
trois  points  qui,  avec  cette  droite,  divisent  harmonique- 
ment les  deux  diagonales  A a , B b et  la  droite  Ce  , respec- 
tivement , et  appelant  n le  point  d'intersection  de  la  droite 
a,  6,  y,  (349)  par  la  droite  N , on  a la  relation 

6,7,.n>,  _ 7,a,./»G,  a,6,  .ny, 

(A,  N)(«,  N)  + (B,N)(A,N)  + (C,  N)(r,N)=I°' 


Cette  équation  dérive  de  la  première  équation  du  n°  229 , 
de  même  que  la  précédente  de  l’équation  (i  , 215). 

X.  I.es  deux  théorèmes  précédents  peuvent  être  considé- 
rés comme  des  cas  particuliers  d’une  même  proposition  gé- 
nérale , dans  laquelle  on  considère  les  distances  des  points 
Ji-  f du  quadrilatère  à deux  droites  fixes  IV1  et  N.  On  a , quelles 

que  soient  ces  deux  droites, 

(A,  M)  (a,  M)  (B,  M )(b,  M) 

(A,  N)  (n,  N)  ,7"  ' (B,  N)  (b,  N) 

A (C,  M ) ( r , M) 


7,6, .«e, 


(C,  N)(r,  N] 


»,  G,. «y,  = o. 
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Car  cette  équation  résulte  naturellement" (le  Ja  formule 
(215) , relative  à un  faisceau  de  six  droites  en  involuiiou. 

XI.  a,  S,  y élant  les  milieux  des  deux  diagonales  A a , 
HA  et  de  la  droite  Ce  . on  a la  relation 


1 1 1 

-f  %b  ,yc  -f  *yc,2S  +■  7 a = 11. 

F.n  effet,  si  l'on  projette  ortliogonalcmeut  la  ligure  sur 
une  droite  X,  on  a six  points  en  involulion  (3ii),  et  en 
appliquant  le  théorème  (222),  on  en  conclut  l'équation 

a a . cos!  ( a /? , XI. 6 y -+-  SA.  cos’  (*€  b , X ) . y * 

-+-  yc.COS5  (7  c,  X).a6-+-a6.6y.y*  . cos‘  ( a S,  X)  = o. 


Pour  une  autre  droite  X',  011  a une  relation  semblable; 
et,  en  supposant  les  deux  droites  rectangulaires,  on  conclut 
des  deux  équations,  ajoutées  membre  à membre,  relie  qu’il 
s’agit  de  démontrer. 

Remarque.  — Cette  équation  prouve  (d’après  222)  que 
les  circonférences  décrites  sur  les  trois  droites  A a , HA  et 
Ce,  comme  diamètres,  ont  le  même  axe  radical  (203). 

XII.  l.es  trois  droites  Au,  HA,  Ce  étant  coupées  en 
v,  v',  v"  par  une  transversale  N,  on  a la  relation 


a,n  S,y,  S,  b y,a,  y,r  a,S,  a,  6,  .*5, y,  .y,  a, 


«a. 


«y,  na,./>6,.«y, 


~ o. 


dans  laquelle  a,,  c,,  y,  et  u ont  la  même  signification  que 
dans  le  théorème  IX . 

fin  effet,  par  une  projection  de  la  ligure  sur  une  droite 
perpendiculaire  à la  droite  JN  , cette  relation  se  change  eu 
une  propriété  de  six  points  en  involulion  (222.  coro/f.  II). 


VI. 

351 . /fans  loul  quadrilatère  les  deux,  couples  île  cote' 
opposes  et  1rs  deux  diagonales  forment  trois  couples  de 
droites  qui  donnent  lieu , relativement  aux  angles  qu  elles 
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font  outre  c/lus , il  toutes  les  relations  il  involutton  il  ' un 
Jaisceau  de  six  droites. 

En  ellel,  si  l'on  conçoit  une  transversale  menée  arbi- 
trairement, elle  rencontrera  les  quatre  cotés  et  les  deux  dia- 
gonales du  quadrilatère  eu  six  points  eu  involulion  (339)  ; 
et  les  droites  menées  d’un  même  point  à ces  six  points  for- 
meront un  faisceau  en  involution.  Si  la  transversale  s'é- 
loigne à l’infini , ces  six  droites  seront  parallèles  aux  quatre 
côtés  et  aux  deux  diagonales  du  quadrilatère.  Donc,  etc. 

Autrement.  Ou  peut  donner  du  théorème  une  démons- 
tration directe.  Qu’on  mène  par  les  sommets  opposés  A , 
C,  des  parallèles  à la  diagonale  I)B  ( Jig . 55)  ; ces  sommets 
seront  les  centres  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites,  ayant 
les  mêmes  rapports  auharmoniques , parce  que  les  quatre 
droites  du  premier,  Al),  AB,  AC  cl  AI,  rencontrent,  res- 
pectivement, les  quatre  droites  du  second,  CI),  CB,  CA  et 
Cl',  en  quatre  points  en  ligne  droite.  Changeant  l’ordre 
des  quatre  droites  du  second  faisceau,  nous  dirons  que  les 
deux  séries  de  quatre  droites  AI),  AB;  AC,  Al  et  CB,  CD, 
CI',  CA  ont  leurs  rapports  auharmoniques  égaux.  Or  les 
deux  AC  et  CA  coïncident , et  les  deux  AI  et  CI'  sont  paral- 
lèles. Donc  les  deux  séries  ne  contiennent , quant  à la  direc- 
tion, que  six  droites,  conjuguées  deux  à deux  ; et  par  consé- 
quent, en  vertu  de  l égalité  des  rapports  auharmoniques, 
ces  six  droites  ont  entre  elles  toutes  les  relations  dévolu- 
tion (213).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Corollaire.  — On  conclut  du  théorème,  d’après  nue 
propriété  de  l’involution  (216) , que  : 

Quand  deujç  côtés  opposés  d’un  i/uadrilatère  sont  rec- 
tangulaires . ainsi  tpic  les  deux  diagonales , les  deux  autres 
côtés  sont  aussi  rectangulaires . 

On  reconnaît  aisément  que  cc  théorème  revient  à celui-ci , 
que,  dans  un  triangle,  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  sur  les  côtés  opposés  passent  par  un  même  point. 
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CHAPITRE  XIX. 

PROPRIÉTÉS  DI'  TRIANGLE. 


§ I.  — Théorèmes  généraux. 


I.  Triangle  coupé  par  une  transversale. 

352.  Un  triangle  ABC,  dont  les  côtés  sont  coupés  par 
une  transversale  en  trois  points  a,  b,  c (Jig.  56) , peut  être 
considéré  comine  un  quadrilatère  AB  ah,  dont  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  le  sommet  C du  triangle 
et  le  point  c sur  le  côté  opposé  AB.  Par  conséquent,  les  di- 
verses propriétés  du  quadrilatère  s’appliquent  au  triangle, 
notamment  celles  dans  lesquelles  nous  avons  considéré  les 
trois  couples  de  points  A,  a;  B,  />  et  C,  c comme  trois 
couples  en  involution  (350). 

De  ces  propriétés,  nous  ne  reproduirons  ici  que  la  se- 
conde, qui  donne  lieu  à cette  proposition  : 

Quand  un  triangle.  ABC  est  coupé  par  une  transver- 
sale abc , il  existe,  entre  les  segments  que  cette  droite 
fait  sur  ses  dotés,  la  relation 


(») 


a B b C c A 
«C  b\  cB 


Ce  théorème  dérive  ici  immédiatement  de  cette  considé- 
ration , que  les  projections  des  sommets  du  triangle  et  des 
trois  points  o,  ô,  c sur  une  même  droite  forment  sis  points 
en  involution  (350),  proposition  dont  la  démonstration  a 
été  très-simple.  Mais  ou  peut  démontrer  le  théorème  direc- 
tement de'diverses  autres  manières  également  simples. 

Que  l’on  mène  la  droite  ah'  parallèle  au  côté  BA  , et  que 

*7- 
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l’on  considère  les  quatre  droites  issues  du  point  a,  les- 
quelles étant  coupées  par  les  deux  côtés  AC,  AB,  donnent 


Mais 


b'C 
b' A 


bC  b'C  _ cB 
bA  b'  A c A 


(«*)■ 


a C 


•.  puisque  ab'  est  parallèle  à BA.  Doue 


«B  b C c A 
aC  h A tB 


Autrement . J. a transversale  donne  lieu  aux  trois  tri- 
angles A bc , Bc«,  C ab,  dans  lesquels  on  a 

Ab  sine  Bc  sinn  Cn  si  ri  h 

A c sin  b B n sin  e C b sinn 

Multipliant  ces  trois  équations  membre  à membre,  il  eu 
résulte 

n B b C c A 
«C  b A cB 

Ainsi  le  produit  des  trois  rapports  est  égal  à l'unité.  Mais 
il  ne  s'agit  ici  que  de  la  valeur  numérique , ou  absolue,  du 
produit,  abstraction  faite  de  son  signe,  parce  que,  dans 
les  proportions  dont  nous  nous  sommes  servi,  les  rapports 

etc.,  n admettent  pas  de  signes,  puisque  les  deux  seg- 
ments qui  y entrent  sont  comptés  sur  des  lignes  différentes. 
Par  conséquent  la  démonstration  n’est  pas  complète  comme 
les  précédentes  ; il  reste  à démontrer  qu'en  observant,  relati- 
vement aux  segments  formés  sur  chacun  des  trois  côtés  du 
triangle,  la  règle  générale  des  signes,  c’est  le  signe  -t-  qui 
convient  au  second  membre  de  l’équation.  Or  cela  résulte 
d’une  vérification  facile;  car  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas 
relativement  à la  position  des  trois  points  a,  b,  c,  savoir, 
que  deux  de  ces  points  soient  sur  deux  côtés  du  triangle,  et 
le  troisième  sur  le  prolongement  du  tioisième  côté,  ou  bien  , 
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que  les  trois  points  soient  tous  les  trois  sur  les  prolonge- 
ments des  trois  eûtes.  Dans  le  premier  cas,  deux  rapports 
seront  négatifs  et  le  troisième  positif,  et,  dans  le  second 
cas,  ils  seront  tous  les  trois  positifs.  De  sorte  que  le  signe 
du  produit  des  trois  rapports  est  toujours  positif. 

353.  Lemmf.. — Si  par  les  sommets  d'un  triangle  ARC 
on  mène  trois  droites  quelconques  qui  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  a , b,  c , on  aura  la  ivlation 

«B  b C rA sin  «AB  sin  b BC  sin  rCA 

nC  b A rR  sin  a AC  sinèBA  sin  eCB  ’ 


dans  laquelle  s’observe  la  règle  des  signes. 

Chaque  rapport  de  segments,  tel  que  ( fi  g.  57)aévi- 

flC, 

déminent  le  même  signe  que  le  rapport  de  sinus  correspon- 
dant sm  " U suffit  donc  de  démontrer  que  les  deux  mein- 
sinflAB  ‘ 


bi  •es  de  l'équation  sont  égaux  numériquement.  Or  ou  a, 
dans  le  triangle,  les  trois  équations 


aB  sinflAB  AB  b C sinèBC  BC  rA^sinrCA  CA 

flC  sin  «AC  AC’  b A sin  ABA  Ba’  rR  sin  c CB  CB’ 

qui , multipliées  membre  à membre , donnent  l’équation 
qu'il  s’agit  de  démontrer.  Donc,  etc. 

35t.  Si,  par  les  sommets  d’un  triangle  ABC  ( fig.  58) 
on  mène  trois  droites  rencontrant  les  côtés  opposés  en 
trois  points  a,  b,  c situés  en  ligne  droite,  il  existe,  entre 
les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font,  chacune  avec  les 
deux  côtés  de  l'angle  d’où  clic  part , la  relation  suivante  : 

sin«AB  sin  6 RC  sin  c CA 

sin  a AC  sin  b BA  sin  rCB  1 

Cette  proposition  résulte  de  la  précédente  en  vertu  du 
lemme. 
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si  ut  renient.  — La  figure  présente  un  quadrilatère  Allai 
avec  scs  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  ; et  la  relation  qu’il  s’agit  de  dé- 
montrer est  une  des  relations  d’involution  qui  ont  lieu 
dans  ce  quadrilatère,  en  'vertu  du  théorème  général  (351  ). 
Doue , etc. 

353.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  (352  et  354) 
sont  vraies,  c’est-à-dire  que  si,  sur  les  trois  côtés  d'un  tri- 
angle AI3C  on  prend  trois  points  a , b,  c tels,  que  l'une  ou 
l’autre  des  deux  équations  ( t)  et  (a)  ait  lieu , ces  trois  points 
seront  en  lisne  droite. 

O 

En  effet,  appelons  c'  le  point  où  la  droite  ab  rencontre 

le  côté.  AB, ‘on  aura  (352) 

» 

n B b C r'A 

d c ’ SI" Fi i~  4~1’ 

El  puisque,  par  hypothèse,  l’équation  (i)  a lieu  , il  s’ensuit 

c'A  c A 

c7!  ~ «Tb  ’ 

ce  qui  prouve  que  le  point  c1  coïncide  avec  le  point  c.  Le 
raisonnement  est  le  même  à l’égard  de  l’équation’ (a). 

11  Triangle  dans  lequel  trois  droites  menées  par  les  sommets 
concourent  en  un  même  point. 

356.  Si  d’un  point  O (fig.  5g)  on  mène  des  droites  aux 
trois  sommets  d’un  triangle  ABC,  ces  droites  et  les  côtés 
du  triangle  forment  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales 
d’un  quadrilatère  OACB;  par  conséquent,  il  existe  entre 
ces  trois  droites  et  les  côtés  du  triangle  toutes  les  relations 
d’angles  qui  ont  lieu  dans  un  faisceau  de  six  droites  en 
involution  (351);  de  là  résultent  diverses  propriétés  du  tri- 
angle. Nous  ne  reproduirons  ici  que  la  suivante: 

Quand  trois  droites  issues  des  sommets  tl'un  triangle 
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ABC',  passent  par  un  même,  point  O,  on  a entre  les  sinus 

des  angles  quelles  font,  chacune  avec  les  deux  côtés  rie 

l’angle  d’où  elle  part , la  relation 

sinOAB  sinOBC  sinOCA 

(3)  — ■ - — = — i . 

sinOAC  sinOBA  smOCB 

Il  est  très-facile  île  démontrer  ce  théorème  directement  ; il 
suffit  de  considérer  les  trois  triangles  qui  ont  pour  sommet 
commun  le  point  O,  et  pour  bases  les  trois  côtés  du  triangle 
ABC;  ils  fournissent  les  trois  équations 

sin  OAB  _ OB  sin  OBC  _ OC  sin  OCA  _ OA 

sin  OBA  ~ OA’  sinOCB  ~ Oit’  sin  O AC  OC  ' 

qui,  multipliées  membre  à membre,  donnent 

sinOAB  sinOBC  sin  OCA 
sin  OAC  sin  OBA  sîn  OCB 


Cette  équation  n 'implique  que  la  valeur  numérique  de 
l’expression  (pii  forme  le  premier  membre,  parce  que  les 
équations  dont  on  a fait  usage  ne  comportent  pas  de  signes. 
Mais  ou  reconnaît  immédiatement  que  si  l’on  applique  à 
la  figure  le  principe  des  signes,  chacun  des  trois  rapports 
de  sinus  est  négatif  quand  le  point  O est  situé  dans  l’in- 
térieur du  triangle,  et  que  deux  de  ces  rapports  sont  po- 
sitifs et  le  troisième  négatif  quand  le  point  O est  pris  au 
dehors  du  triangle,  d’où  il  résulte  que  le  second  membre 
de  l’équation  est  — t . 

357.  U’api  ■ès  le  lemme  (353)  on  peut  remplacer  dans 
b équation  (3)  les  sinus  des  angles  par  les  segments  que  les 
trois  droites  forment  sur  les  côtés;  et  l'on  a ce  théorème  : 

Les  droites  menées  d’un  même  point  aux  trois  sommets 
d’un  triangle  ABC’,  (fig.  6o)  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  trois  points  a,  b,  c tels,  que  l'on  a l'équation 

..  «B  AC  c A 
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358.  Les  réciproque»  des  deux  théorèmes  précédents  ont 
évidemment  lieu;  c’est-à-dire  que  : si  par  les  sommets  d'un 
triangle  ABC  on  mène  trois  droites  telles,  que  l'une  ou 
l’autre  des  deux  équations  (3  et  4)  soit  vérifiée,  les  trois 
droites  passeront  par  un  même  point. 

III.  Théorèmes  dans  lesquels  on  considère  à ta  fois  un  point  et 
une  droite  dans  le  plan  d’un  triangle. 

359.  Étant  donnés  un  triangle  et.  une  transversale , 
si  (T un  même  point  on  mène  des  droites  aux  sommets 
du  triangle  et  aux  points  où  la  transversale  rencontre 
les  côtés  opposés,  ces  droites  formeront  trois  couples  en 
involution . 

En  effet,  le  triangle  ABC  ( fig . 6i)  et  la  transversale 
forment  un  quadrilatère  ABaù  dout  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  sont  le  sommet  C du  triangle  et  le  point  c 
intersection  du  côté  opposé  AB  par  la  transversale.  Les  six 
droites  que  l’on  a à considérer,  savoir  OA,OB,  OC,  et 
leurs  conjuguées  On , O b,  Oc',  forment  donc  un  faisceau  en 
involution  {343).  c.  q.  f.  n. 

Réciproquement:  Si  d’un  même  point  on  mène  des 
droites  aux  trois  sommets  d’un  triangle  et  trois  autres 
droites  formant  avec  ces  premières  trois  couples  en  invo- 
lution , ces  trois  droites  iront  rencontrer  les  côtés  opposés 
du  triangle  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  a , b,  c ces  trois  points.  Appelons  c'  le 
point  où  la  droite  ab  rencontre  le  côté  AB;  la  droite  Oc', 
d’après  la  proposition  qui  vient  d’être  démontrée,  forme 
une  involution  avec  les  cinq  OA,  On;  OB,  O b et  OC. 
Mais,  par  hypothèse,  c’est  Oc  qui  forme  cette  involution; 
donc  le  point  c'  n’est  autre  que  le  point  c.  Donc,  etc. 

369.  Coroll*irf..  — f.e  théorème  (359) , si  l’on  y sup- 
pose la  transversale  à l’inlini , prend  cet  énoncé  : 

Si  par  un  même  point  on  mène  des  droites  aux  trois 
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.sommets  d’un  triangle  et  des  parallèles  aux  trois  côtés, 
ces  sir  droites  forment  trois  couples  en  involution . 

Et  réciproquement  : Si  par  les  sommets  d’un  triangle 
on  mène  trois  droites  faisant  avec  les  côtés  opposés,  res- 
pectivement , trois  couples  de  droites  parallèles  aux  rayons 
d’un  faisceau  en  involution  , ces  trois  droites  concourront 
en  un  même  point. 

C’est , sous  un  autre  énoncé , (a  même  propriété  que  pré- 
cédemment (356) , savoir,  que  les  trois  droites  menées  aux 
sommets  d’un  triangle  ont  avec  les  côtés  toutes  les  relations 
d'angles  de  six  droites  en  involution. 

361 . Si  d’un  même  point  on  mené  trois  dioites  aux 
sommets  d’un  triangle , toute  transversale  rencontrera  ces 
droites  et  les  côtés  du  triangle  en  six  points  formant  trois 
couples  en  involution . 

En  ellêt,  les  deux  droites  OA , OB  [Jig-  6a)  et  les  deux- 
côtés  AC,  BC  du  triangle  forment  un  quadrilatère  dont  les 
diagonales  sont  la  troisième  droite  OC  et  le  troisième  côté 
AB.  Ce  quadrilatère  est  coupé  par  la  transversale  en  six 
points  en  involution  (339).  Mais  trois  de  ces  points,  a , 
b , c,  appartiennent  aux  côtés  du  triangle,  et  les  trois  points 
conjugués  a h',  c'  aux  droites  menées  à ses  sommets. 
Donc,  etc. 

Réciproquement:  Si  sur  une  transversale  qui  rencontre 
les  côtés  d’un  triangle  en  trois  points,  on  prend  trois 
autres  points  quelconques,  formant  avec  ceux-là  trois 
couples  en  involution , les  droites  menées  de  ces  trois 
points  aux  sommets  opposés  du  triangle  concourront  en 
un  même  point. 

Cette  proposition  inverse  est  une  conséquence  évidente 
du  théorème. 

IV'.  Triangles  inscrit  et  circonscrit  l’un  à l’autre. 

362.  Les  deux  théorèmes  (352  et  356)  peuvent  être 
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compris  dans  uuc  même  proposition  dont  ils  dériveront 
l’un  et  l’autre  comme  cas  particuliers.  Cette  proposition 
exprime  tout  à la  fois  une  propriété  de  trois  points  quel- 
conques pris  sur  les  côtés  d’un  triangle,  lesquels  peuvent 
être  eu  ligne  droite , et  une  propriété  relative  à trois  droites 
quelconques  menées  par  les  sommets  d'un  triangle,  les- 
quelles peuvent  être  concourantes  en  un  même  point;  en 
voici  l’énoncé  : 

Si,  par  les  sommets  rl'un  triangle  ABC  (fig.  63),  on 
mène  trois  droites  Àa,  Bb,  Ce  qui  forment  un  secotnl 
triangle  abc  circonscrit  au  premier,  on  a la  relation 

• 

_ A a B/»  Ce  __  sin  «AC  sinêBA  sinrCB 
A c B a Ch  sin  «AB  sin  ÔBC  sincCA 

En  ellét,  la  proportionnalité  des  sinus  des  angles  aux 
côtés  opposés,  dans  les  trois  triangles  «AB,  ABC,  cCA, 
donne  trois  équations  qui . multipliées  membre  à membre, 
produisent  celle-ci  : 

A a B b Ce sin  «B  A sin  b CB  sine  AC 

B«  Ci  A r sin  a AB  sin  ABC  sincCA 

Pour  iutroduire  des  rapports  de  deux  sinus  d angles  ayant 
un  côté  commun,  qui  donnent  lieu  à l’application  du  prin- 
cipe de  signes,  dont  cette  équation  est  indépendante,  on 
remplacera  les  angles  c AC,  ACB,  a BA  par  leurs  supplé- 
ments «AC,  cCB,  ABA,  et  l’équation  devient,  sauf  le 
signe  du  second  membre,  celle  qu’il  s'agit  de  démontrer. 
Ainsi  il  est  prouvé  que  les  deux  membres  de  l’équation  (5) 
sont  égaux  numériquement;  mais  il  reste  à démontrer  que 
leurs  signes  sont  différents , quand  ou  donne  des  signes  aux 
segments  et  aux  sinus  qui  y entrent.  Ce  complément  de  la 
démonstration  se  fait  par  une  vérification  sur  la  figure, 
dans  les  quatre  cas  qu’elle  peut  présenter.  Nous  disons 
quatre  cas;  rar  les  trois  droites  menées  par  les  sommets 
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du  triangle  ABC  el  qui  forment  le  triangle  circonscrit  abc , 
peuvent  être,  ou  toutes  les  trois  extérieures  au  triangle, 
ou  toutes  les  trois  intérieures,  ou  une  intérieure  et  deux 
extérieures,  ou  enfin  uue  extérieure  et  deux  intérieures.  On 
reconnaît  aisément  que  dans  tous  les  cas  les  signes  des 
deux  membres  de  l’équation  sont  différents. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  (*) 

Corollaires.  — Voici  comment  cette  proposition  donne 
lieu  aux  deux  théorèmes  (352  et  336)  comme  cas  particu- 
liers : 

i°.  Que  l’on  considère  la  proposition  comme  se  rappor- 
tant à trois  points  A,  B,  C pris  sur  les  cètés  du  triangle 
abc,  et  qu’on  suppose  ces  points  en  ligne  droite , on  trouve 
que  le  second  membre  de  l’équation  devient  égal  à -+-  1,  et 
l'on  a en  conséquence 

A a RA  Ce  _ 

A r B « CA 

Ce  qui  est  le  théorème  (332). 

2°.  On  peut  regarder  la  proposition  comme  exprimant 
une  propriété  relative  à trois  droites  menées  par  les  som- 
mets d’un  triangle  ABC,  et  si  l'on  suppose  que  ces  trois 
droites  concourent  en  un  même  point  O,  alors  les  trois 
points  a,  b,  c coïncideront  en  ce  point  unique,  les  trois 

rapports  ^ 1 etc.,  deviendront  égaux  à l’uuité,  et  l'on  aura 

l’équation 

sin  OaC  sin  OBA  sin  OCR  _ 
sinOAU  sin  OBC  sinOCA 

Ce  qui  exprime  le  théorème  (356). 


(*)  Nous  donneront*  plus  loin  ( 364  ) dem  autre»  démonstrations  du 
théorème,  qui  comporteront  l'application  de  la  règle  des  signe* 
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V.  Réflexions  sur  le  caractère  des  démonstrations  fondées  sur 
les  théories  exposées  dans  cet  ouvrage.  — Autres  démonstra- 
tions du  théorème  précédent. 

363.  La  démonstration  précédente  est  très-simple  en  ce 
qui  concerne  l’égalité  numérique  des  deux  membres  de 
l’équation  qu’il  s'agissait  de  démontrer;  mais  il  faut  dire 
que  la  vérification  relative  au  signe  n’est  pas  aussi  simple, 
parce  qu’elle  exige  l’examen  de  quatre  cas  différents  que  peut 
présenter  la  figure.  On  conçoit  que  si , au  lieu  d’un  simple 
triangle,  il  s’agissait  d’un  polygone  quelconque,  on  pour- 
rait avoir,  pour  une  pareille  question  de  signe,  à exami- 
ner un  beaucoup  plus  grand  nombre  de  cas  ; ce  qui  pour- 
rait présenter  des  difficultés  réelles,  et  ce  qui,  d’ailleurs, 
n’est  pas,  en  général,  une  marche  satisfaisante.  11  est  donc 
à désirer  que  l’on  puisse  adapter  aux  propositions  du  genre 
de  celle  qui  précède,  des  démonstrations  qui  comportent 
par  elles-mêmes  toutes  les  conditions  de  signes , nous  pou- 
vons dire  des  démonstrations  complètes.  C’est  la  notion 
du  rapport  unhannonique  et  les  théories  qui  s’en  sont  dé- 
duites naturellement,  qui  paraissent  destinées  à procu- 
rer ces  démonstrations  adéquates.  Sous  ce  point  de  vue, 
ces  théories  ont  dans  la  géométrie  moderne  un  caractère 
qui  les  distingue  essentiellement , en  les  rendant  propres 
à donner  aux  conceptions  géométriques  toute  la  généralité 
dont  sont  empreints  les  résultats  de  l’analyse.  Il  sera  donc 
utile  d’étendre  les  usages  de  ces  méthodes,  et , pour  cela  , 
de  chercher  à les  appliquer  aux  propositions  mêmes  pour 
lesquelles  les  procédés  ordinaires  de  la  géométrie,  tels  que 
la  proportionnalité  des  côtés  dans  les  triangles  semblables, 
ou  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés  dans  tout  tri- 
angle, fournissent  une  démonstration  Taj&ile;  à plus  forte 
raison,  quaud  cettè  démonstration  n’embrasse  qu’une  par- 
tie de  la  proposition,  comme  cela  a eu  lieu  dans  le  théo- 
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rèmc  précédent.  Nous  ne  doutons  pas  qu’on  ne  parvienne 
toujours  à une  démonstration  vraiment  satisfaisante.  Du 
moins  les  applications  déjà  faites  ici  des  méthodes  en 
question  aux  figures  rectilignes,  et  surtout  l’étendue  et 
la  facilité  de  celles  qui  se  présenteront  dans  la  théorie  des 
sections  coniques , comme  dans  celle  des  courbes  du  troi- 
sième degié  et  des  surfaces  du  second  ordre,  nous  per- 
suadent que  ces  méthodes  fécondes  forment  les  bases  natu- 
relles de  la  géométrie. 

Appliquons-les  au  théorème  précédent. 

364.  Autre  démonstration  du  théorème  (362).  — Les 

trois  droites  menées  du  point  a aux  sommets  du  triangle 

ARC.  ( fig.  64  ) , donnent  la  relation 

sinaAC  sin  èBA  sin  fl  CB 

. ; . — — 1 586  ) ; 

sin  a AB  sin&BC  sin  «CA  ' ' 


et  la  droite  AR,  qui  coupe  les  trois  côtés  du  triangle  abc , 
donne  celle-ci  : 


On  a donc 


A « B h y c 
A C B « y h 


( 58S  ) . 


A«  Bè  yc  sin  «AC  sinèBA  sin  «CB 

A c.  B « y b sin  « AB  sin  ABC  sin  «CA 


Or  les  quatre  droites  issues  du  point  C,  savoir  CA  , C«  , 
CR  et  Ce,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des 
quatre  points  A , a1,  R,  y,  lequel , à cause  des  droites  con- 
courantes en  a , est  égal  à celui  des  quatre  points  c , C , b 
et  y.  On  a donc  l’égalité 

sin  « CA  sincCA  Ce  yc 

sin  <1  CB  ‘ sin  c CB  Cé’yA 


Et,  par  suite , l'équation  précédente  devient 

An  B A Ce sin  n AC  sinèBA  sine  CB 

A c Bfl  Ch  sin  « AB  sinèBC  sin  c CA 


c.  q.  F.  n. 
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Autrement.  Les  trois  triangles  aAB,  b BC  et  cCA  , cou- 
pés respectivement  par  les  transversales  bc , ca  et  ah , don- 
nent ( fig . 65)  les  trois  équations 

y A bH  ca  rC  ni  IC  «A  bc 

yB  ba  c A ’ aC  cb  nB  ’ <5A  ac  b C 

Multipliant  ces  équations  membre  à membre,  on  obtient 

y A a B 6C  AB  cC  a A 

y~B  ‘ ÏC  ‘ Tk  ’el  ' JB  ‘ bC  ~ ~ * ’ 

OU 

a A AB  cC  _ aC  6 A y B 

«B  iC  fA  a B € C y A 

Or,  d’après  le  lemme  (353) , on  a dans  le  triangle  ABC 

*C  6 A y B sinaAC  sinABA  sinrCB 

aB  6C  yA  sinnAB  sin  ABC  sinrCA 

Donc 

a A AB  rC  sin  a AC  sinABA  sin  c CB 

nB  AC  r A sinnAB  sin  A BC  sinrCA 

c.  Q.  F.  n. 

VI.  Triangles  liomologiques. 

3B5.  Quanti  deux  triangles  ont.  leurs  sommets  deux  à 
deux  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point, 
leurs  côtes  se  rencontrent , deux  à deux , en  trois  points 
situés  en  ligne  droite. 

Soient  ABC,  abc  (fig-  66)  les  deux  triangles  dont  les 
sommets  sont,  deux  à deux,  sur  les  trois  droites  A a,  B A,  Ce 
concourantes  en  un  même  point  S;  je  dis  que  les  trois  côtés 
AB,  BC,  CA  du  premier  rencontrent  respectivement  les 
trois  côtés  ab,  bc , ca  du  second  en  trois  points  y,  a , 6 
situés  en  ligne  droite. 

En  cllet , les  deux  côtés  AB , ab  rencontrent  la  droite  SCc 
en  deux  points  D,  d\  et  l’on  a sur  ces  deux  côtés , respec- 
tivement , les  deux  séries  de  quatre  points  A , D,  B,  y et 
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a , il,  b , y dout  K*»  rapports  aiiliai  mouiqucs  .soin  égaux, 
parce  que  les  trois  droites  Art,  !><■/,  Bi  concourent  en  un 
même  poiut.  Donc  les  quatre  droites  issues  du  point  11 , 
CA,  CD,  CB,  Cy,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  a 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  c,  ca , cil , cb , cy. 
Mais  dans  ces  deux  faisceaux,  les  deux  droites  homologues 
CD,  cd  coïncident;  donc  les  trois  autres  droites  du  premier 
faisceau  rencontrent  respectivement  les  trois  droites  h auto- 
logues du  second  faisceau  eu  trois  points  situés  en  ligue 
droite  (AB).  Donc  les  trois  points  £,  a,  y sont  un  ligne 
droite.  c.  y.  r.  d. 

3ü<>.  Réciproquement  : St  deux  triangles  sont  tels,  que 
leurs  côtés  se  coupent,  fieux  à deux  respectivement , en 
trois  points  situés  en  ligne  droite. , leurs  sommets  sont  sur 
trois  droites  concourantes  en  un  même  point. 

Les  trois  points  a , 6 , y étant  supposés  en  ligne  droite,  je 
dis  que  les  trois  droites  An,  ISA , Ce  concourent  en  un 
même  point.  Kn  effet,  les  quatre  droites  issues  du  point  C, 
Cy,  Cor,  Ce  et  CS,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  c,  cy,  ca,  c C et  cS, 
parce  que  celles-ci  rencontrent  la  droite  yac  aux  mêmes 
points  que  les  quatre  premières,  respectivement;  donc  les 
quatre  points  y,  B',  A , D ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à celui  des  quatre  points  y,  b,  a,  d-,  donc  les  trois 
droites  BA,  D d ou  Ce  et  Art  concourent  en  un  même 
point  (38).  c.  y.  r-  n. 

3B7.  Cos  théorèmes  sont  attribués  à Desargues,  parce 
qu’on  les  trouve,  avec  quelques  autres  propositions,  à la 
suite  du  Traité  de  Perspective  de  Bosse,  imité  des  Mé- 
thodes de  Perspective  de  Desargues.  Les  démonstrations  y 
sont  longues  et  pénibles.  Depuis  . ils  ont  été  démontrés  par 
plusieurs  auteurs,  et,  en  dernier  lieu,  par  M.  Poncelet, 
(Unis  sou  Traité  des  Propriétés  projectives  (page  on 
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ccs  théorèmes  forment  la  base  <le  la  théorie  des  figures  ho- 
mologiques.  Cette  théorie  sera  exposée  dans  un  des  chapi- 
tres suivants  (XXVe,  § III);  nous  dirons  seulement  ici  que 
M.  Poncelet  a appelé  centra  d homologie  des  deux  triangles 
le  point  de  concours  des  droites  qui  joignent  leurs  sommets 
correspondants , et  axe  d'homologie  la  droite  sur  laquelle 
leurs  côtés  se  coupent  deux  à deux;  les  deux  triangles  eux- 
mèmes  sont  dits  homologiques. 

Les  deux  triangles  donnent  lieu  à diverses  relations  de 
grandeur,  ou  relations  métriques,  fort  importantes,  qui 
dérivent  immédiatement  de  la  notion  du  rapport  anharmo- 
nique;  mais  ces  relations  devant  se  présenter  plus  tard 
comme  conséquences  naturelles  de  la  théorie  générale  des 
figures  homo graphiques  (chap.  XXV) , nous  n'en  parle- 
rons pas  ici. 

3(58.  Lemmk.  — Étant,  pris  sur  une  première  droite 
( (ig.  67)  deux  points  A , 15,  et  sur  une  seconde  deux  points 
a,  b,  et  étant  menées  les  droites  Aa,  15b  qui  se  ren- 
contrent en  mi  point  S;  si  l’on  fait  tourner  la  seconde 
droite  ab  autour  de  son  point  de  rencontre  y avec  la  pre- 
mière, le  point  S change  rie  position  , et  alors  il  arrive  : 

i°.  Que  la  droite  menée  par  le  point  S parallèlement  à 
la  droite  ab,  dans  chacune  de  ses  positions , rencontre  la 
droite  AB  toujours  en  un  menu:  point  I ; 

El  a°  que  le  poitlf..  S décrit  On  cercle  qui  a pour  centre  . 
ce  point  I. 

En  elfet,  les  quatre  points  A , 15,  y , I ont  leur  rapport 
anharraonique  égal  à celui  des  quatre  a , />,  y et  l'infini , 
»ur  la  droite  ah  ; et  cette  égalité  détermine  la  position  du 
point  I.  Par  conséquent,  cette  position  reste  la  même  quand 
la  droite  ab  tourne  autour  du  point  y.  Ce  qui  démontre  la 
première  partie  du  lenime. 

Quant  à la  seconde,  les  deux  triangles  semblables  5151  et 
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A By  donnent 


Sl_BI 

by  B 7 ’ 


ou 


SI 


Bl.è/ 

B 7 ' 


173 


Cette  valeur  de  SI  est  constante.  Donc  le  point  S décrit  un 
cercle  qui  a pour  centre  le  point  I.  c.  q.  f.  n. 

Remarque.  — Si  la  droite  ab , en  tournant  autour  du 
point  y,  sort  du  plan  de  la  figure,  le  point  I sera  toujours 
fixe,  et  le  point  S décrira  une  sphère  avant  son  centre  en 
ce  point. 

309.  Quand  deux  triangles  sont  homolo giques,  si  l’on 
fait  tourner  le  plan  de  l’un  d'eux  autour  de  l'axe  d'ho- 
mologie , les  droites  qui  joignent  deux  à deux  leurs  som- 
mets homologues  concourent  en  un  même  point  ; et  ce 
point , variable  de  position,  décrit  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à l'axe  d'homologie. 

E11  ell'el,  si  l'on  fait  tourner  le  triangle  acb  ( fig . 68) 
autour  delà  droite  ao,  les  deux  droites  AB,  «A," qui  se  ren- 
contrent en  y,  sont  dans  un  mèm,c  plan,  et  par  conséquent 
les  deux  droites  A a,  B b se  rencontrent,  puisqu’elles  sont 
dans  ce  plan.  Pareillement,  la  droite  Aa  rencontre  la  droite 
Ce,  et  celle-ci  rencontre  la  droite  BA.  Or  ces  trois  droites 
A a , B A et  Ce,  qui  se  rencontrent  deux  à deux,  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan;  il  s’ensuit  qu’elles  se  rencontrent  en 
un  même  point  S. 

Menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés  du 
triangle  abc,  lesquelles,  étant  dans  un  même  pian  parallèle 
à celui  du  triangle,  rencontreront  les  côtés  du  triangle 
fixe  ABC  en  trois  points  I,  J,  E situés  sur  une  droite  pa- 
rallèle à l’axe  d’homologie  aoy.  D'après  le  lemme,  ces 
trois  points  resteront  fixes,  et  seront  les  centres  de  trois 
sphères  sur  lesquelles  se  mouvra  le  point  S.  Donc  ce  point 
décrira  un  cercle,  intersection  commune  de  ces  sphères,  et 
situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à la  droite  IJK,  et  par 
conséquent  à l’axe  d homologie  aêy.  c.  q.  f.  d. 

18 
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Remarque.  — Les  trois  droites  A a , B&,  Ce  concourant 
en  un  même  point  dans  l’espace,  le*  deux  triangles  sont  la 
pcrpectivc  l'un  de  l'autre;  on  peut  donc  donner  au  théo- 
rème cet  énoncé  : 

Quand  on  a mis  en  perspective  une  figure  plane  sur- 
un  taldcali  plan , si  l’on  fait  tourner  le  tableau  autour  de 
la  ligne  de  terre  (*) , les  deux  figures  restent  toujours  en 
perspective , et  le  lieu  de  l'œil,  qui  change  de  position 
dans  l'espace,  décrit  un  cercle  situé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à la  ligne  de  terre  ( ¥*) . 

§ II.  — Application  des  théorèmes  précédents  à la 
démonstration  de  diverses  propriétés  du  triangle. 

I. 

570-  La  proposition  (332),  relative  aux  segments  qu’une  trans- 
versale fait  sur  les  côtés  d’un  triangle,  est  ronnue  généralement 
sous  le  nom  de  T/icorèmc  rie  Ptolémée , parce  qu’on  la  trouve  dans 
le  grand  Truité  iTjistronomie'ûe  ce  géomètre,  où  elle  sert  pour 
démontrer  le  théorème  analogue  sur  la  sphère,  qui  forme  la  base 
de  la  trigonométrie  sphérique  des  Grecs.  Mais  cette  proposition 
n'est  pas  de  Ptolémée;  elle  remonte  plus  haut  : car  on  la  trouve 
dans  les  sphériques  de  Ménélaus  , géomètre  antérieur,  de  près  d’un 
siècle,  à Ptolémée.  Plus  tard,  Pappus  l’a  démontrée  et  s’en  est 
servi  dans  ses  Collections  mathématiques.  Les  Arabes,  et  les  geo- 
mètres  européens  à la  renaissance  et  encore  au  xvn' siècle,  en  ont 
fait  un  grand  usage.  On  la  trouve  notamment  dans  le  petit  traité 
de  Pascal  intitulé  Essai  pour  les  coniques. 

Chez  les  Anciens,  ce  théorème  servait  principalement  pour  com- 


( * ) On  appelle  ligne  de  terre  la  droite  d'iule  section  du  plan  de  la  figure 
mise  en  perspective,  par  le  plan  du  tableau . 

Celle  proposition  ne  se  rencontre  pas  dans  les  Traités  det  Pcrsprc- 
ffW|,  où  elle  serait  de- nature  à trouver  place,  .le  ne  sais  mémo  si.  on  I*a 
quelquefois  énoncée;  mais  elle  est  comprise  implicitement  dans  les  beau* 
théorèmes  de  M.  Poncelet  sur  In  perspective  des  sections  coniques  (Voir 
Traité  des  Progt  ictéf  projective*  des  figures  pages  55  et  75.) 
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poser  les  raisons  de  raisons , c’est-à-dire  pour  former  le  produit  de 
deux  rapports,  et  l’exprimer  par  un  rapport  unique.  Ainsi,  soient 
m A n D . _ 

et  — ( fig.  (><))  les  deux  rapports  dont  on  veut  former  le  pro- 
duit. On  place  les  deux  lignes  raA,  ni)  <le  manière  que  leurs  ex- 
trémités A et  D coïncident , et  l’on  forme  ainsi  le  triangle  BAC , 
dans  lequel  la  droite  mn  détermine  sur  la  hase  BC  les  deux  seg- 


P c 

monts  pC , pR  , dont  le  rapport  est  égal  au  produit  des  deux 

p B 


rapports. donnés.  Les  Arabes  se  sont  beaucoup  exercés  sur  ce 
sujet , aujourd’hui  de  peu  d’intérét. 


Le  théorème  (387)  sur  les  segments  que  trois  droites  menées 
d'un  même  point  aux  trois  sommets  d’un  triangle  font  sur  les 
côtés  opposés,  avait  cté  attribué  à Jean  Bernoulli , parce  qu’on  le 
trouve  dans  le  recueil  de  ses  œuvres  (t.  IV,  p.  33)'.  Mais  on  a re- 
marqué depuis  que  ce  théorème  avait  été  démontre  antérieure- 
ment, parle  géomètre  italien  Jean  de  Céva , dans  un  ouvrage 
intitulé  : Dr  liqeh  redis,  sr  invieem  secantibus , statica  eonstruetia 
(Milan,  1678,  in-4") , ouvrage  dans  lequel  l’auteur  emploie  des 
démonstrations  fondées  sur  des  considérations  de  statique. 

M-  Carnot,  après  avoir  démontré  ces  deux  théorèmes  dans  sa 
Gcomctric  cir  position , les  a reproduits  dans  son  Mémoire  intitulé 
Essai  sur  la  théorie  des  transversales , en  les  regardant,  le  pre- 
mier principalement,  comme  le  fondement  de  cette  théorie.  « Ce 
» théorème,  «lit  l’illustre,  auteur,  qui  doit  être  regardé  connue 
» le  principe  fondamental  de  toute  la  théorie  des  transversales...  •> 

Les  deux  théorèmes  ont  eu,  dans  les  .ouvrages  de  M.  Carnot, 
et  depuis  dans  ceux  de  quelques  autres  géomètres,  un  usage  spé- 
cial et  un  usage  général.  Un  usage  spécial  pour  démontrer,  par 
l’un,  «pie  trois  points,  considérés  dans  une  figure,  sont  en  ligne 
droite,  et  par.  l'autre,  que  trois  droites  passent  par  un  même  point. 
C’est  ainsi  qu’on  démontre  avec  une  grande  facilité,  par  exemple, 
que  les  trois  centres  de  similitude  directe  de  trois  cercles  pHs  deux 
à deux,  sont  en  ligne  droite;  ou  bien  que  les  droites  menées  des 
sommets  d’un  triangle  aux  milieux  «l«,s  côtés  opposés  passent  par 
un  même  point.  Dans  leur  usage  général,  les  «leux  théorème;» 

18. 
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peuvent  servir  de  lien  ou  de  transition  pour  la  démonstration 
d’autres  propositions.  On  peut  en  faire  usage,  par  exemple,  pour 
démontrer  les  propriétés  du  quadrilatère  sur  l’involution.  Mais 
ces  applications  des  deux  théorèmes  sont  bornées,  et  les  démons- 
trations qu’ils  procurent  sont,  en  général,  beaucoup  moins  fa- 
ciles que  celles  que  procure  la  théorie  du  rapport  anharmonique. 
On  le  conçoit;  car,  outre  que  les  deux  théorèmes  sont  moins 
simples  que  la  notion  du  rapport  anharmonique , et  moins  pro- 
pres, par  conséquent,  à trouver  des  applications,  ils  se  réduisent 
à eux-mêmes  et  ne  donnent  pas  lieu  à «les  théories  étendues  comme 
celles  du  rapport  anharmonique,  de  la  division  homographique', 
et  de  l’involution,  qui  ne  sont  au  fond  que  des  développements 
de  cette  notion  simple  et  élémentaire  du  rapport  anharmonique. 

571.  On  ne  s’est  servi,  jusqu’ici , que  des  deux  théorèmes  dont 
nous  venons  de  parler,  dans  lesquels  on  considère  les  segments 
faits  par  trois  points  sur  les  côtés  d'un  triangle  ; mais  il  est  indis. 
pensable  d’y  joindre  les  théorèmes  correspondants  (534)  et  (550) 
relatifs  aux  sinus  des  angles  que  les  droites  menées  des  sommets 
à ces  points  font  avec  les  côtés,  car  ils  ont  leurs  applications  pro- 
pres, qui  peut-être  même  sont  les  plus  nombreuses. 

Les  théorèmes  dans  lesquels  on  considère  tout  à la  fois  une 
transversale  et  un  point  fixe  dans  le  plan  d’un  triangle,  et  qui  pré- 
sentent une  application  plus  directe  de  la  théorie  de  l’involntion  , 
seront  également  utiles,  comme  nous  allons  le  voir. 

II. 

372.  Les  polaires  d'un  même  point  relatives  aux  trois  angles 
d'un  triangle  vont  rencontrer,  respectivement,  les  c6tés  opposes  en 
trois  points  situes  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  An',  B b'.  Ce'  (fig.  70)  les  polaires  du  point 
O,  relatives  aux  trois  angles  du  triangle  ABC-(547);  et  a',  b',  c' 
les  points  où  elles  rencontrent,  respectivement,  les  côtés  oppo- 
sés. On  a,  relativement  aux  trois  droites  issues  du  point  O,  Pé- 
quation  (3,  ôltfi);  mais  les  deux  droites  OA,  An'  divisant  har- 
moniquement l’angle  en  A , on  a 

sinOAB sinn'AB 

sin  OAC  sin  n'AC  ^ ^ 
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Pareillement 

sinOBC sin  é' RC  _ si  n OC  A siu  c'CA 

sinOBA  sin  ÿ'BA  C sin  OCB  sin  r'CB 

De  sorte  que  l'équation  (3)  se  change  en  celle-ci  : 

sina'AB  sin  b'  BC  sin  c'CA 
sin  a'AC  sin  b'  BA  sin  c'CB 

laquelle  prouve  (SUIS)  que  les  trois  points  a',  b',  c'  sont  en  ligue 
droite.  Donc,  etc. 

Corollaire.  — Si  le  point  O est  à l’infini , les  trois  droites  OA , 
OB , OC  seront  parallèles , et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Une  transversale  étant  menée  dans  le  plan  d'an  triangle , les 
droites  qui  vont  des  sommets  des  trois  angles  aux  points  milieux 
des  segments  interceptés  sur  ta  transversale  par  ces  angles  respec- 
tivement , rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite. 

575.  Les  polaires  d'un  point  relatives  à deux  angles  cT  un  trian- 
gle se  coupent  sur  la  droite  qui  joint  ce  point  au  sommet  du  troi- 
sième angle. 

Soit  O'  (Jîg.  7 1)  le  point  d’intersection  des  polaires  du  point  O 
relatives  aux  deux  angles  A et  B ; je  dis  que  le  point  O'  est  sur  la 
droite  OC. 

En  effet,  AO'  et  BO'  étant  les  polaires  du  point  O , en  a 

sin  OA  B sinO'AB  sinOBC sin  O'BC 

sinÔAC  sin  O' AC  sinOBA  sinO'BA 

De  sorte  que  l’équation  ( 3 , 550),  relative  aux  trois  droites  issues 
du  point  O,  devient 

sin  O'AB  sin  O'  BC  sin  OCA 

sin  O'AC  sinO'BA  sin  OCB 


Mais  en  menant  la  droite  O'C,  on  a 

siu  O'AB  sin  O'BC  sin  O'CA 

sin  O'AC  sin  O'BA  sin  O'CB 


( 5J}flj . 
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sin  OCA sin  O'CA 

sin  OCR  sin  O'UB 


ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  OC  et  O'C  sont  coïncidentes  ; 
c’est-à-dire  que  le  point  O' est  sur  la  droite  OC.  c.  q.  r.  d. 

374.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  ( fig.  72)  on  mène  une 
transversale  qui  rencontre  ses  côtés  en  trois  points  a , b , c , et  que 
sur  chaque  côté  on  prenne  le  conjugué  harmonique  du  1 point  de 
rencontre  de  la  transversale  , par  rapport  aux  deux  somtnets  du 
triangle , les  droites  qui  joindront  les  trois  points  ainsi  déterminés  , 
aux  sommets  opposés , passeront  j>ar  un  même  point. 

En-  effet , on  a 


a II  AC  c A 

a C h A r B 


(*M)t 


et 

ah  a' B AC  _ _ AX  cA  _ _ c\l 

7ÏC~  a'  C’  AA-  A'A’  cB  r'B  ' 

Donc 

a'  B A'C  c'A 
Vc  ' VÀ  ' c'B~  — 


ce  qui  prouve  que  les  trois  droites  Au',  BA',  Çc'  passent  par  un 
même  point  (3311). 

Corollaire.  — Si  la  transversale  est  à l’infini,  on  en  conclut 
que  : Les  trois  droites  menées  des  sommets  d’un  triangle  aux  milieux 
des  côtés  opposés  concourent  en  un  même  point. 

375.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  on  mène  une  transversale  et 
qu’on  prenne  sur  deux  côtés  tes  points  qui  avec  la  transversale  di- 
visent ers  côtés , respectivement , en  rapport  harmonique  , les  deux 
points  ainsi  déterminés  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  de  ren- 
contre du  troisième  côté  par  la  transversale. 

En  effet , la  transversale  rencontre  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 
en  a,  A,  c {fig.  ^2),  et  l’on  a <■ 

• a B AC  c A 

a C A A rB 

Si  sur  les  côtes  AB,  AC  on  prend  les  points  c',  A' qui,  avec  c,  />, 
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respectivement,  les  divisent  harmoniquement,  on  aura 

cA  c'A  b C b'C 

Tu  ~ ~~  cTl'  FÂ~~br\' 

et  ]iar  conséquent 

aji  b'C 

a G b'  A c'B  ’ 


ce  qui  prouve  que  les  trois  points  b1,  c’  et  a sont  en  ligne  droite. 
Donc,  etc. 

376.  Dans  un  triangle  , les  bissectrices  des  trois  angles  passent 
par  un  meme  point. 

sin  a AH  sinéBC  sine  CA 

Car  chacun  des  trois  rapports  - —s  — r-—-  » -r- — rq: 

11  si  11  o AC  sin  b BA  sin  cCB 

[fis-  73)  est  égal  “ — 1 » par  conséquent  leur  produit  est  égal  lui- 

méme  à — 1 ; ce  qui  prouve  que  les  trois  droites  passent  par  un 
même  point. 

377.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  suppléments  des  trois 
angles  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite. 

En  effet,  si  les  points  a,  b,  c appartiennent  anx  bissectrices 
des  suppléments  des  trois  angles,  chacun  des  trois  rapports 

sin  a AB  , rtt  ^aj  j,elir  produit  est  donc  aussi  égal 

sin  a AC 

à 1;  donc  les  trois  droites  rencontrent,  respectivement,  les 
côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

378.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  de  deux  angles  et  la  bis- 
sectrice du  supplément  du  troisième  angle  rencontrent  respective- 
ment les  côtés  opposés  en' trois  points  situes  en  ligne  droite. 

sin  u AB  sin  éBC  sin  cCA 

En  effet , deux  des  trois  rapports  ZïZTnl  et  iîTTTï’h 

’ 1 sin  a AC  sin  0 1»A  smcEu 

sont  égaux  à — t , et  le  troisième  à -+-  r ; leur  produit  est  donc  égal 

à 4-  1 ; ce  qui  prouve  que  les  trois  points  a , b , c sont  en  ligne 

droite.  Donc,  etc. 

579.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  suppléments  de  deux.- 
angles  se  rencontrent  sur  ta  bissectrice  ilu  troisième  angle. 


Digitized  by  Google 


280  TRAITÉ  DK  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

En  effet,  (tour  les  bissectrices  des  suppléments  des  deux  angles 

_ , sinôBC  sincCA 

B et  C [fis.  la  b >es  rapports  et  sont  ecaux  a 

11  sin  b B A smcCB  b 


i , et  pour  la  bissectrice  de  l'angle  A le  rapport  -î— — est  égal 

sin  a AC 


à — i ; le  produit  des  trois  rapports  est  donc  égal  à — i : ce  qui 
prouve  que  les  trois  bissectrices  passent  par  un  même  point. 
Donc,  etc. 


5BQ.  Si  d'un  point  un  conduit  des  rayons  oujc  trois  sommets  d'un 
triangle,  les  droites  menées  par  ce  même  point  perpendiculaire- 
ment h ces  rayons , iront  rencontrer  les  côtés  opposés  , en  trois  points 
situés  en  ligne  droite. 

En  ellet,  les  trois  droites  perpendiculaires  à celles  qui  vont  aux 
sommets  du  triangle  forment,  avec  celles-ci,  un  faisceau  en  in- 
volution  (246).  Donc  elles  rencontrent  les  trois  côtés  en  trois 
points  en  ligne  droite  (359). 

581.  Concevons  qu’on  ait  mené  par  le  point  O (flg.  ’/S)  trois 
droites  formant  avec  les  trois  OA,  OB,  OC,  respectivement, 
trois  angles  qui  aient  la  même  bissectrice  OL  ; res  trois  droites  ren- 
contreront , respectivement , les  trois  côtés  opposés  aux  sommets  A, 
B,  C,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Car  elles  formeront 
avec  les  trois  OA,  OB,  OC  Une  involulion  ( 247  ). 

On  peut  donner  au  théorème  cet  énoncé  : 

Si  trois  rayons  partant  des  sommets  d'un  triangle  vont  se  réfléchir 
en  un  même  point  sur  une  droite , les  rayons  réfléchis  rencontre- 
ront, respectivement , les  trois  côtés  opposés  du  triangle,  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite. 

3U2.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle 
sur  les  côtés  opposés  forment,  avec  ces  côtes , six  droites  ayant 
entre  elles  les  relations  d'involution  ( 240  ) ; donc  ( 560  ) , ces  trois 
perpendiculaires  passent  par  un  même  point. 

585.  Par  une  considération  semblable  on  démontré  que  : 

Si  des  sommets  il' un  triangle  on  ahaisse  sur  les  côtés  opposés 
îles  oblirjucs  sous  des  angles  usant  leurs  bissectrices  parallèles  ri 
une  même  droite  , ces  trois  obliques  /lasseront  par  un  même  point. 
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Car  elles  auront  avec  les  côtés  du  triangle  les  relations  d’invo- 
lulion  ( 847  ). 

584.  Étant  pris  un  point  dans  le  plan  d’un  triangle , si  l’on 
mène  les  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point 
les  trois  eûtes  du  triangle , et  les  bissectrices  des  suppléments  de  ces 
trois  angles  : 

l”.  Les  trois  bissectrices  des  suppléments  rencontreront  les  trois 
eûtes  opposés  , respectivement , en  trois  points  situés  en  ligne  droite  ; 

2°.  Les  bissectrices  de  deux  îles  trois  angles  et  la  bissectrice  dis 
supplément  du  troisième,  rencontreront  aussi  les  trois  côtés  opposés, 
respectivement , en  trois  points  en  ligne  droite. 

Car  les  trois  bissectrices  que  l’on  considère  dans  chaque  cas 
forment  une  involution  avec  les  trois  droites  menees  aux  sommets 
du  triangle  ( 279  ) ; par  conséquent,  elles  rencontrent  les  côtés  oppo- 
sés en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (359  ). 

383.  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  théorème 
précédent  : 

i”.  Les  bissectrices  des  trois  angles  rencontrent  les  côtés  opposés 
du  triangle  en  trois  points  tels , que  tes  droites  menées  de  ces  points 
aux  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point  ; 

2".  La  bissectrice  de  l'un  des  trois  angles  et  les  bissectrices  des 
suppléments  des  deux  autres  rencontrent  aussi  les  côtés  opposés  en 
trois  points  tels , que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  sommets 
opposés  concourent  en  un  même  point. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  du  précédent,  en 
vertu  du  théorème  (374). 

586.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle , si  d’un  point 
de  ta  circonférence  on  abaisse  sur  ses  côtés  des  obliques , sous  te 
même  angle  et  dans  le  même  sens  de  rotation , tes  pieds  de  ccs 
obliques  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soit  le  triangle  ABC  inscrit  au  cercle  (fi g.  76);  que 
par  un  point  O de  la  circonférence  on  mène  les  droites  OA , OB , 
OC  qui  aboutissent  à scs  sommets,  et  les  droites  OA',  OB',  OC' 
parallèles,  respectivement , aux  côtés  opposés;  les  trois  angles 
( A , A'  ) , (B  , B') , (C,  C'  ) auront  la  même  bissectrice.  Car  l'angle 
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A'OC'  est  égal , par  construction,  au  supplément  de  l’angle  ABC 
du  triangle,  et,  par  conséquent,  à l’angle  AOC  qui  sous-tend  la 
même  corde.  Donc  les  deux  angles  AOA'  et  COC'  ont  la  même 
bissectrice. Et  il  en  est  de  même  des  angles  AOA'  et  BOC'. 

Ainsi  les  trois  droites  OA',  OB',  OC'  font  avec  les  trois  OA,  OB, 
OC,  respectivement,  trois  angles  qui  ont  la  même  bissectrice,  et , 
par  conséquent,  ces  six  droites  forment  une  involution  (247). 
Si  l’on  fait  tourner  les  trois  premières,  d’une  même  rotation  , au- 
tour du  point  O , les  angles  qu’elles  feront  avec  les  trois  OA , 
OB , OC , respectivement , auront  encore  une  même  bissectrice , et , 
par  conséquent,  les  six  droites  seront  encore  en  involution.  Donc 
les  trois  OA',  OB',  OC',  devenues  On,  O b,  Oc,  dans  leur  nou- 
velle position,  rencontreront  respectivement  les  trois  cotés  op- 
posés du  triangle,  savoir  BC,  CA,  AB,  en  trois  points  a,  b,  r 
situés  en  ligne  droite  (589)~.  Mais  alors  ces  trois  droites,  qui 
primitivement  étaient  parallèles  à ces  trois  côtés  du  triangle , sont 
devenues  trois  obliques  abaissées  sur  ces  côtés , sons  le  même 
angle,  et  dans  un  même  sens  de  rotation  h partir  des  perpendi- 
culaires à ces  côtés;  le  théorème  est  donc  démontre. . 

580  bis.  Remarque.  — Les  quatre  points  O,  A,  C,  B sont  les 
sommets  d’un  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  les  trois  angles 
AOA',  BOB',  COC'  sont  égaux  aux  angles  formés  chacun  par  deux 
côtés  opposés  ou  par  les  deux  diagonales  du  quadrilatère;  et  cette 
circonstance , que  ces  trois  angles  ont  la  même  bissectrice , ex- 
prime ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  ccrçle , les  bissectrices  des 
deux  angles  formés  , respectivement , par  les  deux  couples  de  eûtes 
opposés , sont  rectangulaires  et  parallèles  aux  bissectrices  des  an- 
gles formés  par  les  deux  diagonales. 

587.  Quand  un  triangle  est  circonscrit  à un  cercle,  si  de  scs 
sommtts  on  abaisse  sur  une  tangente  au  cercle  trois  obliques  qui 
. soient  vues  du  centre  sous  des  angles  égaux  et  formés  dan}  le  même 
sens  de.  rotation  à partir  des  sommets , ces  trois  obliques  concour- 
ront en  un  même  point. 

En  effet , soit  [fig.  77  ) le  triangle  ABC  circonscrit  au  cercle , et 
dont  les  côtés  rencontrent  une  tangente  L en  trois  points  a , b , c\ 
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que  tlu  centre  du  cercle  on  mène  des  droites  à ces  points  et  aux 
trois  sommets  du  triangle;  ces  six  droites  seront  en  involu- 
tion  (589).  En  outre',  les  trois  angles  AOa,  BOô,  COr  que  ces 
six  droites  forment , deux  à deux , ont  la  même  bissectrice.  Car 
les  deux  angles  AOC,  nOe  qui  sous-lendent  les  deux  tangentes 
AC , ne  comprises  entre  les  angles  opposés  au  sommet , formes 
par  les  deux  tangentes  AB , CB,  sont  égaux  ; et , par  conséquent , 
la  bissectrice  de  l'angle  AOa  est  aussi  celle  de  l’angle  COc.  Et 
elle  est  pareillement  la  bissectrice  de  l’angle  BO  b. 

Puisque  les  trois  droites  OA , OB , OC  font  avec  les  trois  O a , 
O b,  Oc,  respectivement,  trois  angles  qui  ont  la  même  bissec- 
trice , il  en  sera  de  même  si  l'on  fait  tourner  d’une  même  rotation, 
les  trois  droites  OA,  OB,  OC  autour  du  point  O ; et  par  conséquent, 
dans  leur  nouvelle  position , ces  droites  formeront  encore  une  in- 
volution  avec  les  trois  O a , O b,  Oc.  Donc  les  points/»',  b',  t? , où 
elles  rencontreront  la  tangente  fixe  L , formeront  une  involution 
avec  les  trois  a , b,c,  Donc  les  droites  qui  joindront  ces  trois  points 
aux  trois  sommets  du  triangle  passeront  par  un  même  point  ( 301  ). 
Mais  ces  droites  forment  trois  obliques  abaissées  des  sommets  du 
triangle  sur  la  tangente  L , et  qui  sont  vues  du  centre  O sous  des 
angles  égaux  comptés  dans  le  même  sens  à partir  des  sommets;  le 
théorème  est  donc  démontré. 

387  bis.  Remarque.  — la;  triangle  ABC  et  la  tangente  L forment 
un  quadrilatère  CMcb  circonscrit  au  cercle,  dont  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  A et  a.  La  droite  qui  joint  ces 
points  de  concours,  et  les  deux  diagonales  Ce,  B b,  sont  vues  du 
centre  sous  les  angles  AOa,  COc,  BOô  ; et  puisque  ces  angles  ont 
la  même  bissectrice  , on  en  conclut  que  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un  cercle  , les  angles 
sous  lesquels  on  voit  du  centre  les  deux  diagonales  et  la  droite  qui 
joint  les  points  de  concours  des  dites  opposés,  ont  ta  meme  bis- 
sectrice.. 

388.  Quand  trois  triangles,  homologiques  deux  à (leux , ont  le 
meme  axe  if  homologie , leurs  trois  centres  d' homologie  sont  en 
ligne  droite.  ... 

Soient  abc,  a'  b'c,  a"  b"  c"  ( fig . 78)  les  trois  triangles,  dont 


284  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 
les  côtes  homologuesconcourent  trois  à trois  en  trois  points  a,  (>,  y, 
situés  en  ligne  droite;  les  trois  côtés  ab , a' b',  a"  b"  donnent  lieu 
aux  deux  triangles  a a' a"  et  bb'  b",  dont  les  sommets  sont,  deux 
à deux , sur  trois  droites  concourantes  au  même  point  7;  donc  les 
trois  côtés  «a',  au"  et  a'  a"  du  premier  rencontrent  respectivement 
les  trois  côtés  bb',  bb"  et  b'  b"  du  second  en  trois  points  situés  en 
ligne  droite  ( 56B  ).  Or  ces  trois  points  sont  les  centres  d’homologie 
des  trois  triangles  proposes , pris  deux  à deux;  donc,  etc. 

Coroj.laire.  — Deux  triangles  homothétiques , ou  semblables 
et  semblablement  placés,  sont  deux  triangles  lioniologiques  dont 
l’axe  d’homologie  est  à lintini.  Donc  : Quand  trois  triangles  sont 
homothétiques , deux  à deux,  leurs  centres  de  similitude , ou  tf  hu- 
mât hétic  , sont  en  ligne  droite. 

509.  Quand  trois  triangles  lioniologiques  ont,  deux  à deux,  le 
même  centre  rf  homologie , leurs  trois  axes  <T homologie  passent 
par  un  même  point. 

Soient  abc,  a'  b'c',  a"  b"  e"  [Jîg.  79)  les  trois  triangles,  dont 
les  sommets  sont,  trois  à trois,  sur  trois  droites  concourantes  en 
un  même  point  S,  centre  d’homologie  commun  aux  trois  triangles. 
Les  trois  côtés  ab , a'  b',  a"  b"  forment  un  triangle,  et  les  trois 
côtés  ac , a' <f , a"  c"  en  forment  un  second.  Ces  deux  triangles 
sont  lioniologiques , puisque  les  trois  côtés  de  l’un  rencontrent  res- 
pectivement les  trois  côtés  de  l’autre  en  trois  points  a,  a',  a"  situés 
en  ligne  droite.  Donc  les  sommets  des  deux  triangles  sont , deux 
à deux,  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point  (506). 
Or  ces  droites  sont  précisément  les  axes  d'homologie  des  trois  tri- 
angles proposés.  Donc,  etc. 
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CHAPITRE  XX. 

PROPRIÉTÉS  DES  POLYGONES  EN  GÉNÉRAL,  DU  QUADRILA- 
TÈRE ET  DE  L’nEXACONE. 


390.  Les  propriétés  du  triangle  contenues  dans  les  pre- 
mières parties  du  chapitre  précédent  (3o2-3(ii)  se  dis- 
tinguent par  l’hypothèse  et  par  la  forme  particulière  des 
équations  qui  expriment  ces  théorèmes.  Car,  d’une  part, 
on  y considère  toujours,  soit  un  système  de  points  pris  sur 
les  côtés  du  triangle,  soit  un  système  de  droites  menées  par 
ses  sommets,  ou  des  points  et  des  droites  tout  à la  fofs; 
et,  d'autre  part,  l’équation  qui  constitue  chaque  théorème 
est  toujours  formée  d’un  produit  de  rapports,  chacun  de 
deux  segments  qui  ont  même  origine  sur  une  même  droite, 
ou  de  deux  sinus  d'angles  qui  ont  même  sommet  et  un 
côté  commun,  produit  égal  à ± i,  ou  bien  d’un  produit 
de  rapports  de  segments  égal  à un  produit  de  rapports  de 
sinus. 

On  peut  former  dans  un  triangle  beaucoup  d’autres  re- 
lations semblables,  nous  n’avons  donné  que  celles  qui  de- 
vaient nous  offrir  une  application  utile. 

Il  existedans  les  polygones  des  relations  du  même  genre, 
dont  celles  du  triangle  ne  sont  que  des  cas  particuliers  et 
qui  comportent,  comme  celles-ci , l’application  du  prin- 
cipe des  signes  aux  segments  et  aux  angles  que  l’on  y con- 
sidère. Nous  allons  démontrer  quelques-unes  de  ces  proprié- 
tés. Le  principe  des  signes  nous  permettra  d’en  conclure 
quelques  propositions  qui  semblent,  par  leur  nature,  se 
rattacher  à cette  partie  de  la  science,  à laquelle  on  a donné 
parfois  le  nom  de  Géométrie  de  situation  , non  pas  seulc- 
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ment  parce  qu’il  n’y  entre  aucune  relation  de  grandeur,  ce 
qui  a lieu  dans  une  foule  d’autres  théorèmes , mais  à cause 
du  genre  particulier  des  propositions. 


§ I.  — Propriétés  des  polygones. 


391 . Quand  une  transversale  menée  dans  le  plan  d’un 
polygone  AlîG.  . . rencontre  ses  côtés  consécutifs  en  des 
points  a,  b,  c,. . . on  a la  relation 


a A AB  rC 

âBÎC'tD"'-  ”t"  ' ’ 


t 


dans  laquelle  on  observe  la  règle  des  signes  relativement 
aux  deux  segments  formés  sur  chaque  côté. 

Nous  allons  démontrer  que  si  le  théorème  est  vrai  pour 
un  polygone  de  n côtés , il  l’est  pour  un  polygone  d’un 
côté  de  plus.  Eu  effet,  le  théorème  étant  supposé  vrai  pour 
le  polygone  AI?. . .E  de  n côtés  ( fig.  80) , on  a l’équation 

a A AB  e E 

nB  AC  e K 

Formons  un  polygone  d’un  côté  de  plus,  en  remplaçant  le 
côté  EA  par  deux  autres  EF  et  FA.  On  a dans  le  triangle 
AF.F,  coupé  parla  transversale, 

çA  c'E  /F  _ 

«teVf  JÏ~1’ 


Cette  équation  , multipliée  membre  à membre  par  la  précé- 
dente , donne 

« A AB  f F 

«B  AC  f A ’ 

ce  qui  est  l’équation  relative  au  polygone  de  ( n -t-  i)  côtés. 
Donc  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone  de  n côtés , 
il  l’est  nécessairement  pour  un  polygone  d'un  côté  de  plus. 
Or  il  est  vrai  pour  le  triangle;  donc,  etc. 

392.  Corollaire.  — L’équation  (i)  montre  que  le  nom- 
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brc  des  rapports  — 1 etc.,  négatifs  est  toujours  pair;  c’est- 
à-dire  que  : . . 

■ Une  transversale  mence  dans  la  plan  d’un  polygone, 
rencontre  chaque  côté  en  un  point  situé  sur  le  côté  lui- 
même  , ou  sur  son  prolongement , et  il  y a toujours  un 
nombre  pair  de  côtés  qui  sont  rencontrés  sur  eux-mêmes. 

.'W3.  Si  d' un  point  O on  mène  des  raj  ons  au.t  sommets 
d'un  polygone  ABC.  . . (fi g-  81),  les  sinus  des  angles  que 
ces  rayons  feront  chacun  avec  les  deux  côtés  adjacents , 
auront  entre  eux  ta  relation 

sin  OAR  sin  OBC  ski  OEA  , 
sinOAÉ  sin  OUA  sin  OEI)  ' ’ 

le  signe  étant  -f -ou  — -,  selon  que  le  nombre  des  som- 
mets du  polygone  sera  pair  ou  impair. 

Nous  emploierons  le  même  mode  de  démonstration  que 
pour  le  théorème  précédent,  qui  consiste  à prouver  que  si 
le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone  de  n sommets,  il 
l'est  nécessairement  pour  un  polygone  de  ( n -(-1)  sommets. 

En  effet,  l’équation  ayant  lieu  pour  un  polygone  de  n 
sommets,  formons  un  polygone  d'un  sommet  de  plus  F 
compris  entre  les  deux  A et  E.  On  a dans  le  triangle  F.FA 
la  relation 

sinOAF,  sin  OEA  sin  OEE  _ 
sinOAE  sin  OEE  ' sin  OEA  ' ’ 

qui,  multipliée  par  la  précédente,  membre  à membre, 
donne 

sinOAB  sin  OBC  sinOEF  sinOFA 

sinOAF  sinOUA  sinOED  sin  OEE  1 ' 

Cette  équation  démontre  que  si  le  théorème  est  vrai  pour 
un  polygone  de  n sommets,  il  le  sera  pour  un  polygone 
d’un  sommet  de  plus.  Or  il  est  vrai  pour  le'  triangle; 
donc,  etc. 
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394.  Corollaire. — L'équation  prouve  qu’il  y a toujours 

, . . . - , . sinOAB  sin  OBC 

un  nombre  pair  ou  impair  de  rapports  . - 1 r > . etc., 

r 1 ,r  smOAE.sinOBA 

négatifs,  selon  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  pair 

ou  impair;  et  l’on  en  conclut  cette  proposition  : 

Si  d’un  même  point  on  mène  des  rayons  aux  sommets 

de  tous  les  angles  d’un  polygone,  dont  les  uns  seront  situés 

dans  les  angles  eux-mémes  ( ou  leurs  opposes  au  sommet) 

et  les  autres  dans  les  suppléments  des  angles  ; 

IjC  nombre  des  rayons  situés  dans  les  angles  sera  pair 

ou  impair,  selon  que  le  nombre  des  angles  du  polygone 

sera  pair  ou  impair. 

39a.  Si  par  les  sommets  d’un  polygone  ABCDE1' 
(fig.  82)  on  mène  arbitrairement  des  droites  A a,  Bb,  etc. , 
qui  forment  un  second  polygone  abedef  inscrit  au  pre- 
mier, on  a la  relation 

A a B b F f |_sin/7AF  sin  A B A sin_/"FE 

A f Bn  Fc  sin  o AB  sin  b BC  sin/"FA’ 

le  signe  étant  -f-  ou  — , selon  que  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  est  pair  ou  impair. 

Nous  allons  prouver  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  un 
polygone  de  n côtés,  il  l’est  pour  un  polygone  d’un  côté  de 
plus.  En  elfet,  considérons  le  polygone  de  n côtés  ABCDF., 
pour  lequel  on  a par  hypothèse, 

A fl  B b Et |_sinnAE  sinôBA  siniED 

Ai  Bfl  E d sin  « AB  sin  b Bd  siniEA 

On  a dans  le  triangle  AEF, 

Ai  Ee  F f sine  AF  sin  cEA  sin  y FF. 

A f Ee  Fc  sin  i AK  sin  cF.F  sin  y FA 

Multipliant  membre  à membre,  il  vient 

A fl  Bô  Ec  F f sinnAE  sinôBA  sin^FE 

\f  B«  Fr/  Fc  ’+’sinnÂF  sin  b BC  sin/"FÂ 
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Ce  qui  démontre  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  poly- 
gone de  n côtés , il  l’est  pour  un  polygone  d’un  côté  de  plus. 
Or  nous  l'avons  démontré  pour  le  triangle;  donc  il  a lieu 
pour  un  quadrilatère,  pour  un  pentagone,  etc.  Donc,  etc. 

Obsetvation.  — Les  deux  théorèmes  (391  et  393)  peu- 
vent être  considères  comme  des  corollaires  de  la  propo- 
sition actuelle,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  à l'égard  du  tri- 
angle (362). 

396.  Des  droites  Aa,  Rb,  Ce,...,  étant  menées  arbitrai- 
rement par  les  sommets  d'un  polygone  ABC...  (fig.  83), 
si  une  transversale  rencontre  les  côtés  du  polygone  en  des 
points  a,  6,  7,...,  et  les  droites  en  des  points  a,  b,...,  on 
aura , entre  les  sinus  des  angles  que  les  droites  font  avec  les 
côtés  du  polygone  et  les  segments  que  ces  angles  inter- 
ceptent sur  la  transversale,  la  relation 

, sin  a Ali  sin  ABC  sin  cCD b 6 cq 

* sin  o AF  sinABA  sin  cCB  a y A a cfi  ’ 


le  signe  étant  4-  ou  — , selon  que  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  est  pair  ou  impair. 

F.n  cilet,  que  par  un  point  O pris  sur  la  transversale  on 
conduise  des  droites  aux  sommets  du  polygone,  on  pourra 
écrire 


sin  n AB 

sinOABv 

/sin  A BC  sin  OBC\ 

1 la  ot  Oa\ 

, AS 

sin  a AF 

sin  OAF/ 

' sin  ABA  ‘ sin  OÔA  ' 

\n  f Of) 

\Aa 

car  dans  le  second  membre  les  facteurs  ()«,  06,...,  se  dé- 
truisent deux  à deux,  et,  dans  le  premier  membre,  tous 
les  sinus  introduits  se  détruisent  ensemble,  parce  qu’on  a 
_ l’équation 


sin  OAB  sin  OBC  sin  OCD 
sin  OAF  sin  OBA  sin  OCB 


= dti  (59.-,). 


Or  les  rapports  anharmoniques  du  premier  membre  de 

•9 
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l’équation  sont  «gaux  à ceux  du  second  membre,  un  à un  T 
respectivement.  Donc  l’équation  est  vraie. 

c.  <?.  y.  n. 

397.  Corolz.aii\e.  — Une  transversale  étant  menée  dans 
le  plan  d’un  polygone,  les  deux  cotés  de  chaque  angle  du 
polygone  rencontrent  celte  droite  en  deux  points  qui  dé- 
terminent un  segment  compris  soit  dans  l’angle  lui-même 
(ou  son  opposé  au  sommet) , soit  dans  son  supplément.  On 
conclut  du  théorème  qui  vient  d’être  démontré  que  : Le 
nombre  îles  segments  compris  clans  1rs  angles  eux-mémes 
ou  leurs  opposés  au  sommet  est  toujours  pair. 

F.n  elVet , supposons,  dans  le  théorème,  que  toutes  les 
droites  A a,  B/>,  etc.,  soient  menées  dans  Icsanglcs  mêmes 

du  polygone;  chaque  rapport  tel  que  — • relatif  à l’angle 

* _ (p 

A,  sera  négatif  quand  le  segment  ça  sera  compris  dans 
l'angle  A ou  son  opposé  au  sommet,  et  positif  quand  le 
segment  sera  compris  dans  le  supplément  de  l’angle.  La 
proposition  revient  donc  à prouver  que  le  nombre  des  rap- 
ports — i ~ i etc.,  négatifs  est  toujours  pair.  Or,  quand  le 

nombre  des  angles  du  polygone  est  pair,  on  a le  signe  -t-  dans 
l’équation  (4).  Mais  alors  le  premier  membre  est  positif, 
et.  par  conséquent , le  second  l'est  aussi.  Donc  te  nombre 

des  rapports  — -,  etc.,  négatifs  est  pair. 

Quand  le  nombre  des  angles  du  polygone  est  impair,  le 
signe  du  second  membre  de  l'équation  (4)  est  — i.  Mais 

le  premier  membre  esÙtp'gntif.  Donc  le  produit  - ■ £—»•••> 

est  positif.  Donc  le  nombre  des  rapports  négatifs  est  pair, 
(le  que  nous  nous  proposions  de  prouver.  Donc,  etc. 

Observation.  — (le  théorème  et  les  deux  (3912,  394) 
sont  de  ceux  qui  nous  paraissent  se  rapporter  à la  (iéomr- 
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trie  de  situation  proprement  dite,  comme  nous  l avons 
annoncé (390). 

398.  Étant  pris  des  points  a,  b,...,  sur  les  côtés  d'un 
polygone  ABCD...  (fig.  84),  si  d’un  point  O l'on  mène  des 
droites  aux  sommets  du  polygone  et  aux  points  a,  b,..., 
on  aura,  entre  les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font 
entre  elles  et  les  segments  que  les  points  a,  b,.,,  font  sur 
les  côtés  du  polygone,  la  relation 

sin  «OA  sin  èOB  a A éB 

sin  «OB  sin  è OC  «B  b C 


F.n  effet,  menons  par  le  point  ü une  droite  fixe  OU,  et 
appelons»',  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés  AB, 

BC,...  du  polygone,  l’équation  pourra  s’écrire 

sin  «OA  sin  LOA  \ /sin  èOB  sinLOBX  in  A «'A  \ / b B b’  B\ 

sin  a OB  sin  LOB  ■ ' sin  b OU  * sin  LOC  / \«B  n'D  '\Ki'C/ 


Car  tous  les  sinus  introduits  dans  le  premier  membre  s’an- 
nulent d’eux-mèmes  deux  à deux,  et  les  segments  intro- 
duits dans  le  second  membre  s’annulent  tous  ensemble,  en 
vertu  de  la  relation 


«'A  b'  B 

(Tb“  Vt  ~ * 


391  . 


Or  chaque  rapport  anharmonique  du  premier  membre  est 
égal  au  rapport  anharmonique  correspondant  dans  le  se- 
cond membre.  Donc  l’équation  a lieu,  et  le  théorème  se 
trouve  démontré. 

399.  Corollaire  1.  — Si  toutes  les  droites Oa,  Oh,  etc., 
sont  les  bissectrices  des  angles  AOB,  BOC,  etc.,  chacun 

des  rapports  ^ ° , etc.  ,est  égal  à — 1 . O11  en  rouclut  que  : 

Les  bissectrices  des  angles  sons  lesquels  on  voit  d un 
point  fixe  les  côtés  d un  polygone  ABC...,  rencontrent 

’9- 


Digitized  by  Google 


aga  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 
ces  côtés  en  des  points  a , b , . . . tels,  que  Von  a ta  relation 
a A b B 

Jb'Tc  " ~ — 1 ’ 

le  signe  étant  -h  ou  — selon  que  le  nombre  tles  côtés  du 
polygone  est  pair  ou  impair. 

Corollaire  II.  — Si  toutes  les  droites  Oa,  etc. , sont  les 
bissectrices  des  suppléments  des  angles  du  polygone,  le  pre- 
mier membre  est  toujours  positif.  Donc  : 

Les  bissectrices  des  suppléments  des  angles  sous  lesquels 
on  voit,  d'un  même  point , les  côtés  d’un  polygone  ABC. . . , 
rencontrent  ces  côtés  en  des  points  a , b,...  tels , que  Von  a 

a K 6 B 

«B  ' 6C  ""  ’■ 

On  peut  conclure  de  ce  théorème  les  propriétés  relatives 
au  triangle,  démontrées  précédemment  par  d'autres  con- 
sidérations (384  et  385). 

400.  Etant  pris  des  points  a , b , c ,...  sur  les  côtés  con- 
sécutifs d'un  polygone  ABCD.  . .,  si  Von  fait  la  perspec- , 
tire  de  la  figure  sur  un  plan  , la  fonction 
a A b B c C 
«B  b C r D 


conservera  la  même  valeur. 

En  ellet,  menant  une  transversale  gui  rencontre  les  côtés 
consécutifs  du  polygone  en  des  points  a,  ë,  , on  a 


x A 6 B 7 C 
ÔB  ‘ 6C  ' 7Î> 

Et,  par  conséquent,  la  fonction 
que  la  suivante  : 


= « (591). 

proposée  a la  même  valeur 


la  A a A \ , é B _ € B i 

\ÏB : ÏB/  \bC: ëC / 


Celle-ci  devient,  en  perspective, 

ta' A'  a’A'\  j b'  B'  6'B'  , 

\«7b'  : 7F  )•’  \17c' : Fc) 
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et  conserve  la  même  valeur,  parce  qu’elle  se  compose  de 
rapports  anharmoniques.  Mais  cette  dernière  se  réduit  à 
a'A'  b' B' 

«'B'  6'C' 

parce  que  les  points  a',  ê',  . . , étant  en  ligne  droite,  de 
même  que  a,  e,  . . . , on  a la  relation 
a' A'  <>'  B' 

i7!?  ’ ¥c"  ' ~ ’’ 

On  a donc 

aA  b B _«'A'  b'  B' 
a B ’ bC  " ~ a' B'  ' 1/C' 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Observation.  — Le  théorème  et  la  démonstration  sub- 
sistent, si,  l’œil  étant  placé  dans  le  plan  du  polygone,  ou 
fait  la  perspective  sur  une  droite.  Alors  on  prend  pour  la 
transversale  a 6 une  droite  passant  par  l’œil. 

401.  Etant  donné  un  polygone  ABC ...  F et  des  droites 
Aa,  Bb,  Ce, . . . menées  par  ses  sommets , si  l’on  fait  la 
perspective  de  la  figure  sur  un  plan  , la  fonction 
sinnAF  siniBA  sinrCB 
si  il  a A B sin  b BC  sincCü 
ne  changera  pas  de  valeur. 

C’est-à-dire  que  l’on  aura 

sinn'A'F'  sin  è'B'A'  _ sin  a AF  sinàBA 

sinn'A'B'  sin  à' B' C'  sin  a AB  sin  ABC 


F.n  elFet,  que  par  un  point  O pris  dans  le  plan  du  po- 
lygone on  mène  des  droites  à ses  sommets,  on  aura 

sinOAF  sinOBA  sin  OCB  . 

; = ± 1 395) 

smOAB  sin  OBC  sinOCD 

et , par  conséquent,  la  fonction  proposée  est  égale  à 


/sin  a AF  sin  OAF  v / sin  àBA  sin  OBA\ 

\ sin  a AB  sin  OAB  ' \ sin  b BC  sin  OBC 
Or  dans  la  perspective  celte  fonction  ne  change  pas  de 
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valeur,  parce  qu’elle  se  compose  derapportsanharmonlques. 
Mais  les  rapports  correspondants  à ceux  que  nous  venons 
d’introduire  disparaitroul  en  perspective,  parce  qu’ils  ont 
leur  produit  égal  à ± i,  en  vertu  du  iliéorèmc  (39.1)  ; il 
restera  donc  les  rapports  correspondants  à ceux  qui  forment 
la  fonction  donnée  ; ce  qui  démontre  le  théorème. 


§11.  — Propriétés  du  quadrilatère. 

•402.  Les  propriétés  générales  d’un  polygone  s’appliquent 
d’clles-mèmes  au  quadrilatère;  mais  cette  figure  donne  lieu 
à quelques  propositions  particulières. 

Si  sur  les  quatre  côtés  d’un  quadrilatère  ABCD  (fig.  85) 
on  prend  quatre  points  a,  b,  c,  d tels,  que  l'on  ait  la  re- 
lation 

aX  6 B cC  d D 

(I'  aBif/cDS”1’ 

et  qu’on  regarde  ces  quatre  points  comme  les  sommets  con- 
sécutifs d’un  second  quadrilatère  abcd  , les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  de  celui-ci  seront  situés  sur  les  deux 
diagonales  du  premier. 

Ainsi  les  deux  droites  ab , cd  se  croisent  sur  la  diago- 
nale AC.  En  effet,  si  l’on  suppose  que  ces  deux  droites 
rencontrent  la  diagonale  en  deux  points  différents  £,  e',  on 
aura  dans  les  deux  triangles  ABC  , ADC  les  relations 

aAèBiC  t rC  </D  l'A 

âB'ÏC'â-1’  e*  7Ô"dk'7C~  '■ 


Multipliant  ces  équations  membre  à membre  et  ayant 
égard  à l’équation  supposée,  on  en  conclut  ^ ^ Ce 


qui  prouve  que  les  deux  points  e,  d coïncident.  Donc,  etc. 

403.  Réciproquement  : Si  par  un  point  s de  la  diagonale 
AC  d'un  quadrilatère  ARCD  on  mène  deux  droites  quel- 
conques, dont  l’une  rencontre  les  deux  côtés  AB,  BC  en 
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a,  b , et  la  seconde  les  deux  cotés  CD,  DA  en  c,  il,  on 
aura  entre  les  segments  formés  par  ces  tpiatre  points  a , 

b,  c,  <1  sur  les  côtés  du  quadrilatère  , la  relation 

a K b B rC  1/  D 
«B6CcDi/A  ’ 

et,  par  suite,  les  deux  droites  da , cb  se  couperont  sur  la 
seconde  diagonale  lïü. 

En  effet,  si  les  deux  droites  ah,  cd  se  croisent  en  un 
point  £ sur  la  diagonale  AC , on  aura  les  deux  équations 
précédentes,  en  écrivant  e au  lieu  de  s'  dans  la  seconde  ; et 
ees  équations  multipliées  membre  à membre  donnent  l’é- 
quation ( i ) 

Cette  équation  étant  démontrée,  il  s’ensuit  que  les  deux 
droites  ad,  bc  se  croisent  sur  la  diagonale  BD  (402). 

Corollaire.  — Si  les  deux  droites  menées  par  le  point  e 
de  la  diagonale  AC  se  confondent,  les  deux  équations  dont 
nous  venons  de  faire  usage  ont  toujours  lieu,  et  l’on  en 
conclut  l’équation  (1).  Ce  qui  démontre  directement  la 
propriété  du  quadrilatère,  comprise  dans  le  théorème  gé- 
rai (391),  savoir:  Quand  une  transversale  rencontre  les 
quatre  côtés  d’un  quadrilatère  ABCD  en  quatre  points  a, 
b , c , d , on  a la  relation 

«A  b B cC  dû 
a B b C rD  d K 

404.  Si  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  ABCD  (fig.  86)  on  mène  deux  droites 
qui  rencontrent , respectivement , tes  deux  couples  de 
côtés  opposés  en  a,  c et  b,  d,  on  a entre  les  segments 
que  ces  points  forment  sur  les  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère la  relation 

a A b B c C dD 
aB  Te  * cD  rfï  ‘ ’ 

et,  par  suite , le  quadrilatère  abcd,  qui  a pour  sommets 
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consécutifs  ces  quatre  points,  a les  points  de  concours  de 
ses  côtés  opposés  sur  les  deux  diagonales  du  quadrilatère 

ABCD. 

En  effet,  les  deux  séries  de  quatre  points  E,  A,  a , B 
et  E,  D,  c,  C ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  ; de 
sorte  qu’on  a 

a A EA  rD  ED 

ÏB  ËB  = rC : ÉC 

On  a pareillement 

JB  FB_rfA  H 
AC:FC—f7DFD 

Ces  équations  multipliées  membre  à membre  donnent 

«A  AB  rC  rfD  EA . EC  FA . FC 
ÔB  ÏC  (D  rfÂ-  EB.ED  ' FB.FD 

Or  le  second  membre  est  égal  à l’unité  (350,  I).  Donc,  etc. 

105.  Si  par  les  sommets  d’un  quadrilatère  ABCD  ( (ig.  87) 
on  mène  des  droites  Aa,  Bb,  Ce,  Dd  telles,  que  l’on  ait. 
la  relation 

sinaAD  sinABA  sin  cCB  stn  </DC  _ 
sin  «AK  sin  ABC  sincCD  sin<ADA  *’ 

ces  quatre  droites  seront  les  côtés  consécutifs  d’un  quadri- 
latère abcd  circonscrit  au  proposé , et  dont  les  diagonales 
passeront  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
celui-ci. 

Cela  résulte  du  théorème  (102),  en  vertu  de  la  proposi- 
tion (395).  Car  l'équation  (a)  ayant  lieu  par  hypothèse, 
l’équation  (1)  a lieu  d’après  cette  proposition;  et  par  con- 
séquent la  diagonale  AC  passe  par  le  point  de  concours  des 
côtés  opposés  An,  cd  (-102).  Donc,  etc. 

Observation.  — On  peut  démontrer  le  théorème  direc- 
tement, d’une  manière  analogue  à celle  par  laquelle  nous 
avons  démontré  le  théorème  (102). 
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406.  Conoi.LAinEs.  — Dans  tout  quadrilatère , les  bis- 
sectrices des  quatre  angles  forment  un  second  quadrilatère 
dont  les  diagonales  passent  par  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  du  premier. 

Et  il  en  est  de  même  quand  le  second  quadrilatère  est 
formé  soit  par  les  bissectrices  des  suppléments  des  quatre 
angles,  soit  par  les  bissectrices  de  deux  angles  et  les  bis- 
sectrices  des  suppléments  des  deux  autres  angles. 

Car,  dans  chacun  des  trois  cas  que  présente  ce  théorème, 
les  droites  bissectrices  que  l'on  y considère  donnent  lieu  à 
l'équation  (2)  précédente. 

407.  Si  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  ABCL)  on 
mène  quatre  droites  A a,  15b,  Ce,  Dd,  de  manière  que 
le  second  quadrilatère  abcd  , formé  par  ces  droites  prises 
pour  côtés  consécutifs , ait  les  points  de  concours  de  ses 
côtés  opposés  sur  les  deux  diagonales  du  premier,  on 
aura  entre  les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font  avec, 
les  côtés  du  quadrilatère , la  relation 

sindAD  sinABA  sinrCH  sinr/I)C 
sin/iAB  sinABC  sinrCD  sinr/DA 

et,  par  suite,  les  diagonales  de  ce  second  quadrilatère 
abcd  passeront  par  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés du  quadrilatère  ABCD. 

En  cfl'et,  les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  (fg-  88) 
passent , par  hypothèse , par  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  abcd ; par  conséquent,  on  a,  d a- 
près  le  théorème  (404) , l'équation 

A a BA  Ce  D il 

AA  Br  Cri  D « 

Donc,  d’après  le  théorème  (395)  appliqué  au  quadrilatère, 
011  a l’équation  qu’il  s’agit  de  démontrer. 

Et  celle  équation  avant  lieu,  il  s'ensuit,  d’après  le  théo- 
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reine  précédent,  que  les  diagonales  r/c,  bd  du  quadrilatèrr 
abcd  passent  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
du  quadrilatère  ABCD.  c.  ç>.  r.  n. 

$ III.  — Quadrilatère  gauche,  — llypcrboloïde  à une 
nappe. 

•108.  Le  théorème  (102)  et  sa  réciproque  s'appliquent 
d’eux-mênics  au  quadrilatère  gauche;  ce  qui  donne  lieu  à 
ce  théorème  : 

Quand  un  plan  rencontre  tes  ipiatre  cotés  d’un  quadri- 
latère gauche  A KO)  en  quatre  points  a , b,  c , d,  on  a la 
relation  de  segments 

n A AB  cC  dD 
a B AC  f D tl  K 

Et  réciproquement , quand  cette  relation  a Heu  les  quatre 
points  à,  b,  c,  d sont  dans  un  même  plan. 

•409.  On  conclut  de  ce  théorème  une  propriété  de  l’hy- 
perboloïdeà  une  nappe,  d’où  résulte  une  démonstration  de 
la  double  génération  de  cette  surface  par  une  ligne  droite. 

On  appelle  hypcrboloïde  à une  nappe  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  en  s’appuyant  sur  trois 
droites  fixes.  D’après  cela  : 

Si  une  droite  ac  (lig.  89)  glisse  sur  les  deux  côtés  op- 
posés AB,  CD  d’un  quadrilatère , de  manière  qu’on  ait 
toujours  la  relation 


n A . cD 


).  étant  une  constante  , cette  droite  engendre  un  hyperbo- 
laiïde  à une  nappe. 

En  effet,  que  l’on  prenne  sur  les  deux  autres  côtés  du 
quadrilatère  deux  points  fixes  h.  d tels,  que  l'on  ait 
dX  AB 
rfD  * AC ' 
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il  existera  entre  ees  points  et  les  deux  a,  c,  la  relation 

a A 4B  rC  r/D  _ 

« B 4 C c D ri  Â ’ 


qui  prouve  que  les  quatre  points  sont  dans  un  même  plan; 
c’est-à-dire  que  la  droite  ac  rencontre  toujours  la  droite 
fixe  bd.  Cette  droite  se  meut  donc  en  s'appuyant  sur  trois 
droites  fixes  AB,  CD  et  bd\  par  conséquent  elle  engendre 
un  hypcrboloïdc  à une  nappe.  c.  q.  f.  p. 

Coroi.laire.  — Fn  observant  que  la  position  de  la  droite 
bd  est  indéterminée,  puisqu'il  sullit  que  l'ou  ait 

il\  .b  B 

Sd  — * Te' 


on  en  conclut  que  toutes  les  droites  qui  satisferont  à cette 
relation  s’appuieront  sur  toutes  les  génératrices  ac  de  l’hy- 
perboloïde,  et  par  conséquent  seront,  dans  toute  leur  éten- 
due , sur  cette  surface.  Donc  : 

La  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur 
trois  droites  fixes , peut  l’être  d’une  seconde  manière  par 
une  droite  s’appuyant  sur  trois  positions  fixes  de  lu  pre- 
mière génératrice  (*). 


■410.  L’équation  ~ = X.  montre  que  les  deux  points 


cD 


«B 


a , c forment  sur  les  deux  côtés  du  quadrilatère  AB,  CD 
deux  divisions  homographiques  ; de  sorte  que  le  théo- 
rème (409)  peut  s’énoncer  ainsi  : 

Quand  deux  droites  dans  l'espace  sont  divisées  homo- 
graphiquement , les  droites  qui  joignent  lieux  à deux  les 
points  homologues  des  deux  divisions,  enveloppent  un 
hyperboloïde  à une  nappe. 


{*)  Celte  démonstration  £coractrique  üç  la  double-  (jéniralion  do  l’hy- 
porboloïde  ?»  une  nappe  par  une  1 droite  a etc  donnée  pour  In  première 
foin  dans  la  Correspondance  sur  l’Ecole  Polytechnique tome  11,  pape  44®* 
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411.  Puisque  les  deux  points  a . c forment  sur  les  deux 
côtés  AB,  CD  deux  divisions  homographiques,  si  autour 
de  ces  deux  côtés  on  fait  tourner  deux  plans  passant,  res- 
pectivement, par  les  deux  points  c et  o,  ces  deux  plaus, 
dont  la  droite  d’intersection  sera  la  génératrice  ac.  de  l’hy- 
perboloïde,  formeront  deux  faisceaux  (*)  homographiques-, 
on  a donc  ce  théorème  : 

Si  autour  rte  deux  droites  fixes  on  fait  tourner  deux- 
plans  dont  tes  positions  successives  forment  deux  faisceaux 
homographiques , leur  droite  d’intersection  engendrera  un 
hyperboloïde  à une  nappe. 

Corollaire.  — Un  conclut  de  ce  théorème,  que,  si  l'on 
fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droites  fixes  dans  l’espace,  leur  droite  d’intersection  en- 
gendre un  hyperboloïde  à une  nappe. 

Il  suffit  de  prouver  que  les  deux  plans  mobiles  forment 
deux  faisceaux  homographiques. 

Soient  A . B,  C,. . . des  positions  du  premier  pian  , qui 
tourne  autour  de  la  droite  L,  et  A',  B',  C',.  . . les  posi- 
tions correspondantes  du  second  plan , qui  tourne  autour 
de  la  droite  L'.  Que  d’un  point  fixe  O'  pris  sur  la  droite  L/, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  plans  A , B,  C, . . . ; 
ces  droites,  situées  dans  les  plans  A',  B',  C',.  . .,  respec- 
tivement, seront  toutes  dans  un  même  plan,  perpendicu- 
laire à la  droite  L ; donc  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
de  ces  droites  sera  égal  à celui  des  quatre  plans  A',  B',... 
dans  lesquels  elles  sont  situées  (11);  mais  leur  rapport 
anharmonique  est  égal  à celui  des  quatre  plans  A,  B,..., 
parce  que  ces  droites  sont  perpendiculaires  à ces  plans  res- 
pectivement. Donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre 


(*)  N ou*  appelons  futterau  de  plans  . une  série  de  plans  passant  par  un<* 
mémo  droite. 
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plans  A , B, . . . est  égal  à celui  des  quatre  plans  correspon- 
dants A',  B',. ...  Ce  qu’il  fallait  prouver.  Donc,  etc.  (*). 

412.  Quatre  points  e,  c',. . . appartenant  à quatre  gé- 

nératrices ac,  a' c\...  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à celui  des  quatre  plans  qui,  ayant  pour  arête  com- 
mune le  côté  AR,  passent  respectivement  par  ces  quatre 
génératrices , lesquels  sont  les  plans  tangents  à l’hyper- 
boloïde  aux  points»,  Donc,  puisque  les  quatre 

points  c,  c'y...  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  h 
celui  des  quatre  a,  a',  etc.,  on  peut  dire  que  : 

Les  plans  tangents  à un  hyperboloïde , en  quatre  points 
d'une  meme  génératrice  AB,  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique égal  à celui  de  ces  quatre  points. 

Ce  théorème  donne  lieu , par  les  conséquences  qu’on  en 
peut  déduire,  à diverses  propriétés  de  l’hyperboloïde,  et 
en  général  des  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite. 
.Mais  ce  n’est  pas  ici  le  moment  de  traiter  celte  matière  (**). 

$ IV.  — Propriétés  de  l’hexagone. 

I. 

413.  Étant  données  six  droites,  si  deux  d’entre  elles 

(*)  Les  pied»  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O' sur  les  plans 
A,  B,  ..  sont , évidemment , sur  l'hyperboloîde  ; or  le  lieu  de  ces  points 
est  un  cercle  situe  dans  le  plan  perpendiculaire  à la  droite  L,  mené  par  le 
point  O';  on  en  conclut  donc  que  les  sections  circulaires  de  l 'hyperboloïde 
sont  dans  des  plans  perpendiculaires  aux  deux  droites  L,  L'. 

Cet  hyperboloïde  , engendré  par  la  droite  d'intersection  de  deux  plans 
rectangulaires,  tournant  autour  île  deux  droites  fixes,  jouit  d’une  pro- 
priété intéressante  : On  peut  déterminer , d'une  infinité  de  manières , un 
terne  de  deux  droites,  telles,  que  les  distances  de  chaque  point  de  l'hyperboloide 
à ces  deux  droites , ont  un  rapport  constant.  ( Voir  Journal  de  Mathématiques 
de  M.  Lionville,  tome  1 , page  3^4  \ année  i836.) 

{**)  On  peut  consulter  un  Mémoire  sur  1rs  Surjaccs  engendrées  par  une 
ligne  droite,  dans  le  tome  XI  de  la  Corrrs/iondancc  mathématique  et  phy- 
sique de  M.  Qufltelet  ; année  i838;  pages  p)-i  i3 
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sont  divisées  homographiquement  par  les  quatre  autres, 
il  en  sera  de  meme  de  deux  quelconques  des  six  droites. 

Soient  A,  B,  C,  I),  E,  F ( fig . go)  les  six  droites,  dont 
les  quatre  premières  divisent  homographiquement  les  deux 
E , F,  c’est-à-dire  en  deux  séries  de  quatre  points,  a,  b , e,  d 
sur  E,  et  a ',  b' , c1,  d' sur  F,  qui  ont  leurs  rapports  anliar- 
moniques  égaux. 

Je  dis  que  les  deux  droites  A et  B sont  aussi  divisées  ho- 
mograpliiquement  par  les  quatre  autres  C,  D,  E,  F. 

En  ellet,  soit  ()  le  point  de  concours  des  deux  droites 
C,  D : les  deux  séries  de  quatre  points  a,  b,  c,  de t a',  b', 
e',  d' ayant  leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  il  en  est 
de  même  des  deux  faisceaux  de  quatre  droites  Oa , O b,  C,  I) 
et  O a',  O b ',  C , D.  De  sorte  qu’on  a l’équation 

sin  (O  <7,  C)  . sin  (06,  C)  _ sin  ( O a',  C)  _ sin  (06',  C) 

sin  ( Ou,  D)  ‘ sin  ;Ô6,  D)  sin  (Ob’,  D)  " sin  (06',  D) ’ 

OU 

sin  (O a,  C)  sin  ( O o',  C) sin  (O  6,  C)  sin  (O  6',  C) 

sin  (O fl,  D)  sin  (O a',  D)  sin  (0  6,  D)  ’ sin  (06',  D) 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
U«,  Oté,  C,  I)  et  O b.  Ob',  C,  D ont  leurs  rapports  an- 
harmOniques  égaux.  Donc  les  quatre  points  d’intersection 
du  premier  faisceau  par  la  droite  A ont  leur  rapport  anliar- 
monique  égal  à celui  des  quatre  points  d’intersection  du  . 
second  faisceau  par  la  droite  B.  Ce  qui  démontre  que  les 
deux  droites  A,  B sont  divisées  homographiquement. 

11  reste  à montrer  que  l’une  desdeux  droites  E,  F et  l’une 
des  quatre  autres,  par  exemple  E et  D,  sont  divisées  aussi 
homographiquement;  cela  résulte  de  ce  que  les  deux  A et 
B sont  divisées  homographiquement.  Ainsi  le  théorème  est 
démontré  complètement. 

•il  4.  Quand  / leux  côtés  d’un  hexagone  sont  divisés 
homographiquement  par  les  quatre  autres,  les  trois  dia- 
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gona/ex  qui  joigue.m  les  sommets  opposés  passent  par  un 
même  point. 

Soit  ABCDEF  ( ft g.  91)  l'hexagone;  considérons  deux 
côtés  opposes  AB,  DE.  Soient  </',  e'  les  points  de  ren- 
contre du  premier  par  les  deux  côtés  CD,  EF  ; et  />',  a'  les 
points  de  rencontre  du  second  par  les  deux  côtés  BC,  AF. 
I.cs  quatre  points  A,  B,  d',  e'  ont,  par  hypothèse,  leur 
rapport  auharmoniquc  égal  à celui  des  quatre  ci',  b' , D,  E; 
ceux-ci  peuvent  être  écrits  dans  l’ordre  E,  D,  /•»',  a'  (40); 
nous  dirons  donc  que  les  deux  séries  de  quatre  points  A,  B, 
d' , e'  et  E,  D,  b',  a'  ont  leurs  rapports  anhartnoniqucs 
égaux.  11  s’ensuit  que  les  droites  menées  de  deux  {joints 
quelconques  de  la  première  série  aux  deux  points  corres- 
pondants de  la  seconde,  pris  inversement,  se  coupent  sur 
une  même  droite  ( 108).  Les  deux  points  C , F et  le  point 
de  croisement  des  deux  diagonales  AD,  BE  sont  des  points  de 
cette  droite.  Donc  les  deux  diagonales  AD,  BE  se  coupent 
sur  la  troisième  diagonale  CF.  c.  q.  f.  p. 

il  O.  On  conclut  sans  difficulté,  de  ce  théorème,  que: 

Réciproquement  : Quand  les  trois  diagonales  qui  joi- 
gnent tes  sommets  opposés  d'un  hexagone  passent  par  un 
même  point , deux  côtés  quelconques  de  l'hexagone  sont 
divisés  homographiqurment  par  les  quatre  autres. 

11 

il  B.  Etant  donnés  six  points , si  les  faisceaux  formés 
autour  de  deux  de  ces  points  par  les  rayons  menés  aux 
quatre  antres  sont  homo graphiques  ( c’est-à-dire  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux  ) , il  en  est  de  même  pour 
ileux  quelconques  des  six  points. 

Soient  A , B,  C , D,  E,  F (fig.gs)  les  six  points.  Les 
deux  faisceaux  qui  ont  pour  centres  les  deux  points  E,  F 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  autres  points  A, 
B,  C , D ont . par  hypothèse,  leurs  rapports  anharmoniques 
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égaux;  je  dis  qu’il  en  est  de  même  des  deux  faisceaux  qui 
ont  pour  centres  les  deux  points  A , B et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points  C,  D,  E,  F. 

En  effet , la  droite  CD  coupe  les  deux  premiers  faisceaux  , 
qui  ont  leurs  centres  en  E et  F,  en  deux  séries  de  quatre 
points  n,  A,  C,  D et  A',  C,  1)  qui  ont  leurs  rapports 
anharmoniques  égaux,  puisque  les  deux  faisceaux  sont  ho- 
mographiques.  Ou  a donc 

oC  AC  n'C  A'C  «C  a'C_AC  A'C 

^D  ÂD  ~nrD  brD'  °U  «D  ‘ a7!)  AD  ‘ VÔ' 

Ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  fl  , fl',  C,  D ont  leur 
rapport  anliannoniquc  égal  à relui  des  quatre  A,  A',  C,  D- 
Donc  le  faisceau  qui  a son  centre  en  A et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  points  a,  a',  C,  D,  a le  même  rap- 
port anliarmoniquc  que  le  faisceau  qui  a son  centre  en  B 
cl  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  points  A,  A',  C , D. 
C’est-à-dire  que  les  quatre  droites  menées  du  point  A aux 
quatre  points  E,  F,  D,  C ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à celui  des  quatre  droites  menées  du  point  B aux 
quatre  mêmes  points. 

Il  nous  reste  à prouver  que  les  deux  faisceaux  qui  ont 
leurs  centres  en  l'un  des  deux  points  E,  F et  l'un  des  quatre 
A,  B,  C , D,  par  exemple,  en  E et  D,  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points,  sont  aussi  homo- 
graphiques.  Or  cela  résulte  de  ce  que  les  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  centres  en  A et  B sont  liomographiques.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

•417.  Quand,  dans  un  hexagone,  les  ray  ons  menés  de 
deux  sommets  aux  quatre  autres  forment  deux  faisceaux 
liomographiques,  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sont  en  ligne  droite. 

Soit  l’hexagone  ABCDEF  {Jig . p3),  et  G,  H,  I les  points 
de  concours  des  trois  couples  de  cotés  opposés  AB,  DE; 
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BC,  EF-,  CD,  FA.  Je  dis  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 

En  ellet,  les  quatre  droites  BA , BC,  BD,  BF  ont  le 
même  rapport  anharmonique  que  les  quatre  EA,  EC,  ED, 
F.F,  par  hypothèse  , et  en  changeant  l’ordre  de  celles-ci , on 
peut  dire  que  les  quatre  premières  ont  le  même  rapport 
anharmonique  que  les  quatre  EF,  ED,  EC,  EA  (15).  Donc 
les  points  d’intersection  de  deux  droites  quelconques  de  la 
première  série  par  les  deux  droites  correspondantes  de  celte 
dernière,  prises  inversement,  sont  deux  points  toujours  en 
ligne  droite  avec  un  même  point  fixe  (111).  Or  D et  C 
sont  un  système  de  deux  tels  points,  F et  A un  autre-,  et 
G et  H un  troisième.  Donc  les  trois  droites  DC,  FA,  GH 
passent  par  un  même  point.  C’est-à-dire  que  le  point  I est 
en  ligne  droite  avec  les  deux  G et  H.  Ce  qu’il  fallait 
prouver.  Donc , etc. 

•118.  Réciproquement:  Quand  les  trois  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  d'un  hexagone  sont  en  ligne 
droite , les  faisceaux  qui  ont  pour  centres  deux  sommets 
quelconques  de  l’hexagone  et  dont  les  rayons  passent  par 
les  quatre  autres  sommets,  sont  homo graphiques. 

Cette  réciproque  se  conclut  de  la  proposition  directe, 
sans  difficulté. 

■119.  Observation.  — Les  hexagones  auxquels  se  rap- 
portent les  propositions  précédentes  jouissent  de  diverses 
autres  propriétés  qu’il  serait  aisé  de  démontrer  ici,  mais 
qui  se  présenteront  plus  naturellement  dans  la  théorie  des 
sections  coniques. 
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CHAPITRE  XXL 

ÉQUATIONS  A LA  DROITE  , OU  RELATIONS  DE  SEGMENTS  SERVANT 
A DÉTERMINER  TOUS  LES  POINTS  d’uNE  LIGNE  DROITE. 


§ 1.  — Équation  entre  les  segments  faits  sur  deux  droites 
par  des  rayons  tournant  autour  de  deux  pôles  fixes. 

420.  Nous  avons  vu  ^rhap.  XVII)  qu’on  peut  décrire 
de  diverses  manières  une  ligne  droite  par  le  point  d’inter- 
section de  deux  rayons  tournant  autour  de  deux  points 
fixes;  il  suffit  que  ces  deux  rayons  forment  deux  faisceaux 
homographiques  tels,  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes,  considérée  comme  appartenant  au  premier 
faisceau  , soit  elle-même  son  homologue  dans  le  second  fais- 
ceau. Si , au  lieu  de  déterminer  l’homographie  des  deux 
faisceaux  par  des  constructions  géométriques  , comme  nous 
l’avons  fait,  on  l’exprime  par  une  relation  d’angles  ou  de 
segments  , cette  relation  constituera  une  équation  de  la 
droite.  Nous  allons  chercher  les  diflérentcs  formes  d’équa- 
tions auxquelles  ces  considérations  donnent  lieu. 

I. 

421 . Si  autour  de  deux  pôles  fixes  P,  P'  (fig.  g4)  on 
fait  tourner  deux  rayons  rencontrant , respectivement, 
deux  axes  fixes  K A , F.'  B'  en  deux  points  in  , m'  tels,  que 
l’on  ait  la  relation  constante 


(") 


A m B 'm' 

' y. 1-6  , 

E m E m 


dans  laquelle  A et  IV  sont  deux  points  fixes  pris  arbi- 
trairement sur  les  deux  axes  ,•  E , E'  les  points  oit  ces  axes 
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rencontrent  ta  droite  PP',  et  a , 6 , v des  coefficients  con- 
stants , le  point  de  concours  des  deux  rayons  Pm,  P'm' 
décrira  une  ligne  droite. 

En  effet  l’équation  exprime  que  les  deux  points  m , m' 
forment  sur  les  deux  axes  EA  , E'15'  deux  divisions  honio- 
graphiques  dans  lesquelles  E et  E'sonl  deux  points  homo- 
logues (123).  I)’où  il  suit  que  les  deux  droites  Pm,  P 'm' 
décrivent  deux  faisceaux  liomographiques  qui  satisfont  h la 
condition  que  la  droite  PP’  soit  elle-même  son  homologue 
dans  les  deux  faisceaux.  Donc  le  point  d'intersection  des 
deux  rayons  Pm,  P'm'  décrit  une  ligne  droite  (103).  Ce 
qu'il  fallait  prouver  (*). 

Il  est  clair  que,  réciproquement,  une  droite  étant  don- 
née, on  pourra  toujours  déterminer  deux  des  trois  con- 
stantes a,  6 et  v,  l’autre  étant  prise  à volonté,  du  manière 
que  l’équation  (a)  corresponde  à la  droite. 

422.  .Nous  avons  vu  (123)  que  dans  l’équation  (a)  un 
ou  deux  des  points  fixes  A,  E,  0',  E'  peuvent  être  situés  à 
(infini;  et  que  le  segment  qui  se  rapporte  à un  point  situé 
à l’infini , disparaît  de  l’équation  comme  s’il  était  devenu 
égal  à l’unité.  Il  s’ensuit  que,  sans  changer  la  position 
des  deux  pôles  P,  P',  mais  en  supposant  que  l une  des 
deux  origines  A,  IV,  ou  toutes  deux,  soient  à V infini,  ou 


(«)  Il  existe  dans  la  fléométrie  à trois  dimensions  un  théorème  analogue  r 
savoir  : 

Étant  donnes , dans  l’espace,  un  triangle  et  trois  axes  fixes  de  direction 
quelconque,  qui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  trois  points  lî,  E',  E"; 
et  étant  pris  sur  ces  axes  trois  points  fixes  A,  B',  (.!*;  si  autour  des  trois 
côtés  du  trianglr  on  fiait  tourner  trois  plans  qui  rencontrent , respectivement  t 
les  trois  axes  en  trois  points  m , m’,  mw  tels , que  Cnn  ait  la  relation 

Am  * B'/n’  Cm"  % 

a »-  6 T-. — . -4-  y -777; — ; = 0, 

L m t m E m 

« } o j */y  à étant  des  coefficients  constants  le  point  d'intersection  des  trois 
plans  décrira  un  plan 

20. 
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bien  que  l'un  des  deux  axes  EA , E'B',  ou  tous  deux,  soient 
parallèles  à la  droite  PP',  on  aura  les  quatre  équations  sui- 
vantes, toutes  également  propres  à représenter  une  ligne 
droite  quelconque  : 

A m 6 

a p—  4-  p7— 7 — ». 

tj  ni  t,  ni 
a ê 

+ ëv  = v ’ 

-+6.  B' /»'=», 

Em 

^ . A m -f-  6 . B m'  = v. 

423.  Quand  dans  ces  équations  , de  même  que  dans  (<i)r 
la  constante  v est  nulle,  l’équation  devient  à deux  termes, 
et  alors  les  points  fixes  A,  B'  sont  deux  points  homologues 
des  deux  divisions  homograpliiques  (i  IG) , et  la  droite,  lieu 
du  pointd’intersection  des  deux  rayons  tournants  Pm,  P 'm', 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  PA , P'  B'. 
Cela  a lieu  même  quand  les  points  A et  B'  sont  à l’infini. 

II. 

424.  Les  pôles  P,  P' sont  pris  arbitrairement  ; la  seule 
condition  à observer,  c’est  que  ces  points  et  les  deux  E,  E' 
soient  tous  quatre  sur  une  même  droite.  Celte  droite  peut 
être  à l’infini;  alors  les  droites  Pm  sont  parallèles  entre 
elles,  ainsi  que  les  droites  P'm',  niais  sous  une  autre  di- 
rection ; et  l’équation  devient 

a . A m -+•  6 . B 'm'  — v. 

On  a donc  ce  théorème  : 

Si  sur  deux  axes  on  prend,  à partir  de  deux  points 
fixes  A,  B'  (fig.  95) , deux  segments  variables  Am , BW 
liés  entre  eux  par  la  relation  du  premier  degré 

( b ) a . Am  G . B'/n'  = v , 

et  que  par  les  points  m,  m'  on  mène  des  droites  paral- 
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lèles  à deux  autres  axes  fixes , le  point  d’intersection  de 
ces  deux  droites  décrira  une  ligne  droite. 

Corollaire.  — Si  les  deux  points  fixes  A , B'  coïncident 
en  O (fig-  96)  avec  le  point  d’intersection  des  deux  axes  , 
et  si  les  droites  Mm  sont  parallèles  à l’axe  Om',  et  les 
droites  Mm'  parallèles  à l’axe  O/n,  les  deux  segments  O/n, 
O/n'  seront  précisément  les  deux  coordonnées  x , y du  sys- 
tème de  géométrie  analytique  de  Descartes;  et  le  théo- 
rème exprime  que  l’équation  du  premier  degré 

a.x  -t-  t.y  = » 
est  celle  d’une  ligne  droite. 

•42o.  Reprenons  le  cas  où  les  points  A,  B',  origines  des 
segments  Am,  B'm'  {fig-  q5 ),  sont  quelconques,  ainsi  que 
les  directions  des  deux  axes  fixes  auxquels  les  droites  Mm, 
M m'  sont  parallèles. 

Que  l’on  mène  par  le  point  fixe  A la  parallèle  à la  droite 
Mm,  et  qu’on  abaisse  sur  cette  droite  l’oblique  Mp  paral- 
lèle à Am  ; on  aura  M p — A m.  Pareillement,  ayant  mené 
par  le  point  fixe  B'  la  parallèle  à Mm'  et  abaissé  du  point 
M sur  cette  droite  l’oblique  M p'  parallèle  à B'm',  on  a 
M p'  = B'm'.  De  sorte  que  l’équation  ( b ) devient 

a . M p -h  £ . M p — v . 

C’est-à-dire  que  : 

Si  Von  demande  le  lieu  d’un  point  M tel , que  les  obliques 
Mp,  Mp'  abaissées  de  ce.  point  sur  deux  axes  fixes,  sous 
des  angles  donnés,  aient  entre  elles  la  relation  du  pre- 
mier degré 

x . M p -l-  6 . M //  = v , 

le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  peut  encore  conclure  de  là  l’équation  de  la  géométrie 
analytique,  déduite  plus  directement  du  théorème  pré- 
cédent . 
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III. 

42ü.  Au  lieu  de  l'équation  (a),  pour  exprimer  la  divi- 
sion homographique  des  deux  droites  EA  , E'B'  ( Jig . 97), 
ou  peut  prendre  l'équation 

(c)  Am.B'm'  + ï.  A ni  -+-  fi.BW  v = o (151), 

pourvu  que  l’on  détermine  l’un  des  trois  coefficients  À , u , v 
de  manière  que  les  points  de  rencontre  de  la  base  PP'  par 
les  deux  axes  EA , E'  15'  soient  deux  points  homologues. 
L’équation  qui  exprime  cette  condition  est 

AE.B'E'  X.  AE  -t-  fi  B'E'-(-»=o. 

Ainsi  l’équation  générale  d’une  droite  sera 
Am . Km'  -4-  * A ni  -+-  p . B 'ni'  = AE.  B'E'  H-  X.  AE  4-  f*  .B'E', 

les  deux  coefficients  X et  étant  arbitraires. 

Appelons  I le  point  de  la  première  droite  EA  qui  corres- 
pond à l’iniini  de  la  seconde,  et  J'  le  point  de  celle-ci  qui 
correspond  à l'infini  de  la  première;  on  aura  X = — B' J', 
p = — AI  (134) , et  l'équation  devient 

Am.B'm'— B’J'.Am-  AI . BW=  AE.  B'E'  — B'J'.AE— AI. B'E. 

Réciproquement , une  droite  L étant  donnée , cette  équa- 
tion pourra  la  représenter;  les  points  A , B'  y sont  arbi- 
traires : mais  les  deux  points  I,  J'  ne  le  sont  pas;  ils  dé- 
pendent de  la  position  de  la  droite.  Pour  déterminer  le 
point  1 on  mène  la  droite  P'C  parallèle  à la  droite  E'B', 
et  qui  rencontre  la  droite  L en  C;  puis  la  droite  PC  qui 
marque  sur  EA  le  point  1.  Pareillement,  pour  déterminer 
le  point  J'  ou  mène,  parallèlement  à EA,  la  droite  PI)  qui 
rencontre  la  droite  L en  D;  la  droite  P'I)  rencontre  la 
droite  E'B'  au  point  cherché  J'. 

Si  l’on  place  les  deux  points  A et  B'  en  I et  J'  respecti- 
vement, l’équation  se  réduira  à 

Im.J’m'  = IE.  J'  E'. 
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427.  Dans  tous  les  théorèmes  précédents  on  peut  suppo- 
ser que  les  deux  transversales  coïncident , les  mêmes  équa- 
tions subsistent. 

L’équation  (c)  peut  prendre  alors  une  forme  différente , 
savoir, 

(d)  Am.BV  + ï.mm'  +-  v = o (161). 

Mais  il  faut  observer  que  la  constante  v n’est  pas  arbi- 
traire; car,  pour  que  l’équation  soit  celle  d’une  droite, 
il  faut  que  le  point  F.  où  l’axe  EA  ( fit’.  98)  rencontre  le 
base  PP'  soit  un  point  double , c’est-à-dire  la  réunion  des 
deux  points  homologues  E,  F/.  Cette  condition  s’exprime 
par  la  relation 

AE  B'E  -t-  » = o. 

Ainsi  l’équation  générale  d’une  droite  sera 
Am.BV  -+-  X . ni  m'  ==  AE.B'  E ; 

les  points  A et  H'  étant  pris  arbitrairement  sur  1 axe  EA  , et 
A étant  un  coefficient  arbitraire. 

Cette  équation  renferme  trois  éléments  indéterminés,  le 
point  A,  le  point  B et  le  coefficient  X.  Une  droite  étant 
donnée  , 011  ne  peut  prendre  qu’un  de  ces  éléments  arbi- 
trairement, les  deux  autres  seront  pris  de  manière  que  l’é- 
quation s’applique  à cette  droite  particulière. 

Corollaire.  — Les  deux  points  doubles  des  divisions  bo- 
mographiques  marquées  par  les  points  m,  m'  sur  l’axe  EA 
sont  le  point  E et  le  point  F intersection  de  l’axe  EA  par 
la  droite  proposée.  Il  s’ensuit  que  les  deux  points  A et  B' 
sont , de  part  et  d’autre,  à égale  distance  du  point  O milieu 
de  EF  (1G1).  On  peut  donc  placer  le  point  A en  F.  et  le 
point  B'  en  F ; alors  l’équation  de  la  droite  est 

E m . F m'  — F.  I . m m'  = o , 
ou 

Em.Fm' 

— = E I . 

m m 
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Ainsi  l'équation  de  toute  droite  peut  être  de  la  forme 


A/ii.Bm' 

— = * 

m m 


§ II.  — Équation  entre  des  segments  faits  sur  plusieurs 
axes  par  des  rayons  tournant  autour  de  points  fixes 
situés  en  ligne  droite. 

I. 


428.  Le  théorème  (421)  relatif  aux  segments  faits  sur 
deux  axes  fixes  peut  être  généralisé  et  appliqué  aux  seg- 
ments faits  sur  un  nombre  quelconque  d'axes  fixes , de  la 
manière  suivante  : 

Si  l'on  a plusieurs  axes  AE  , BE',  CE",...  et  autant  de 
pôles  P,  P',  P", . . . placés  en  ligne  droite , et  que  de  cha- 
que point  M d’une  droite  L on  conduise  des  rayons  à ces 
pôles,  lesquels  rencontrent  respectivement,  les  axes  AE, 
BE',  CE",...  en  m,  m',  m",...,  on  aura  entre  les  segments 
que  ces  points  font  sur  ces  axes , à partir  d'autant  de 
points  fixes  A.  B,  C,...  pris  arbitrairement , et  des  points 
E,  E',  E",...  tous  situés  sur  la  droite  P P' P"...,  la  rela- 
tion constante 


dans  laquelle  tous  les  coefficients , moins  deux,  peuvent 
être  pris  arbitrairement . 

C'est-à-dire  que  les  deux  coefficients  non  déterminés 
pourront  i être  de  manière  que  l'équation  ail  toujours 
lieu. 

Nous  allons  démontrer  que  si  la  proposition  est  vraie 
dans  le  cas  de  n axes  AE,  BE', ...,  elle  l’est  nécessairement 
pour  (n  + i)  axes. 

Supposons  que  les  deux  coefficients  indéterminés  soient 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  3i3 
a el  S.  Faisons  abstraction  du  premier  axe  AE;  nous  au- 
rons un  axe  de  moins,  et,  par  hypothèse,  la  proposition 
sera  vraie;  de  sorte  que  les  coefficients  y,  ç?,.  . . étant  don- 
nés, on  pourra  déterminer  les  deux  c',  •/  de  manière  que 
l’on  ait  toujours  l’équation 

B/n'  Cm"  . 

6 1-7  - — 5 -4- . . . =»'. 

E/n'  7 E "m" 


Mais  en  ne  considérant  que  les  deux  axes  AE  et  BE  , on  peut 
déterminer  deux  coefficients  a,  G"  de  manière  que  I on  ait 
toujours  la  relation 


Am  _i_  R"  Bm'  — I M 

fcm  c.  m 


{421'. 


Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre . on  a 


A m 
E m 


B m' 


Cm" 


+ (5'+6"!w+7ev+-  = 


Cette  équation , relative  à (n  -+-  i)  axes,  aura  toujours  lieu  , 
puisqu’elle  résulte  de  deux  équations  qui  elles-mêmes  ont 
toujours  lieu  ; et  les  coefficients  de  ses  deux  premiers  termes, 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnés,  ont  des  valeurs  déter- 
minées. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coefficients  non  dé- 
terminés soient  a et  v.  On  fera  encore  abstraction  du  pre- 
mier axe  AE,  et  l’on  déterminera  deux  coefficients  G'  et 
v'  de  manière  que  l’on  ait 


Bm'  Cm" 

g' 1_  7 u . 

E 'm'  7E  "//«" 


ce  qu’on  peut  faire,  par  hypothèse.  Puis,  en  considérant 
les  deux  axes  AE  , BE',  on  déterminera  deux  coefficients 
a , v"  tels,  que  l’on  ait 


Am 

■*  r. h (G  — ? ) zr, — ; = » • 

Em  E m 
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Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre  , il  vient 


A m B/h'  Cm" 
Ë ~Hi  1 W~n?  + 7 ?fm" 


= (■/+  v"); 


équation  dans  laquelle  les  deux  coeflicients  a et  (v-t-  v'), 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnés , ont  des  valeurs  déter- 
minées 

Ainsi  il  est  démontré  que  si  le  théorème  a lieu  pour  n 
axes,  il  aura  lieu  pour  (n  i).  Mais  il  est  vrai  pour  deux  ; 
donc  aussi  pour  trois,  pour  quatre,  etc. 

Observation.  — Dans  le  cas  de  deux  axes  on  ne  peut  pas 
faire,  eu  général,  la  constante  v égale  à zéro^  mais  on  le 
pourra  toujours  dans  le  cas  où  l’on  a plus  de  deux  axes. 


■429.  J\ous  venons  de  prouver  qu’ayant  pris  arbitraire- 
ment les  coefficients  a , 5,...,  v,  moins  deux,  on  peut  déter- 
miner ceux-ci  de  manière  que  l’équation  ait  lieu  pour  tous 
les  points  d’une  droite  donnée  L.  Or  deux  points  quel- 
conques de  la  droite  peuvent  servir  pour  déterminer  ces 
deux  coefficients.  En  effet,  ces  deux  points  donneront  lieu 
à deux  équations , telles  que 


Am,  B m C m" 


Km, 


E "m" 


»» 


Am,  B ni 

a H o • — - — r 

F.m,  Wm, 


+ 7 


C m\ 
E "m". 


Et  ces  équations,  dans  lesquel!  es  les  segments  A m, , A »i, , etc . , 
sont  connus,  servent  à déterminer  les  deux  coeflicients  in- 
connus. 

Il  suit  de  là  que  : Quand  V équation  (e)  a lieu  pour 
deux  points  d’une  droite,  elle  a lieu  pour  tous  les  autres 
points  de  celte  droite. 

Ce  qui  conduit  à ce  théorème  général  qu’on  peut  consi- 
dérer comme  la  réciproque  de  la  proposition  ( -428)  : 

4d0.  Étant  donnés  des  axes  AE,  I5E',  CE"...,  ter- 
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mi/u-s  en  E,  E',  E",. ..  à une  même  droite , et  autant  de 

pôles  P,  P',  P",...  situés  sur  cette  droite,  si  l'on  demande 

le  lieu  d’un  point  M tel,  que  les  rayons  conduits  de  ce  point 

aux  pôles  P,  P',  P",. . . fassent , respectivement , sur  les 

axes  AE,  BE',  CE",...  des  segments  dont  les  rapports 

Am  U m'  Cm"  . , , . . 

- — > — — 7,  aient  entre  eux  ta  relation  au  premier. 

Km  Km  E m ' 


degré 


(«) 


Am  B /»'  Cm" 

a f-  <3 h 7 

E/l»  EW  7 K" ni 


dans  laquelle  a,  c,  y,...,  v sont  des  coefficients  constants, 
pris  arbitrairement,  le  lieu  du  point  M sera  une  ligne 
droite. 

Eu  effet,  supposons  que  l'on  ait  déterminé  deux  points 
M|,  M,  satisfaisant  à l’équation,  cette  équation  aura  lieu 
pour  tous  les  autres  points  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
M,,  Mj  (429).  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Nous  verrons  plus  loin  (440)  comment  on  pourra  déter- 
miner les  points  M,,  M, , . . . qui  satisfont  à l’équation. 

II. 

431 . Ces  théorèmes  relatifs  à plusieurs  axes  donnent  lieu 
aux  mêmes  corollaires  que  le  théorème  relatif  à deux  axes. 
Ainsi  nous  dirons,  en  supposant  tous  les  pôles  P,  P’,...  à 
l’infini , que  : 

Si  de  chaque  point  d’une  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnés,  les  segments 
que  ces  obliques  détermineront  sur  ces  axes,  à partir  de 
points  fixes  A,  B....,  auront  entre  eux  une  relation  du 
premier  degré 

a.Am  -fë.Bm'-f  -t- . . . — v, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  6,...,  v,  moins  r/eux, 
pourront  être  pris  arbitrairement. 
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432.  On  peut  substituer  aux  segments  faits  sur  les  axes 
fixes,  les  obliques  abaissées  parallèlement  à ces  axes  sur 
d'autres  axes  menés  par  les  mêmes  points  fixes  A , R, . . . , 
comme  dans  le  cas  de  deux  axes  (425);  et  l’on  a ce  théo- 
rème : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnés,  ces  obliques 
p,  p',  p", . . . auront  entre  elles  une  relation  du  premier 
degré 

x.p  -h  €./>'  -+-  7 -p"  -*-■  . .=  vi, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  c ,...,  v,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement. 

Et  réciproquement  : Le  lieu  d'un  point  tel , que  les  obli- 
ques abaissées  de  ce  point  sur  des  axes  fixes,  sous  des 
angles  donnés,  aient  entre  elles  une  relation  du  premier 
degré,  est  une  ligne  droite  (*  ). 

433.  Aux  obliques  qui  ont  des  directions  différentes,  on 
peut  en  substituer  d’autres  ayant  toutes  la  même  direction, 
parce  que  celles-ci  seront  proportionnelles  aux  premières, 
respectivement:  il  s’ensuit  que  : 

Étant  données  plusieurs  droites  AE,  BE',  CE"  et  une 
dernière  L,  si  l'on  mène  des  transversales  toutes  parallèles 
entre  elles,  dont  chacune  rencontre  ces  droites  en  des 
points  a,  b,  c,...,  M,  on  aura  entre  les  segments  Ma, 


(•)  Ce  théorème  faisait  partielles  Lieux  plans  d'Apollonius,  ainsi  qu'on 
le  voit  dans  les  Collections  mathématiques  dePoppus,  où  il  est  énonce  d'a- 
bord pour  le  cas  de  deux  axes  seulement,  puis  pour  un  nombre  quelconque 
«l'axes,  dan*  les  termes  suivants  : « Si  a puncto  quodam  ad  positione  datas 
duas  rectas  linrat  paraUelas , vel  inter  se  convenientes , ducantur  rect, r Itncœ 
in  dalo  angulo , vel  datam  hahentes  proportionem , vel  quarum  una  simul  cum 
ea  ad  quant  altéra  proportionem  hahel  datam  , data  fuerit , continuel  punctum 
rectam  lineam  positione  datam.  — Et  si  sint  quotcumque  recta  linca  in  datis 
an  gui  t s , sit  autem  quod  data  linca  et  ducta  continctur,  una  cum  contento  data 
linca  et  altéra  ducta  , œqualc  ci , quod  data  et  alia  ducta , ci  rcliquis  confine- 
tur,  punctum  similitrr  rectam  lineam  positione  datam  continue  t.  » 
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Mb,...  la  relation  du  premier  degré 

a . M a -H  6 . M b + y.Mc+...=  », 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  o,...,  v,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement. 

Et  réciproquement. 

§ III.  — Équation  entre  des  segments  faits  sur  un  ou 
plusieurs  rayons  tournant  autour  île  pôles  fixes  quel- 
conques. 

434.  Dans  les  théorèmes  précédents,  l'équation  d’une 
ligne  droite  a lieu  entre  les  segments  que  les  rayons  menés 
de  chaque  point  de  cette  droite  à deux  ou  plusieurs  pôles 
lixes  font  sur  des  axes  fixes.  £ious  allons  maintenant  ex- 
primer l'équation  d’une  droite  en  fonction  de  segments 
faits  sur  des  rayons  menés  de  chaque  point  de  la  droite  k 
un  ou  plusieurs  pôles  fixes  pris  arbitrairement. 

Considérons  le  théorème  général  (428),  d’après  lequel 
tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent  être  pris  arbi- 
trairement. 

Prenons  sur  les  axes  AE,  BE',  etc.,  (fig-  99),  des  points 
fixes  R,  IV,...,  et  remplaçons  les  coefficients  a,  6,...  par 

/ AU\  /.  RR' \ . 

I «1  : pj-  I , I Ç.  : etc.,  I équation  deviendra 

/ Ara  AR\  /B  m'  BR' \ 

\ Em  ’ ER  / ' \ E'm' ! E'R'  J + *' 

C’est-à-dire  que  : si  de  chaque  point  M d une  droite  L on 
mène  les  rayons  MP,  MP',  etc.,  qui  rencontrent  respecti- 
vement les  axes  AE,  BE',  etc.,  en  m,  m',...,  on  aura  cetlc 
relation  dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,,  6,,  etc., 
moins  deux , peuvent  être  pris  arbitrairement  ; les  points  R, 
R',...  ayant  été  pris  eux-mêmes  arbitrairement  et  restant 
fixes  sur  les  axes  AE,  BE',  etc. 
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Considérons  les  quaire  droites  menées  du  point  P aux 
quatre  points  M , A , E , R , et  eoupons-les  par  une  trans- 
versale issue  du  point  M ; soient  M,  a,  e,  p les  points  d’in- 
terseclion  : leur  rapport  anharmonique  est  égal  à celui  des 
quatre  points  IV! , A,  E,  R,  de  sorte  que  le  premier  terme 

de  l'équation  peut  être  remplacé  par  a,  j • Si , pa- 

reillement, l'on  mène  par  le  point  M une  autre  transver- 
sale qui  rencontre  les  droites  P/B,  P'E',  P'R'  en  b,  e\  p', 
on  pourra  prendre,  pour  le  deuxième  terme  de  l’équation, 

1 expression  6 
quation  devient  donc 


et  ainsi  des  autres  termes  : l’é- 

e M c p J 


/aM  a e\  / 6M  6p'\ 

\ PU  ‘ 7~p)  + 1 : P ~pj 


Ainsi  les  segments  qui  étaieut  comptés  sur  les  axes  AE, 
BE',  etc.,  sont  remplacés  par  des  segments  comptés  sur  des 
transversales  menées  arbitrairement  par  chaque  point  M de 
la  droite  L;  et  les  axes  AE,  BE'  n’entrent  plus  dans  le 
théorème.  A leur  place,  on  considère  de  nouvelles  droites 
PA,  P' B,...,  PR,  P'R',....  Les  points  p,  p',...  sont  sur  les 
droites  fixes  PR,  P'R',...;  maison  peut  éliminer  ces  droites 
en  considérant  les  points  p,  p',...  comme  des  pôles  fixes 
pris  arbitrairement,  par  lesquels  on  fait  passer  toutes  les 
transversales  issues  de  chaque  point  M de  la  droite  L. 
Enfin  , de  cette  manière,  les  pôles  primitifs  P,  P', . . . dis- 
paraissent et  se  trouvent  remplacés  par  les  nouveaux  pôles 
p,  p',.  . . . On  a donc  ce  théorème  général  : 

Étant  données  des  droites  h.  B,  C,...  (fig.  ioo),  et  étant 
pris  arbitrairement  autant  de  pôles  fixes  p,  p',  p",...,  cor- 
respondants à ces  droites,  un  à une,  respectivement , si  par 
chaque  point  M d’une  droite  L on  mène  des  transversales 
passant  par  ces  pôles  p,  p',  p",... , et  rencontrant,  respecti- 
vement, les  droites  A,  B,  CI , . . . , en  des  points  a,  b,  c,..., 
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et  une  autre  droite  fixe  E,  en  des  points  e,  e',  e",...,  on 
aura  la  relation  constante 


(/)  * (s  ' $ + s (rS 


dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  ê,...,  v,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement . 


II. 


435.  Ce  théorème  général  donne  lieu  à plusieurs  corol- 
laires; car  011  peut  supposer  à l’infini  soit  la  droite  E , soit 
un  ou  plusieurs  des  points  p,  p',. . . ou  tous  à la  fois;  et 
ces  points  peuvent  se  réunir  en  un  seul. 

Si  l’on  suppose  tous  ces  points  à l’infini , l’équation  (f) 
devient 


(g) 


a M „ b M 

+ e.  — + 


cM 


c M 


tM 

«"M 


La  droite  sur  laquelle  sont  comptés  les  deux  segineuts 
Ma,  Me  reste  parallèle  à elle-même;  de  sorte  que  ces  deux 
segments  sont  proportionnels,  respectivement,  aux  dis- 
tances du  point  M aux  deux  droites  A et  E.  Il  en  est  de 
même  de  tous  les' autres  segments.  On  a donc,  en  appelant 
Pi  p'iP"i-  • • et  r/  les  distances  de  chaque  point  M de  la 
droite  L aux  droites  fixes  A , B,  C,. . . et  E,  la  relation  ho- 
mogène 

\g')  a. p -f-  e.//  -+-  7 q. 


Donc  : Les  distances  de  chaque  point  d’une  droite  à 
plusieurs  axes  fixes  ont  toujours  entre  elles  une  relation 
homogène  du  premier  degré , dans  laquelle  tous  les  coeffi- 
cients, moins  deux,  peuvent  être  pris  arbitrairement. 

43H.  Si  la  droite  F,  est  à l’infini , l’équation  (/)  devient 


[>•) 


aM  cb M cM 

a — -f-  *>  y—,  -+*  7 — 7,  +•••—»• 
ap  bp  Cf- 
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"H est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des 

points  M et  p sur  la  droite  A,  et  de  même  des  autres  termes; 
or  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  p.  p', . . . sur 
les  droites  A,  1$, . . . sont  constantes,  et  l’on  peut  les  faire 
entrer  dans  les  coefficients  de  l’équation,  de  sorte  qu'en 
appelant  p , //,.  . . les  perpendiculaires  abaissées  de  chaque 
point  M sur  les  droites  A , B, . . . , on  a la  relation 

(h')  a.p  -f-  Z.p'  -+■  y.p"  . . = v, 


dans  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent 
être  pris  arbitrairement;  c’est-à-dire  que  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  chaque  point  d'une  droite  L sur  des  axes 
fixes  ont  entre  elles  une  relation  du  premier  degré,  dans 
laquelle  on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coeffi- 
cients moins  deux.  Ce  qui  est  le  théorème  (132),  car  ou 
peut  substituer  aux  perpendiculaires  des  obliques. 

•437.  Faisons,  dans  l’équation  (h), 

«M  = p M — pn, 
èM  = p'M  — p’b. 

il  vient 

PM  p'M 

a h £ JT  + ...  s(i  + {+  ..i  — v)p 

po  p e 

ou,  en  représentant  le  second  membre  par  v,, 


a 


p a p b 


; 


ce  qui  exprime  ce  théorème; 

Étant  données  des  droites  A,  B,  C,...  et  autant  de 
pôles  fixes  p,  p',  p . placés  d'une  manière  quelconque, 
si  de  chaque  point  M d'une  autre  droite  L on  mène  des 
rayons  à ces  pôles,  lesquels  rencontreront  les  droites  A, 
B , C , . . . en  des  points  a , b , c , . . . , on  aura  la  relation 
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3n 


constante 

(O 


p M 

a 1 — 


9a 


v 


• 9 


flans  laquelle  « , ê, . . . , v,  sont  des  constantes  qui  toutes , 
moins  deux,  peuvent  être  prises  arbitrairement . 


438.  Si  tous  les  points  p,  p',.  . . se  confondent  en  un 
seul,  l'équation  (h)  devient 


"M 

ap 

et  l'équation  (i) 

(0  rz 


. b M 

‘bT 


rM 

rp 


a 

ph 


7_ 

9e 


»M 


Ce  qui  prouve  que  : 

Étant  données  plusieurs  droites  A,  B,  C,.  cl  une 
dernière  L , si  autour  d'un  point  fixe  p on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  ces  droites  en  des  points  a,  h, 
c , . . . , M , on  aura  les  deux  relations  ( k )'ct  (1  ) , dans  cha- 
cune desquelles  toutes  les  constantes,  moins  deux,  peuvent 
être  prises  arbitrairement . 

439.  Et  réciproquement  : 

Étant  données  plusieurs  droites  A,  B,  C,...,  si  autour 
d'un  point  fixe  p on  fait  tourner  une  transversale  qui  les 
rencontre  en  des  points  a,  b,  c,...,  et  qu’on  prenne  sur 
cette  droite  un  point  M déterminé  par  l’une  ou  l'autre  des 
deux  équations  ( k ) et  ( 1 ) , le  lieu  de  ce  poin l sera  une  ligne 
droite  {*)■ 

440.  Dans  ce  théorème  on  détermine  immédiatement, 
soit  par  l’équation  (À),  soit  par  la  seconde  (/),  chaque  point 


(*  ) Ce  lheoréme  »e  trouve  dan»  le  Mémoire  du  M.  Poncelet  sur  les  Centres 
des  moyennes  harmoniques  (voir  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crclle: 
tome  111,  page  aS5;  année  1828' 

9.1 
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M situé  sur  une  transversale  issue  du  point  p.  Et  comme 
on  passe  de  l’équation  (c)  du  théorème  (430) , à l'une  ou  à 
l'autre  des  équations  (A)  et  (/),  dont  les  coefficients  dé- 
pendent de  ceux  de  l'équation  (c) , le  point  p pouvant  être 
pris  arbitrairement,  on  voit  qu’on  pourra  se  servir  de  l’une 
des  équations  (À  ) et  (/)  pour  déterminer  les  points  M qui 
satisfont  à l’équation  (c)  ; et  même  pour  déterminer  en  par- 
ticulier le  point  situé  sur  une  droite  donnée. 

4-11.  Observation. — Tous  les  théorèmes  compris  dans 
le  deuxième  et  le  troisième  paragraphe  de  ce  chapitre , qui 
ont  été  des  conséquences  immédiates  de  l’un  ou  de  l'autre 
des  deux  théorèmes  généraux  (428)  et  (434) , comportent 
la  même  généralité  que  ceux-là;  caron  peut  remonter  de 
tous  ces  théorèmes  aux  deux  (428)  et  (434)  ; et  comme  on 
passe  aussi  de  l'un  à l’autre  de  ces  deux-là,  nous  pouvons 
dire  que  tous  les  théorèmes  ont  une  égale  généralité,  et 
qu’ils  ne  sont  que  des  expressions  dillérentes  d'une  même 
propriété  relative  à tous  les  points  d’une  ligne  droite.  De 
ces  expressions,  la  plus  simple  est  celle-ci  : Les  distances 
de  chaque  point  d’une  ligne  droite  à plusieurs  axes  fixes 
ont  entre  elles  une  relation  du  premier  degré,  soit  homo- 
gène, soit  complète , dans  laquelle  tous  les  coefficients  , 
moins  deux,  peuvent  être  pris  arbitrairement . 

Tous  les  théorèmes  n’expriment  rien  de  plus  que  cette 
simple  proposition;  mais  il  est  intéressant  de  voir  qu'au 
moyen  delà  notion  fin  rapport  anharmonique  on  les  déduit 
tous  d’une  proposition  élémentaire  (123) , et  que  l’on  peut 
passer  de  1 un  à l'autre. 
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3a3 


CHAPITRE  XXII. 

ÉQUATIONS  AU  POINT,  OU  RELATIONS  DE  SEGMENTS  SERVANT  A 
DÉTERMINER  UNE  INFINITÉ  DE  DROITES  ASSUJETTIES  A PASSER 

TOUTES  PAn  UN  MÊME  POINT.  CENTRE  DE  GRAVITÉ  n’uN 

SYSTÈME  DE  POINTS.  CENTRE  DES  MOYENNES  HARMO- 

NIQUES. 


442.  Nous  appelons  équation  nu  point,  une  équation 
entre  certaines  variables  dont  chaque  système  de  valeurs 
détermine  la  position  d’une  droite,  de  manière  que  toutes 
ees  droites  passent  par  un  même  point.  On  peut  dire  que 
l'équation  représente  ce  point. 


§ I.  — Équation  entra  les  segments  qu'une  droite  tour- 
nant autour  d'un  point  fait  sur  deux  axes  fixes. 


Si  sur  deux  axes  SA,  SB  (fig.  101),  qui  se  coupent  en  S 
et  sur  lesquels  A et  B sont  deux  points  fixes,  on  prend 
deux  points  variables  m,  tu',  liés  entre  eux  par  la  rela- 
tion 


(«) 


A m 

Ss^7 


.B»' 
‘ S»' 


dans  laquelle  a,  o et  v sont  des  coefficients  constants,  la 
droite  mm'  passera  towjouis  par  un  même  point  p. 

En  elîet,  cette  équation  exprime  la  division  horaographt- 
que  des  deux  droites  SA , SB  ( 123),  et  dans  celte  division 
deux  points  homologues  coïncident  en  S.  Par  conséquent 
la  droite  mm1  passe  toujours  par  un  même  point  p (103). 

On  peut  dire  que  l’équation  représente  le  point  p , ou 
qu’elle  est  l’équation  de  ce  point,  ou,  en  terme  général , 
que  c’est  une  équation  au  point. 

•zi . 
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Il  est  évident  que,  réciproquement,  un  point  étant  donné, 
on  peut,  en  attribuant  à l’un  des  trois  coefficients  «,  o et  v 
une  valeur  arbitraire,  déterminer  les  deux  autres  de  ma- 
nière que  l’équation  (a)  représente  ce  point. 

4-43.  Chacun  des  trois  points  S,  A,  B peut  être  à l’in- 
fini (123) , ce  qui  donne  lieu  aux  trois  équations  : 


a B m' 

1°. 

s^  + 6w~v’ 

a G 

2°. 

S m S m'  ’ 

3°. 

a.  A m -t-  6. B/n'  = ■/. 

Dans  celte  dernière,  les  deux  axes  SA,  SB  sont  paral- 
lèles. 

444.  Quand  la  constante  v est  nulle,  le  point  représenté 
par  l'une  ou  l’autre  de  ces  équations  est  toujours  situé  sur 
la  droite  AB.  Car  alors  l’équation  générale  se  réduit  à 

A m E m' 

*c  +65—7  = 0, 

S m S/n 

OU 

A m B /«' 

S m m' 

et  cette  équation  exprime  que  dans  la  division  homogra- 
pbique  des  deux  droites  SA,  SB,  les  points  A et  B sont 
deux  points  homologues  (115).  Donc  la  droite  AB  est  une 
des  positions  de  la  droite  mm\  et  par  conséquent  le  point 
p se  trouve  sur  cette  droite. 

443.  On  peut  encore  prendre  pour  l’équation  d’un  point, 
l’équation  générale 

(b)  Aw.Bm'  + l.Am  + |i.Bm'+»  = o, 

pourvu  que  l'on  détermine  l’un  des  trois  coefficients  de 
manière  à exprimer  que  deux  points  homologues  coïncident 
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en  S.  La  relation  qui  exprime  cette  condition  est 
AS  - BS  -f-  k . AS  -f*  pi . BS  -J—  v “ o. 

Éliminant  v,  on  aura  pour  l’équation  générale  d’un  point 

(h")  Am.Bm'+I  A m -f-  >.Bn'=  AS. BS  -+-  X.  AS  -I-  ft.BS ; 

dans  laquelle  les  cofficients  X et  p sont  arbitraires.  Réci- 
proquement, un  point  étant  donné,  on  pourra  attribuer  à 
ces  coefficients  des  valeurs  telles,  que  réquation  représente 
ce  point. 

dKi.  Quand  les  constantes  X,  u.  sont  milles,  l’équation 
se  réduit  à 

A m .B»/'  = AS.  BS. 

Ainsi  toute  droite  mm',  déterminée  par  cette  relation , 
passera  par  un  point  fixe. 

Et  réciproquement  : Un  point  étant  donné,  on  peut  dé- 
terminer sur  les  deux  axes  SA,  SB  (fig.  102)  la  position 
des  deux  points  A , B , et  une  constante  X , de  manière 
que  V équation  du  point  soit 

A m.  B m1  — À. 

En  effet,  celte  équation  , qui  exprime  la  division  homogra* 
phique  des  deux  axes  AS,  BS,  fait  voir  que  le  point  A cor- 
respond à l’infini  delà  seconde  droite,  et  le  point  B à l’in- 
fini de  la  première.  Donc  si  par  le  point  p on  mène  une 
parallèle  à l’axe  SA , elle  déterminera  sur  le  second  axe  le 
point  B.  Et  pareillement  la  parallèle  pA  au  second  axe  " 
détermine  sur  le  premier  le  point  A.  Quant  à la  con- 
stante X , elle  est  égale  au  rectangle  SA  .SB. 

§ II.  — Equation  entre  les  segments  faits  par  une  droite 

tournant  autour  d’un  point  Jixe,  sur  plusieurs  droites 

concourantes  en  un  même  point. 

•Ii7.  Étant  données  plusieurs  droites  SA . SB, . . . pas- 
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sont  toutes  pur  un  même  pointS  (fig.  io3)  et  sur  lesquelles 
sont  pris  arbitrairement  des  points  fixes  A,  B,  C,  ...  ; si 
autour  d’un  point  p on  fait  tourner  une  transversale  qui 
rencontre  ces  droites  en  des  points  ni,  m',  m", . . .,  on 
aura  la  relation  constante 


(«) 


A m B/n'  Cm" 

sTT  6 s™'  7 sTîr  ^ ‘ ~ ’ 


a,  S,  v étant  des  coefficients  constants  qui  tous , 

moins  deux  , peuvent  être  pris  arbitrairement. 

La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le 
théorème  (428). 

148.  Pour  que  l’équation  (c)  soit  celle  d’un  point  dé- 
terminé, il  suffit  quelle  soit  satisjaite  pour  deux  transver- 
sales issues  de  ce  point. 

En  eil'ct,  pour  que  l’équation  soit  celle  d’un  point  donné, 
on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coefficients  moins 
deux  ; et  ceux-ci  se  détermineront  par  certaines  relations 
dépendantes  de  la  position  particulière  du  point.  Ur  deux 
transversales  passant  par  le  point  donnent  deux  équations 
de  condition  entre  tous  les  coefficients,  savoir  : 


oc 


A /H,  g 

Sm,  S ni, 


— -j,  et 


A w, 

: s^T7  ' 


R ni. 


S ni. 


-+-  • ' • = »; 


et  ces  deux  équations  suffisent  pour  déterminer,  et  déter- 
minent nécessairement  les  deux  coefficients  inconnus.  De 
sorte  que,  quand  elles  sont  satisfaites,  l’équation  (c)  est  celle 
du  point  donné,  et  par  conséquent  toute  autre  transversale 
menée  parce  point  satisfera  aussi  à l'équation.  Donc,  etc. 

449.  Quand  une  droite  mobile  rencontre  les  axes  SA , 
SB,  SC,  . . . en  des  points  m,  m',  m".  . . . entre  lesquels 
a lieu  la  relation 
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où  a,  ê,  y, v sont  des  coefficients  constants,  cct& 
droite  passe  toujours  par  un  même  point. 

En  elfet , si  ] on  considère  le  point  d intersection  de 
deux  des  droites  qui  donnent  lieu  à cette  équation,  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède,  que  l’équation  aura  lieu  pour 
toute  autre  droite  menée  par  ce  point.  Mais  elle  ne  peut 
pas  avoir  lieu  pour  une  droite  qui  ne  passerait  pas  parce 
point;  car  celte  droite  rencontrerait  celles  qui  passent  par 
le  point,  en  des  points  par  chacun  desquels  on  pourrait 
mener  une  infinité  de  droites  satisfaisant  à l’équation  ; d’où 
1 on  conclut  que  toute  droite  quelconque  satisferait  à l’équa- 
tion ; ce  qui  n’est  pas  possible.  Donc , etc. 

Observation.  — Ce  théorème  peut  être  considéré  comme 
la  réciproque  de  la  proposition  (44G).  De  sorte  que  les  di- 
verses propositions  que  nous  déduirons  de  celle-ci  admet- 
tront une  pareille  réciproque. 

450.  Dans  l’équation  (c)  le  point  S,  ou  bien  les  points 
A,  B,...,  peuvent  être  pris  à l'infini,  et  l'équation  sub- 
siste comme  si  les  segments  infinis  devenaient  des  con- 
stantes. Cela  résulte  de  ce  qui  a lieu  dans  le  cas  de  deux 
axes  (443).  Mais  il  est  très-facile  de  le  démontrer  directe- 
ment. En  effet , prenons  sur  chacune  des  droites  SA  , SB,.. . 
un  point  fixe,  Il  sur  la  première,  B'  sur  la  seconde,  etc. , 
on  pourra  écrire  l’équation  sous  lu  forme 


Am  AR  , B/n'  HIV 
S m SR  "+"  S ni'  SR' 


...  , . . SR  „ SR' 

car  nu  considérera  tes  quantités  a — , o— ,i  etc.,  comme 

formant  les  coefficients  des  dill'érents  termes.  Ainsi , /es 
points  A,  R;  B,  R';  de.,  étant  pris  arbitrairement  sur  tes 
droites  SA , SB,  etc.,  respectivement , on  pourra  prendre 
arbitrairement  toutes  les  constantes  a. , 6 , . . . , v , moins 
deux , et  déterminer  ces  deux-ci,  de  manière  que  celte 
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^ÿiation  ail  lieu  pour  toutes  les  positions  de  la  droite 
jnin'm".  . . tournant  autour  d'un  point  fixe  donné. 

SR  SRr 

Si  le  pointS  est  à l'iniini,  les  rapports  — , - — etc.  , 
1 11  S m S m 

sont  égaux  à l’unité,  et  l’équation  devient 


a 

AR 


6 

Km  -+-  — . Bm'-h  . 


ou  simplement 

U/j  et , A tu  -f-  € . B ni  -4”  . • . zz  y . 


Si  ce  sont  les  points  A,  B,  . . . qu’on  suppose  à l’infini  , 

. Km  B m'  . , ,, , 

les  rapports  ^7 , . . . sont  égaux  a 1 unité,  et  1 équa- 
tion prend  la  forme 


(*) 


7 

S m‘ 


§ III.  — lielation  constante  entre  les  perpendiculaires 
abaissées  de  plusieurs  points  sur  une  droite  qui  tourne 
autour  d’un  point  fixe.  — Centre  de  gravité  d’un  sys- 
tème de  points. 

A5I.  L’équation  (c)  donne  lieu  à des  théorèmes  d’un 
énoncé  di fièrent , dans  lesquels  ce  ne  sont  plus  des  segments 
faits  sur  des  droites  fixes,  qui  servent  à déterminer  la  posi- 
tion d'une  droite  mobile,  mais  bien  les  distances  de  cette 
droite  à des  points  fixes. 

En  effet,  le  terme  est  égal  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  deux  points  A,  S sur  la  droite  pm. 
Pareillement  le  terme  ^^7  est  égal  au  rapport  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  deux  points  B et  S7  sur  la  même 
droite  5 et  ainsi  des  autres.  Soient  doue  p , /> , . et  q les. 
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distances  des  points  A , B,  C,...,  S à la  droite  p m , l’équa- 
tion deviendra 

(/)  a.^  + S.^'  + 7./  + ...  - i.jf  = o. 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d’un  point,  ses  dis- 
tances à plusieurs  autres  points fixes  quelconques  ont  entre 
elles  une  relation  homogène  du  premier  degré  dont  tons 
les  coefficients,  moins  deux,  peuvent  être  pris  à volonté. 

F,t  réciproquement,  quand  les  distances  d’une  droite 
variable  de  position  , à plusieurs  points  fixes,  conservent 
entre  elles  une  relation  homogène  du  premier  degré , cette 
droite  passe  toujours  par  un  même  point. 

La  détermination  des  signes  dans  ce  théorème  est  évi- 
dente. Pour  tous  les  points  situés  d’uu  même  côté  de  la 
transversale , les  distances  de  ces  points  à cette  droite  se- 
ront positives,  et  pour  tous  les  points  situés  de  l’autre  côté, 
les  distances  seront  négatives.  Car  chaque  rapport  tel  que 

- a le  même  signe  que  le  rapport  correspondant  ; et  ce 

signe  est  ou  — , selon  que  les  deux  points  A et  S sont 
du  même  côté  du  point  m et  par  conséquent  de  la  transver- 
sale, ou  de  côtés  dillérents.  Donc  en  donnant  un  signe  arbi- 
traire à la  distance  q , on  donnera  aux  distances  />,  p',... 
des  signes  semblables  ou  contraires,  suivant  que  les  points 
A,  B,..,  seront  du  même  côté  de  la  transversale  que  le 
point  S,  ou  de  l’autre  côté. 

4o2.  Etant  donnés  des  points  A,  B,  C,.  . . et  des  con- 
stantes a,  6,  y, . . . , on  peut  mener  une  infinité  de  droites 
telles,  que  leurs  distances  à ces  points,  multipliées  respecti- 
vement par  les  constantes,  donnent  des  sommes  nullcs.  En 
effet,  si  de  ces  points  on  abaisse  sur  une  même  droite  des 
perpendiculaires  dont  les  pieds  seront  a,  h,c,.  . il  suf- 
fira de  prendre  sur  cette  droite  le  point  o,  déterminé  par 
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l'équation 

a.ap,  -f-  6. bp,  -f-  y.rp,  -t-. . . = o, 

et  de  mener  par  le  point  p , une  parallèle  aux  perpendicu- 
laires; cette  parallèle  satisfera  à la  question;  c'est-à-dire 
qu’en  appelant  p , p',. . . ses  distances  aux  points  A,  B, . . 
on  aura 

a.p  + €.p'  -H  7 .p"  o. 

Or,  d’après  le  théorème  précédent,  toutes  les  droites  ainsi 
déterminées  passent  par  un  même  point  p.  On  peut  donc 
dire  que  : 

Etant  donnés  des  points  quelconques  A , B,  C,...  et  des 
coefficients  oc,  o,  y,...,  il  existe  toujours  un  certain  point  p 
tel , que  si  l’on  mène  par  ce  point  une  droite  quelconque, 
la  somme  de  ses  distances  aux  points  A , B,...  multipliées 
respectivement.  par  les  constantes  et  , ë,  etc.,  sera  toujours 
nulle. 

Le  point  p est  ce  qu’on  appelle  le  centre  de  gravité  des 
points  A,  B,  C,...  supposés  matériels  et  ayant  pour  masses, 
respectivement,  les  constantes  oc,  o,  y,.... 

453.  Quand  les  points  A , B,  C,...  sont  en  ligne  droite, 
leur  centre  de  gravité  est,  évidemment,  le  point  p de  cette 
droite  , déterminé  par  l'équation 

fit . A p -f—  6 . B o -f-  • • « — — * o . 

Caries  distances  p , p1,...  des  points  A,  B,...  à une  droite 
quelconque  menée  par  le  point  p seront  proportionnelles 
aux  segments  A p,  Bp,...,  et  auront,  par  conséquent,  entre 
elles  la  relation 

a p -+■  ê .p'  etc . = O , 

qui  caractérise  le  centre  de  gravité. 

45  i.  Considérons  un  système  de  points  quelconques  A , 
B,  C,...  et  leur  centre  de  gravité  p;  concevons  qu’on  les 
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projette  tous  sur  une  droite,  par  des  obliques  parallèles 
entre  elles,  et  soient  a,  b,  c p,  leurs  projections.  Les  seg- 
ments np,,  bp,,  etc.,  seront  proportionnels  aux  distances 
des  points  A , B,  C ,...  à l'oblique  menée  par  le  point  p ; on 
aura  donc  la  relation 

a <rp,  ■+■  S.  bp,  -t-  7 . rp,  -+-  . . . = o. 

Or  cette  équation  exprime  que  le  point  p,  est  le  centre  de 
gravité  dos  points  a,  b,...  supposés  doués  des  masses  «,  S,.... 
Donc,  si  l’on  projette  sur  une  droite  quelconque  des  points 
matériels  A , B,  C, ...  et  leur  centre  de  gravité,  la  projec- 
tion de  ce  dernier  point  sera  le  centre  de  gravité  des  points 
en  projection. 

Uio.  D'après  cela  , pour  déterminer  le  centre  de  gravité 
d'un  système  de  points  A , B,  C,...,  il  sullil  de  projeter  ces 
jMiints  sur  deux  droites,  et  de  prendre  les  centres  de  gravité 
des  deux  séries  de  points  en  projection;  les  deux  points 
ainsi  déterminés  seront  les  projections  du  centre  de  gravité 
cherché. 

Les  deux  projections  peuvent  aussi  se  faire  sur  une  même 
droite,  par  des  obliques  différentes. 

•io6.  Qu’on  mène  une  droite  quelconque  ne  passant  plus 
par  le  point  p,  et  soient  P,  P',  P",...  ses  distances  aux  points 
A,  B,  C,...,  et  G sa  distance  au  point  p,  on  aura  p — P — G, 
p'  — P'  — G , etc. , et  l’équation 

a .p  -4-  G .p'  -4-'/  =0 

deviendra 

a . P + <5 . P'  -t-  7 . P"  -+-  • . . = (<*  4-  S 7 -f- . . ■ )G . 

D'après  cela  011  peut  dire  que  : 

Le  centre  de  gravité  d’un  système  de  points  matériels 
est  un  point  dont  la  distance  à une  droite  quelconque , 
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multipliée  par  la  somme  des  masses  de  tous  les  points , 
est  égale  à la  somme  des  distances  de  ces  points  à la 
meme  droite,  multipliées  respectivement  par  les  masses 
de  ces  points. 

Quand  tous  les  coefficients  a , o,  etc. , sont  égaux  à l'unité, 
on  appelle  le  point  p le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  A , B , C,...,  parce  que  la  distance  de  ce  point  à une 
droite  quelconque  est  la  valeur  moyenne  des  distances  de 
tous  les  points  à cette  droite.  C'est-à-dire  que  l’on  a 

P+P  +P"  + ...  . 


n étant  le  nombre  des  points  A , B , 

Quand  la  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances, la  somme  de  ses  distances  à tous  les  points  est  nulle. 

§ IV.  — Centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 
de  points. 

I. 

457.  Reprenons  l'équation  (</,  450)  ; supposons  que  les 
points  R,  R', ...  ( Jig . io4),  qui  sont  arbitraires,  soient 
pris  tous  sur  une  même  droite  L,  et  par  le  point  O,  où  la 
droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  rencontre  cette 
droite  L,  menons  d’autres  droites  aux  points  A,  B,..., S; 
puis,  concevons  une  transversale  qui  coupe  ces  droites  en 
des  points  a,  b , . . . , s , la  droite  mm1  en  un  point  p,  et  la 
droite  L en  /•;  on  aura 


A m 

AR  _ 

a pt 

ar 

S/n 

' SR  ~ 

ar 

B/n' 

BR' 

bp 

br 

S/n' 

SR'  — 

’ *Pt 

sr 
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De  sorte  que  l'équation  (c')  devient 


(g) 


et 


ar 


6 


IP. 

sr 


Or  les  droites  SA  , SB,  . . . n’entrent  plus  que  par  leurs 
points  fixes  A,  B,  etc.,  dans  la  manière  de  former  eette 
équation  ; ce  sont  les  droites  issues  d'un  même  point  O va- 
riable sur  la  droite  fixe  L,  qui,  en  tournant  autour  des  points 
A , B , . . . , S et  p,  déterminent,  sur  la  transversale  menée 
arbitrairement,  les  points  a,  b,  . . . , s et  p;,  l’équation 
exprime  donc  ce  théorème  : 

Etant  donnés  plusieurs  points  fixes  A,  B,  . . .,  p,  et 
une  droite  L , si  de  chaque  point  de  cette  droite  on  conduit 
des  rayons  à ces  points,  et  qu’on  mène  une  transversale 
qui  rencontre  ces  rayons  en  des  points  a , b , . . . , p, , et  la 
droite  L en  un  point  r , il  existera  entre  les  segments  for- 
més parles  points  a,  b, . . .,  <i  partir  de  l’un  d'eux  p,  et  du 
point  r,  la  relation 


(*) 


ar 


o, 


dans  laquelle  toutes  les  constantes , moins  deux , peuvent 
être  prises  arbitrairement  ; 

Et  toutes  ces  constantes , y compris  ces  deux-là,  reste- 
ront les  mêmes,  quelle  que  soit  la  transversale. 


458.  Réciproquement  : 

Etant  donnés  des  points  A . B , C , . . . , des  constantes 
a , ë , y , ...  et  une  droite  L , si  par  chaque  poin  t O de  celte 
droite  on  conduit  à ces  points  les  rayons  OA , OB,  OC,... 
qui  rencontreront  une  transversale  en  des  points  a,  b, 
c,  . . . , et  qu’on  prenne  sur  cette  transversale  le  point  p , 
déterminé  par  l'équation 


(*) 


fJl 

ar 


■ it 

br  cr 
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flans  laquelle  r est  le  point  île  1 encontre  fie  la  transver- 
sale et  de  la  droite  L,  la  droite  O p,  passera  toujours  par 
un  point  fixe  ; 

Et  ce  point  sera  le  même , quelle  que  soit  la  position  de 
la  transversale. 

Le  point  p,  déterminé  sur  Ja  transversale  par  l'équa- 
tion ( h)  a été  appelé  par  M . Poncelet  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  points  a,  A,...  relatif  au  point  r;ctlc 
point  p par  lequel  passent  toutes  les  droites  Oo, , le  centre 
des  moyennes  harmoniques  des  points  A,  B,  C,  . . . rela- 
tif" à la  droite  L C*). 

■io9.  D’après  ces  définitions , le  théorème  exprime  que  : 

Étant  donne  un  système  de  points  A,  B,  . . . et  leur 
centre  des  moyennes  harmoniques  p,  relatif  à une  droite 
L,  si  tP  un  point  tle  celte  droite  on  mène  des  rayons  à tous 
ces  points  et  que  l’on  tire  une  transversale  qui  rencontre  ces 
rayons  en  des  points  a,  b,  . . p,  et  la  droite  I.  en  un 
point  r,  le  point  pt  sera  le  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques des  points  a,  b,  . . . relatif  au  point  r. 

4(50.  L équation  (A),  qui  détermine  le  centre  des  moyen- 
nes harmoniques  p,  des  points  a,  A,...  par  rapport  au  point 
r,  se  met  sous  une  autre  forme.  Qu'on  y fasse 
a p = ro,  — ra , 
b p,  — / £.  — rù , 


(a-t-e-t-..  •)  _ ± . 

rp.  m rb  ’ 

a € 

1 — 1 *+■  * * • 

l ra  rb 

rp,  a <3  -H  . . . 

(*)  Voir  le  Mémoire  sur  1rs  Centres  des  moyennes  harmoniques  t art.  Vtf) 
( |»  Journal  dr  Mathématique*  <|<>  frj.  Crclle,  t-  III;  unn.  l8ta8). 
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Quand  tous  les  coefficients  a,  6,  . . . sont  égaux  à 1 unité, 
le  segment  rp,  est  ce  que  Maclaurin  a appelé  la  moyenne 
harmonique  entre  les  distances  ra , rh , . . . (62). 

11  est  à remarquer  que  l’équation  (A)  peut  se  mettre  sous 
la  forme 


■+-  etc.. 


i étant  un  point  quelconque  pris  sur  la  même  droite  que 
les  points  a,  b,  etc. 

Eu  effet,  si  I on  divise  les  deux  membres  par  l’équa- 
tion ne  contiendra  que  des  rapports  anharmoniques,  et  par 
conséqueut  elle  aura  lieu  pour  toute  position  du  point 
si  elle  a lieu  pour  une  seule.  Or  quand  le  point  i est  à l'in- 
fini , l’équation  redevient  l'équation  (À).  Donc  elle  a lieu 
quel  que  soit  le  point  i. 

461.  Si  le  point  r de  l’équation  (h)  est  à l’infini,  le 
point  p devient  le  centre  de  gravité  des  points  a,  b , . 
supposés  matériels  et  ayant  pour 'masses  les  coefficients  a, 
£ ,...  ; car  f équation  s’écrit 


, br  er 

a . #7  0,  -f-  *, . b p, . — y .rp, . f-  . . . “O, 

1 * ar  r ar 


. ar  ar  .... 

ou,  parce  que  les  rapports  > — > etc.,  sont  égaux  a I u- 

nité, 

x.ap,  4-  6.  Ap,  -4-  y.cp,  -t-  ...  = o, 

ce  qui  exprime  que  le  point  p,  est  le  centre  île  gravité  des 
points  a , b , c ,. ..,  dont  les  masses  seraient  a , 6,  y...  ( 454). 

462.  Quand  la  droite  L est  à l’infini,  le  centre  ries 
moyennes  harmoniques  des  points  A,  B,.. . devient  lui— 
même  le  centre  de  gravité  de  ces  points  supposés  doués  de 
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masses  a,  £....  Car  toutes  les  droites  menées  d’un  point  O 
de  la  droite  L à tes  points  sont  parallèles  entre  elles,  le 
point  r sur  une  transversale  est  à l'infini , et  le  point  p,  dé- 
terminé  sur  cette  droite  est  le  centre  de  gravité  des  points  o, 
d'où  il  suit  que  le  point  o est  le  centre  de  gravité  des 
points  A , R — 

II. 

463.  D'après  ces  considérations,  on  pourrait  croire  que 
les  propriétés  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d’un 
système  de  points  impliquent  une  notion  plus  générale  que 
celle  du  centre  rie  gravité.  Mais  cette  plus  grande  généra- 
lité n’est  qu’apparente  et  n'existe  pas  au  fond.  On  peut  le 
concevoir,  à priori , car  les  propriétés  du  centre  de  gravité 
et  celles  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d’un  sys- 
tème de  points  sont,  sous  une  forme  différente,  des  ex- 
pressions générales  d’un  même  théorème  exprimé  par  l’é- 
quation (c.  447);  elles  n'expriment  donc  rien  de  plus  ni 
moins  que  cette  équation,  et  rien  de  plus  ni  moins  l une 
que  l’autre.  Et,  en  effet,  nous  allons  voir  qu’on  peut  con- 
clure les  propriétés  du  centre  des  moyens  harmoniques  de 
celles  du  centre  de  gravité. 

Soient  des  points  A,  H,  C....  (f ig . io5);  que  p,p',... 

représentent  leurs  distances  à une  droite  L,  et  -, 

VP  V 

leurs  masses;  et  soient  P,  P',  . . . les  distances  de  ces 
mêmes  points  à une  autre  droite  K menée  par  leur  centre 
de  gravité;  on  aura  (452) 

P P'  Q 

a t-S-+...+  ,-  =0. 

PP  1 

Soit  O le  point  où  la  droite  K.  rencontre  la  droite  fixe  I.; 
on  a 

P _ sin  K.OA  P'  sin  KOB 

p sin  1.0  A ’ p'  sin  LOB 
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et  l'équation  devient 

sin  KOA  sin  KOB 

St  . "T-  ~ -4“  f».  - 4“  • • ■ — • O. 

sin  LOA  sin  LOB 


Or  si  l’on  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  droites  • 
OA,  015,...,  en  des  points  a,  la  droite  OK  en  p, 

et  la  droite  L en  »■,  on  peut  substituer  aux  rapports  de  sinus 
qui  entrent  dans  l’équation  les  rapports  de  segments  cor- 
respondants, de  sorte  que  l'équation  devient 


, !£•  , f h} 

nr  br 


Cela  est  évident;  car  si  l'on  divise  tous  les  termes  de  l’é- 

. . sin  KOA  . . . 

quation  par  le  rapport  ^ du  premier  terme,  on  forme, 

dans  tous  les  autres,  des  rapports  anharmoniqurs  de  sinus, 
auxquels  on  peut  substituer  les  rapports  anharmoniques  des 
segments  correspondants;  d’où  résulte  l'équation  que  nous 
venons  de  poser. 

Or  cette  équation  exprime  le  théorème  (458)  sur  le 
centre  des  moyennes  harmoniques;  de  sorte  qu’on  peut  dire 
que  : le  point  appelé  centre  des  moyennes  hannonù/ucs 
d’un  système  rie  points  matériels  A,  15,  C,...,  relatif  à 
une  droite  1.,  est  le  Centre  de  gravité  de  ces  mêmes  points 
rjui  auraient  d’auties  masses  égales,  respectivement, 
aux  premières  divisées  par  les  distances  des  points  à la 
droite  L.’ 

464.  Obsavalion.  — Lesdivers  théorèmes  contenus  dans 
les  trois  paragraphes  11 , 111  et  IV  de  ce  chapitre  pouvant  tous 
se  déduire  les  uns  des  autres,  d’une  manière  facile  et  di- 
recte, au  moyen  du  rapport  anharmonique  qui  forme  leur 
lien  commun,  on  peut  les  considérer  comme  exprimant 
tous,  sous  des  énoncés  dilféreuts,  une  même  propriété  rc- 

23 
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lative  à un  système  de  droites  passant  par  un  même  point. 
L'expression  la  plus  simple  de  relie  propriété  est  la  sui- 
vante  : 

Quant!  une  droite  tourne  autour  d'un  point,  ses  tlis- 
lunces  p,  p . . . à plusieurs  points  fixes  quelconques,  ont 
entre  elles  une  relation  homogène  du  premier  degré 

«./'H-S  .p'  -t-  7 . p " -t-  cte.  = o , 

<lont  tons  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent  être  pris 
arbitrairement. 

I t réciproquement , quand  plusieurs  droites  satisf  ont  à 
celte  relation  constante , elles  passent  Inuit  s par  un  meme 
point. 
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SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES  SERVANT  A DÉTERMINER 
DES  POINTS  OU  DES  DROITES.  — FIGURES  HOMOGRA- 
PIIIQUES , ET  MÉTHODE  GÉNÉRALE  DE  DÉFORMATION 
DUNE  FIGURE.  — FIGURES  CORRÉLATIVES,  ET  MÉTHODE 
GÉNÉRALE  DE  TRANSFORMATION  DES  FIGURES  EN 
d’autres  DE  GENRE  DIFFÉRENT. 


CHAPITRE  XXIU. 

S V ST  K M ES  111  COORDONNÉES  SERVANT  A REPRÉSENTER  PAR  l NE 
ÉQV  ATIOK  TOUS  I.F.S  POINTS  11I  NF.  COURBE. 


[. 


Nous  avons  vu  (421)  quêtant  donnes  deux  axes 
AC,  151)  (/ig-  106),  et  deux  points  lixes  P,  Q,  situés  sur 
la  droite  AB,  si  autour  de  ees  deux  points  on  fait  tourner 
deux  rayons  dont  le  point  de  concours  ni  décrive  uue  ligne 
droite,  les  segments  que  ces  deux  rayons  feront,  respecti- 
vement , sur  les  deux  axes  AC,  Bl)  auront  entre  eux  la  re- 
lation constante 


(') 


n C . b D 

h /.  . = U. 

fl  A b R 


Kt  réciproquement. 

De  sorte  qu'une  telle  relation  forme  l 'équation  d’une 

ligne  droite  dont  chaque  point  se  trouve  déterminé  par  les 

«C  iD  -il 

deux  rapports  — ■>  y--  (.es  rapports  peuvent  s appeler  les 

coordonnées  du  point  ni , abscisse  et  ordonnée  ■ et  en  les 
représentant  pat  deux  simples  lettres  r.  >.  on  dira  qui: 
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Y équation  du  premier  degré 

(«') 

est  celle  d'une  ligne  droite. 

466.  11  s’ensuit  qu’une  équation  du  degré-  m entre  les 
deux  mêmes  coordonnées,  représentera  une  courbe  jouis- 
sant de  la  propriété  d’être  coupée  par  une  droite  quelcon- 
que, en  ni  points  réels  ou  imaginaires;  ce  qu’on  appelle 
une  courbe  géométrique  du  degré  ou  de  Y ordre  m. 

Car  cette  équation  étant 

F(*>  ,r)  = o. 

les  ordonnées  des  points  d’intcrscction  de  la  courbe  par  la 
droite  (i')  seront  les  racines  de  l’équation 

F(p  — Vé»  r)  = °* 

laquelle  est  du  degré  m. 

Ainsi  dans  ce  système  de  coordonnées,  comme  dans  le 
système  en  usage , toute  courbe  géométrique  de  l'ordre  m 
est  représentée  par  une  équation  du  degré  m. 

467.  On  peut,  comme  nous  l’avons  vu  (122),  faire  di- 
verses hypothèses  sur  la  position  des  axes  AC,  1$D , et  celle 
des  deux  points  fixes  C,  D qu’on  peut  placer  à l’infini.  Les 
deux  pôles  P,  Q peuvent  aussi  être  à l’infini , auquel  cas 
les  deux  points  A,  R s’y  trouvent  eux-mènics.  Dans  tous 
tes  cas,  ceux  des  segments  A a,  etc.,  dont  les  origines  sont 
à l’infini,  disparaissent  de  l'équation,  comme  s'ils  étaient 
devenus  égaux  à l'unité.  Nous  avons  donné  (422)  les  équa- 
tions qni  résultent  de  ces  diverses  hypothèses  ; nous  n'y 
reviendrons  pas  ici.  Nous  examinerons  en  particulier  un 
seul  des  systèmes  de  coordonnées  qui  répondent  aux  posi- 
tions différentes  des  axes  et  des  pôles;  celui  qui  a le  plus 
d analogie  avec  le  système  en  usage  dans  la  Géométrie  ana- 
lytique. 
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468.  Prenons  pour  les  pôles  P et  Q (Jig.  107)  les  deux 
poinis  B et  A respeetivement,  et  pour  les  points  C et  1)  le 
point  de  concours  S des  deux  axes-,  les  deux  coordonnées 

d’un  point  in  seront  les  rapports  ^ ^ que  les  deux 


rayons  B ni  et  A ni  forment  sur  les  deux  axes  SA , SB. 

Si  l’on  suppose  les  deux  poinis  A et  B à l’infini,  ce  sys- 
tème de  coordonnées  deviendra  précisément  celui  de  la 
Géométrie  analytique,  imaginé  par  Descartes,  puisque  les 
«leux  segments  iniinis  a A,  AB  disparaîtront  de  l’équa- 
tion, comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (424). 

Considérons  le  cas  général  où  les  deux  points  A et  B sont 
à distance  finie. 


„ ¥ , j . j»  . x «S  A S 

i°.  Le  rapport  des  coordonnées  d un  point,  - ou  — - : 


est  égal  au  rapport  des  segments  que  la  droite  menée  de  ce 

point  à l'origine  S fait  sur  la  hase  AB,  ce  rapport  étant  pris 
avec  le  signe  — ; ainsi 


x cB 

» c A 


En  ellèt,  ou  a dans  le  triangle  ASB 
n S A B c A 
a A AS  cB  * ’ 

d’où 

<■  B n S A S x 

c A ti  A AB  y 


1".  La  somme  des  deux  coordonnées  d un  point  ni  est 
égale  à — L-  Car  on  a dans  le  quadrilatère  aSbrn, 


Sa  SA 
a A AB 


S /« 


(5i!0,  V.}, 


ou 


r -y  y 


ni  S 

^TÜ* 
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3°.  Les  coordonnées  de  chaque  point  de  la  base  A 15  sont 

infinies.  Car  pour  ces  points  on  a a A — o,  = et  par 

, oS  i , , 

conséquent  x = — - = - = oc  , et  de  meme  y = ac  . 


959.  Trouver  les  points  où  la  droite  représentée  par 
r équation 


x -+-  ïj  = u, 


rencontre  les  axes  SA  , S15  et  la  base  AH  (Jig.  108). 

Les  deux  coordonnées  x,  y d’un  point  m sont  les  deux 

nS  iS  . ...  1 1 

rapports  -j---  Si  ce  point  coïncide  avec  le  point  a.  ou 

la  droite  proposée  rencontre  l'axe  SA,  le  point  h coïncide 

..  1,  ^ S . a , * stS 

avec  S,  et  1 on  a v = 7-r-  = o : ils  ensuit  x — — — a. 

•'b  B z A 

€ S 

Pour  le  point  ê sur  l’axe  SH,  on  a x — o et  y = - - = Ç- 

Le  point  y,  où  la  droite  perce  la  base  AB.  se  détermine 
par  la  relation  qui  a lieu  dans  le  triangle  ASB  coupé  par  la 
droite  aS,  savoir, 

7 A z A SS  7 A 1 

7 B «S  S R 7 R 

Ainsi  l’on  peut  dire  que  dans  l’équation  d une  droite 

,r  ■+■  1)  = u , 

les  deux  paramétres  p et  /.  déterminent,  respectivement, 
les  points  où  la  droite  l'encontre  l'axe  des  x et  la  base:  et 
leur  rapport,  le  point  où  la  droite  rencontre  l’axe  des  y. 

11  est  clair  que.  réciproquement,  deux  des  trois  points 
où  une  droite  rencontre  les  deux  axes  SA  , SH  et  la  base 
AB,  fout  connaître  immédiatement  les  deux  coefficients  de 
l’équation  de  la  droite. 

179.  Ihseussion  dr  ! équation  (T).  — Au  inovrn  des  r\- 
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pressions  géométriques  des  deux  coefficients  X el  u.  que 
nous  venous  de  donner,  on  discute,  sans  difficulté , les  dit— 
férents  cas  que  [>eut  présenter  l'équation  de  la  droite.  Voici 
le  résultat  de  cette  discussion  : 

i".  p r=  o ; .r  + l v = o ; 

droite  passant  par  l'origine  S. 

a".  X = o ; x = p ; 

droite  passant  par  le  pôle  B. 

3°.  X = x ; y — const.; 

droite  passant  par  le  pôle  A. 

4°.  X = i ; j 

droite  parallèle  à la  hase  AH. 

5".  p — i ; r + l_r  = i ; 

droite  parallèle  à 1 axe  des  x,  ou  SA. 

r = i-,  •; x •+■  y — ' ; 

droite  parallèle  à l’axe  des  y. 

■j".  X = i et  p = i ; x -h  > z=  i ; 

droite  située  à l'infini . 

Car,  pour  chaque  point  in  de  la  droite  représentée  par 

I équation  .r  -h  y = i , ou  a = i (468,  a")  ; ce  «pii 

prouve  que  le  point  rit  est  à l'infini. 

On  peut  encore  dire  que,  d’après  4"s  5"  et  6",  la  droite 
est  parallèle  tout  à la  fois  aux  deux  axes  SA  , SB  el  à la 
base  ; ce  (pii  ne  peut  avoir  lieu  que  si  elle  est  à l'infini. 

471.  7 'rotiver  les  points  où  une  courbe  représentée  par 
une  équation  F ( x , y ) — o rencontre  les  axes  et  la  buse. 
Ou  détermine  les  abscisses  des  points  où  la  courbe  ren- 
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contre  l axe  SA , en  faisant  y = o dans  l’équation;  cl  de 
même  les  ordonnées  des  points  où  elle  rencontre  l’axe  SB, 
en  faisant  x=  o. 

Quant  aux  poiuts  où  la  courbe  rencontre  la  base  AB, 
une  difficulté  semble  se  présenter,  car  pour  chacun  de  ces 
points  les  deux  coordonnées  sont  infinies  (468,  3°);  mais 
leur  rapport  va  suffire  pour  déterminer  chaque  point.  Kn 
effet,  le  rapport  des  deux  coordonnées  d’un  point  rn  est 

égal  à — (468,  i").  Quand  les  deux  coordonnées  sont 

infiniment  grandes,  le  point  approche  indéfiniment  de  la 
base,  et  le  rapport  des  deux  coordonnées  exprime  toujours 

le  rapport  — à la  limite,  le  point  m se  trouve  sur  la 

base  même,  coïncidant  avec  le  point  c:  donc  le  rapport  des 

cB 

deux  coordonnées  infinies  exprime  le  rapport — qui  dé- 

termine ce  point  c. 

Il  faut  donc  trouver  dans  l'équation  F (x,y)  = o,  les 

X 

valeurs  du  rapport  - quand  x et  y sont  supposés  infinis. 
Prenons  une  courbe  géométrique  du  degré  m , et  soit 
Ai"  +(«-+-  by)  x*-'  -f- . . . E_y"  + F = o, 
son  équation.  Ecrivons,  en  divisant  par  y”. 


+ ...  + K + 


E 

y" 


— o. 


Faisons  y infini,  l'équation  se  réduit  à 

4 (;)’-*(  1)"--+*— 

• '.'est  cette  équation  qui  donnera  les  valeurs  du  rapport 

X C ïl  • • • 

ou , lesquelles  déterminent  les  points  d’inlcrsec- 

r r A 1 

tion  «le  la  courbe  et  de  la  base  AB. 


Di< 
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t72.  Remarquons  que  dans  relie  équation  le  terme  t'on- 
stant  F de  l'équation  de  la  courbe  n’entre  pas.  11  s'ensuit 
que  deux  équations  qui  ne  di lièrent  que  par  le  terme  con- 
stant représentent  deux  courbes  qui  coupent  la  base  AB 
dans  les  mêmes  points.  Dans  le  système  de  coordonnées  en 
usage,  les  deux  équations  représentent  deux  courbes  homo- 
thétiques (c'est-à-dire,  semblables  et  semblablement  pla- 
cées);  et  comme  ce  système  difière  de  celui  dont  il  est  ici 
question,  en  ce  que  la  base  AB  y est  à l'infini,  on  en  con- 
clut que 

Deux  courbes  homothétiques  sont  deux  courbes  qui  ont 
les  memes  points,  réels  ou  imaginaires,  A l’ infini. 

Cela  se  vérifie,  du  reste,  tout  naturellement,  en  cher- 
chant les  directions  des  asymptotes  (réelles  ou  imaginaires) 
des  deux  courbes. 

ITti.  Équation  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe. 
— L’équation  d’une  droite  qui  doit  passer  par  deux  points 
(x  cl  (x",  j")  est,  évidemment, 


On  eu  conclut,  comme  dans  le  système  de  coordonnées  en 
usage,  que  la  tangente  en  un  point  (x',yr)  d’une  courbe 
F (x,  y)  — o,  a pour  équation 


y -r’ 


ou 


d F, 


'il 

<hj 


[y  —y')  = o. 


Il  Autres  expressions  des  coordonnées  d’un  point. 

b».  L équation  (i)  exprime  que  les  deux  points  a,  b 
forment  sur  les  deux  axes  AC,  BD  ( fig . tofi)  deux  divi- 
sions (tomographiques , dans  lesquelles  les  points  A et  B 
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sont  deux  points  homologuas.  On  pont  prendre,  pour  ex- 
primer ccs  deux  divisions  , l'équation 

s n a PC  . sin  b QI) 
sin  « PA  *”  K sin  £ QR  ^ ’ 

qui  siguilic  que  les  deux  rayons  tournants  l’a,  Q/>  for- 
ment deux  faisceaux  homograpliiqucs  (116).  De  sorte  qu'on 
peut  considérer  celte  équation  comme  étant  celle  d’une 
ligne  droite;  et  les  deux  rapports  de  sinus  seront  les  deux 
coordonnées  d'un  j>oint. 

17Î).  Soient  p.  />'  et  q les  distances  de  ce  point  aux  trois 
droites  PC’..  Ql)  et  l’Q;  l’équation  se  change  en  celle-ci  : 


ou 

(3)  p -4-  À//  = (*</; 

c’est-à-dire  qu’on  peut  prend  repolir  l’équation  d’une  droite, 
une  relation  homogène  du  premier  degré  entre  les  distances 
de  chaque  point  de  la  droite  à trois  axes  lixes.  Les  rapports 

- -,  — de  deux  de  ces  distances  à la  troisième  seront  reear- 
'/  V 

dés  comme  les  coordonnées  d’un  point. 

II  s’ensuit  que  l'équation  d’une  courbe  de  l’ordre  in  sera 
une  relation  homogène  du  degré  ni  entre  les  distances  de 
chaque  point  de  la  courbe  aux  trois  axes  lixes. 

Si  le  troisième  axe  auquel  se  rapporte  la  distance  q est  à 
1 inlini,  cette  variable  disparait  de  l’équation  (3)  comme 
si  elle  devenait  égale  à l’unité,  ainsi  que  nous  l’avoua, vu 
souvent;  et  alors  on  retrouve  le  système  de  coordonnées  en 
usage. 

lit.  Applications  dos  système»  do  coordonnées  precedents. 

4711.  Proposons-nous  de  démontrer  ce  théorème  : 

Quand  une  courbe  fôamétrlr/nc  de  (ordre,  ut  rencontre  tes  côtes 
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tl'tin  triangle  ASB  rn  îles  points  a , a', . . . sur  AS,  l),  l>'..  . 
SB,fiC,c'...  sur  B A , on  a la  relation 


M 


a A a'  A A S A' S r B r'  B 

a S n' S ÂR  A' B c A c'a 


— + 1 > 


(»r 


les  points  pouvant  être  réels  ou  imaginaires,  en  totalité  ou  en 
partie,  sur  chacun  tics  côtés  fin  triangle. 

En  effet , soit 


A a.-™  ( a -+-  If j-  ) xm~ ■'  -4- . . . -+-  E_r"  + F = u, 


l'équation  de  la  courbe,  rapportée  aux  deux  axes  SA,  SB  connut* 
précédemment  ( *71  ). 

On  détermine  les  abscisses  des  points  a , a', , c’est-à-dire  les 


«S  a'  S 

rapports  — - 1 — -,  ■ 
a A a A 

courbe.  L’équation  devient 


en  faisant  ;=o  dans  l'équation  de  la 


A xT  -t-  fl.r"-’  +.,.  + F = (i; 


et  par  conséquent  on  a 


a S fi’S 
a A a'  A 


F 


Pareillement,  en  faisant  x.=  o dans  l'equation  delà  courlie,  oit 
trouve  pour  le  produit  des  ordonnées  des  points  A,  A’,  . . où  la 
courbe  rencontre  Taxe  SB, 

A S A’  S . F 
ÂÏT  Fb  ‘ ’ F.' 


Mais,  d'après  l'equation  qui  donne  les  rapports  - ou  — — re 

> e A 

latifs  aux  points  de  la  courbe  situés  sur  la  base  AU  f '<71),  on  a 


cB  e'  U _ E 

7Â  "Ta  + Â' 


De  ces  expressions  des  trois  produits  de  rapports,  on  conclut  l'é- 
quation qu'il  s’agissait  de  démontrer.  Donc,  etc. 

*77.  O inoiXAiaRS.  On  peut  donner  au  théorème  une  antre 

expression  , et  dire  que  : Si  par  rieu  r points  fi.res  A , B on  mène 
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deux  /{miles  quelconques  sc  coupant  en  un  point  S et  rencontrant 
la  courbe  en  don  c séries  de  points  a , a' ...  et  b,  b', ... , on  aura 
ta  relation 


U>) 


a A 
«S 


a'  A 

cPT 


X 


AS 
b R 


/-'S 
b'  B' 


= const., 


r/uellc  ijuc  soit  la  direction  des  deux  droites. 

Car  cette  équation  devient  l’équation  («),  si  l’on  y met , pour  la 

constante  qui  forme  le  second  membre,  le  produit  — - • • 

r B c B 

qui  reste  constant  d’après  l’hypothèse. 

470.  Dans  ce  théorème,  on  peut  supposer  que  le  point  S,  ou 
bien  l’un  des  deux  points  A , B,  ou  tous  les  deux  à la  fois , soient 
à l'infini  ; et  l’équation  subsistera  , comme  si  les  segments  infinis 
étaient  devenus  égaux  à l'unité.  En  effet,  dans  le  premier  cas, 

où  le  point  S est  à l’infini,  les  rapports,  tels  que  de  deux 

0 ü 

segments  infinis  comptés  sur  deux  droites  parallèles  à partir  de 
deux  points  déterminés,  sont  égaux  à l’unité;  ainsi  les  segments 
infinis  disparaissent  et  l’équation  devient 

. „ A a . A a' . . . 

W b07/.  . . = <onst 

C'est  à -dire  que  : 

Si  par  deux  points  fixes  A , B pris  dans  le  plan  <C  une  courbe 
géométrique , on  mène  deux  transversales  parallèles  entre  elles , 
les  produits  des  segments  ( réels  ou  imaginaires  ) compris  sur  ces 
droites  entre  la  courbe  et  les  /leux  points  A et  B,  respectivement , 
seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant , quelle  que  soit  la  di- 
rection commune  des  deux  transversales. 


479.  Si  c’est  le  point  B que  l'on  suppose  à l'infini , les  scgmChls 
AB,  etc.,  formeront  avec  cl),  etc.,  qui  se  trouvent  dans  l’expres- 
sion de  la  constante  qui  constitue  le  second  membre,  des  rapports 
égaux  à l’unité , de  sorte  que  l'équation  deviendra 

ri.  n A a’  A , „ , , _ 

\'f)  — • —rz  X b S . b . = const . 

«S  « S 
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480.  Pareillement,  si  le  point  A passe  à l’infini , cette  équation 
devient 


bS.b'S. 
« S . «'  S . 


const. 


Ce  qui  exprime  que  : 

Si  par  un  point  S an  mène  dans  le  plan  d'une  courbe  géomé- 
trique deux  transversales  parallèles  à deux  axes  fixes,  les  pro- 
duits des  segments , réels  nu  imaginaires , formés  sur  ces  deux 
droites  entre  le  point  S et  la  courbe , ont  un  rapport  constant , 
quel  que  soit  le  point  S. 

481.  Observation.  — Celte  propriété  des  courbes  géométriques 
se  présente  si  naturellement  dans  la  Géométrie  analytique,  qu’on 
pourrait  en  faire  remonter  la  connaissance  au  moment  où  Des- 
caries a mis  au  jour  son  immortel  ouvrage.  Toutefois  on  la  de- 
signe  assez  souvent,  sous  le  nom  de  théorème  de  Ara-ton , parce 
qu'on  la  trouve  dans  l’ouvrage  intitulé  : Énumération  des  courbes 
du  troisième  ordre.  ( De  rntionc  contentnrum  sub  porallelarum  seg- 
ment is.) 

Le  théorème  général  relatif  aux  segments  faits  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle  est  dû  à Carnot,  qui  l'a  donné  dans  sa  Géo- 
métrie de  position  (pages  2t)i  et  436). 

On  peut  le  conclure  très- facilement  du  théorème  de  Newton. 
En  effet,  que  l’on  mène  par  un  point  O trois  droites  parallèles  aux 
trois  côtés  du  triangle,  les  produits  des  segments  faits  par  la  rourbe 
sur  ces  trois  droites  A partir  du  point  O,  auront,  deux  à «leux, 
«les  rapports  égaux  aux  rapports  «les  segments  faits  sur  1ers  trois 
côtes  du  triangle.  11  résulte  «le  là  trois  égalités  qui,  multipliées 
membre  à membre,  produisent  l'équation  de  Carnot. 

Le  théorème  s’applique  à un  polygone  «|ueIcon«iue , et  se  «lé- 
montre,  soit  en  partant  du  cas  du  triangle,  soit  par  le  mode  de 
démonstration  même  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  cas  du 
triangle. 

. ■ 

IV.  Autre  application 

482.  TnéoRFJir..  — Si  autour  d’un  point  fixe  on  fait  tourner 
une  transversale  qui  rencontre  une  rourbe  de  l'onlre  n en  n points 
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(réels  ou  imaginaires)  dont  un  prend  le  centre  des  moyennes  har- 
nwnii/urs  M relatif  au  point  fixe,  te  lieu  de  re  point  M est  une 
ligne  droite. 

Soit 

A.r“  -+-  (a  -f-  by)  xm~'  -t-  . . — o , 

l'équation  do  la  courbe,  rapportée  à deux  axes  coordonnés  SA, 
SR  ; et  prenons  le  sommet  A pour  le  point  fixe  autour  duquel 
tourne  la  transversale. 

Soit  y’  l’ordonnée  du  point  où  celle  droite,  dans  l'une  de  ses 
positions,  rencontre  l’axe  SR,  l'équation  de  la  droite  sera  y — , '■ 
et  les  abscisses  des  points  m,  m',.  . . où  elle  rencontre  la  courbe 
seront  données  par  l’équation 

Ax"  -p-  ( a -I-  by')  x”'  1 -+■  Ey'“  -+-  F = o. 

Leur  somme  est  donc 


a S 
7,\ 


A 


Or  la  droite  menee  du  point  H au  centre  des  moyennes  harmo- 
niques des  points  relatif  a l’origine  A , passe  par  le 

centre  îles  moyennes  harmoniques  des  points  a,  a',  etc.  j AiîO  , 
lequel  se  détermine  par  la  relation 


M.S  o S a’  S 

" îT- . = — ï "I — r~  ■+•  ■ • . { 400). 

M A a A a A 


On  a donc 


M.S 

ïïTÂ 


by 


M,S 


ou,  en  appelant  x'  le  rapport  , 

M . A 

, a -t-  h y 
tu  


C'est  une  relation  entre  les  deux  coordonnées  x',  y'  du  point  M , 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  d’intersection  de  la 
courbe  par  la  transversale.  Cette  relation  du  premier  degré  est  IV- 
quation  d’une  ligne  droite  Donc  le  lien  du  point  M est  une  ligm- 
droite.  c,  g.  y 
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48T».  C.oroi  i AiRF.  — Nous  avons  vu  que  l’origine  par 

rapport  il  laquelle  on  prend  le  centre  «les  moyennes  harmoniques 
d’un  système  de  points  est  à l’infini , ce  point  devient  le  rentre  des 
moyennes  distances  du  système  de  points  (AGI  ).  Par  conséquent, 
si  le  point  A , autour  duqut‘1  on  a fait  tourner  la  transversale,  est 
à l'infini , on  a ce  théorème  : 

Si  dans  le  plan  il' une  courbe  géométrique  on  mène  une  série  île 
transversales  parallèles  entre,  elles  , et  qu'on  prenne  sur  chacune  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  ou  elle  rencontre  la  courbe , 
le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  a appelé  cette  droite  le  diamètre  conjugué  à la  direction  «les 
transversales. 

Cette  propriété  des  courbes  géométriques  est  due  !i  Newton  et 
se  trouve  dans  l’ Énumération  des  courbes  du  troisième  ordre  ( De 
curvarum  diamehis , etc.;;  celle  relative  aux  centres  des  moyennes 
hannonitpu’S  est  due  à Cotes,  et  a été  démontrée  par  Maclaurin 
dans  son  traité  des  propriétés  des  courbes  géométriques  f § S’J, 
Théor.  IV),  cite  précédemment , page  43. 
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CHAPITRE  XXIY. 

SYSTEMES  UE  COORDONNÉES  SER  V ANT  A REPRÉSENTER  PAR 
CNE  ÉQVATION  TOUTES  I.ES  TANGENTES  n'cNE  COURBE. 


I. 


484.  Nous  avons  vu  (442)  qu’en  déterminant  la  position 
d’une  droite  par  les  rapports  de  segments  qu’elle  fait  sur 
deux  axes  fixes  SA  , SU  (Jig-  ioy) , s’il  existe  entre  ces  rap- 
ports la  relation  du  premier  degré 


(') 


«A  b B 

1 Fs  — *** 


la  droite,  dans  toutes  ses  positions,  passe  toujours  par  un 

même  point  ; et  nous  avons  appelé  celte  relation  Y équation 

i , , a A AB 

de  ce  point.  Un  peut  dire  que  fes  deux  rapports  — et 

sont  les  coordonnées  de  la  droite,  abscisse  et  ordonnée. 
Nous  les  représenterons,  pour  abréger,  par  x et  y.  Ainsi 
l'équation  d’un  point  sera 

(•')  x+\y=  ii. 

483.  Une  équation  F (.r,  y)  — o représentera  une  infi- 
nité de  droites  dont  chacune  sera  détei  minée  par  un  sys- 
tème de  valeurs  de  x et  y satisfaisant  à l’équation  ; de  sorte 
qu’on  pourra  dire  que  l’équation  est  celle  de  la  courbe  en- 
veloppe «le  toutes  ces  droites. 

Si  f équation  est  algébrique  et  du  degré  ni , la  courbe 
qu  elle  représente  jouira  de  la  propriété  que  par  un  ]>oint 
quelconque  on  pourra  lui  mener  ni  tangentes,  nielles  ou 
imaginaires. 
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En  effet,  on  détermine  les  tangentes  qui  passent  par  le 
point  dont  l’équation  est  x-h^y  = p,  en  remplaçant  X 
par  u — ~ky  dans  l’équation  proposée,  laquelle  devient 

Ft>  — j)  — °- 

Les  rn  racines  de  cette  équation  sont  les  ordonnées  des  m 
tangentes  cherchées.  Donc  la  courbe  admet  m tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  passant  par  un  même  point. 

186.  On  peut,  dans  ce  système  de  coordonnées,  prendre 
le  point  S à l'infini  ( fig . 1 10)  : alors  les  deux  axes  AS,  BS 
sont  parallèles,  et  les  deux  coordonnées  d’une  droite  ab 
sont  deux  simples  segments  x = h a, y = B£,  comme  dans 
la  Géométrie  de  Descartes,  mais  formés  différemment. 

On  peut  aussi , en  conservant  le  point  S à distance  finie 
(fig.  109),  supposer  les  deux  points  A,  B à l’infini;  on  a 

alors  x — ) y — rr'  c’est-à-dire  que  les  deux  coordon- 

nées  d'une  droite  ab  sont  les  valeurs  inverses  des  deux 
segments  que  cette  droite  fait  sur  deux  axes  fixes  à partir 
de  leur  point  de  rencontre. 

Considérons  le  cas  général  d’un  triangle  ABS. 

-187.  Étant  donnée  l’équation  d'un  point , déterminer 
les  droites  qui  vont  de  ce  point  aux  trois  sommets  du  tri- 
angle ASB  (fig.  m). 

L'équation  d’un  point  m est 

x ly  = p. 

, , a A b B . . 

.r  et  y représentent  les  rapports  ■>  qu  une  droite  quel- 
conque, menée  par  le  point  «t,  forme  sur  les  deux  axes 
SA , SB.  Pour  déterminer  le  point  a où  la  droite  Bm  ren- 
contre l’axe  SA,  il  faut  faire  y — o c'est-à-dire  ^ = o ; 

a A 

on  a x — — - = fi . 
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Pareillement,  faisant  x — o,  on  a y= 

DO  A 

On  détermine  le  point  y où  la  droite  S ni  rencontre  la 
base  AB  par  la  relation 

y A a A 6 S p 

yB~  ~ ÏS  ' 6 B = ~ (A:Ï  = — ' 

Ainsi  dans  l’équation  d'un  point 

* + = f*. 


les  deux  paramètres  X et  p déterminent  respectivement  les 
deux  droites  menées  de  ce  point  à l'origine  S et  au  point  B; 


et  leur  rapport  y détermine  la  droite  menée  du  même  point 
au  point  A. 

488.  Rapport  des  deux  coordonnées  d’une  droite.  — 
On  a (fi g-  « i a) 

a A éB  cA 
aS  ' bS  ~7b’ 
ou 


x c A 

c'est-à-dire  que  le  rapport  des  coordonnées  d’une  droite  est 
égal  au  rapport  des  segments  que  la  droite  fait  sur  la  base. 

489.  Discussion  de  l’équation  d’un  point.  — t°.  Si  le 
point  m est  situé  sur  la  base  AB,  on  a p = o,  et  l'équation 
du  point  est 

x -4-  ijr  — o. 

Car  la  droite  Bm  rencontre  l'axe  SA  en  un  point  o pout 
lequel  on  a î^  = p = o.  La  position  du  point  est  détermi- 

, , ni  A . 

nee  par  le  rapport  — A. 


a".  Si  le  point  rn  est  sur  l’axe  AS , on  a X = o.  Et  l’équa- 

g B 

tion  du  point  est  x — p.  Car  alors  le  rapport  — = j*  est 
infini.  Donc  X = o 
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3“.  Toute  droite  passant  par  l'origine  S a ses  réordon- 
nées infinies. 

Car  pour  une  telle  droite  on  aaS=o,  bS  = o,  et  par 

, a A i , , 

conséquent  x = — = - = oo  , et  de  meme  y = oo  . 

400.  Étant  donnée  l'équation  (F  une  courbe,  trouver 
celles  de  ses  tangentes  qui  passent  par  les  sommets  à la 
base,  A , B , et  par  l’origine  S. 

Soit  F (x,  y)  = o l’équation  de  la  courbe;  si  l’on  y fait 
■y  = o , l’équation  donnera  les  abscisses  des  tangentes  issues 
du  point  B. 

F.t  de  inéme  en  faisant  T — o,  on  aura  les  ordonnées  des 
tangentes  issues  du  point  A. 

Les  tangentes  qui  passent  par  l'origine  S ont  leurs  coor- 
données infinies  (489,  3°.);  maison  détermine  leur  direc- 
tion par  le  rapport  de  leurs  coordonnées,  lequel  a une 
valeur  finie.  F.n  effet,  supposons  que  la  droite  que  l’on  con- 
sidère passe  infiniment  près  du  point  S (fig  1 1 a)  et  coupe 
les  deux  axes  SA , SB  en  a,  b , et  la  base  AB  en  c , on  a 

f A o A b B x 

cB  «S  b S y 


A la  limite,  où  les  segments  aS,  bS  deviennent  nuis,  et  les 

f*  A 

«leux  coordonnées  de  la  droite,  infinies,  le  rapport  — qui 

détermine  la  direction  de  la  droite  est  toujours  égal  à celui 
de  ces  deux  coordonnées.  11  faut  donc,  pour  déterminer  les 
tangentes  à la  courbe  qui  passent  par  le  point  S,  prendre  le 

rapport  ~ dans  l’équation  de  la  courbe  et  y faire  x et  y 

infinis.  Soit 


A ,r"  -f-  (fl  -t-  by)  xM~  ' -h  . . . E y"  -b  F = o 

cette  équation;  celle  qui  donne  les  rapports  - = ' quand 

a3. 
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x et  y sont  infinis , est 

A{?)  + * (?)  +-'-t-E  = 0- 

Remarque.  — Le  terme  connu  F n’entre  pas  dans  cette 
équation.  II  en  résulte  que,  deux  courbes  dont  les  éqtta  ■ 
fions  ne  diffèrent  que  par  le  terme  connu,  ont  les  mêmes 
tangentes  issues  de  l’origine  S. 

491 . On  distingue  les  courbes  ainsi  représentées  par  une 
équation  entre  les  coordonnées  de  leurs  tangentes,  parle 
degré  de  cette  équation,  et  l'on  appelle  courbe  de  seconde  ou 
troisième,  etc.,  classe  les  courbes  dont  l'équation  est  du  se- 
cond, ou  troisième,  etc.,  degré. 

On  peut  dire  aussi  que  la  classe  d'une  courbe  indique  le 
nombre  de  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  qu’on  peut  lui 
mener  par  un  point. 

492.  Trouver  T équation  du  point  d'intersection  de 
deux  droites  déterminées  parleurs  coordonnées. 

Soient  x',y’  les  coordonnées  de  la  première  droite,  et 
x",  y"  celles  de  la  seconde;  l'équation  du  point  sera  évi- 
demment 


493.  Trouver  l’équation  du  point  de  contact  d une 
courbe  et  d’une  de  ses  tangentes. 

Soit  F(.r,  y)  ==o  l'équation  de  la  courbe,  et  x',  y'  les 
coordonnées  de  la  tangente  dont  on  veut  trouver  le  point  de 
contact.  L’équation  de  ce  point  sera 


. ,.d  F . ,,d  F 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


357 


II.  Autres  expressions  des  coordonnées  d’une  droite. 

494.  L’équation  (1),  qui  représente  un  point,  exprime 
que  la  droite  mobile  ah  ( Jlg . n3)  fait  sur  les  deux  axes 
SA  , SB  deux  divisions  homographiques  qui  ont  deux  points 
homologues  coïncidents  en  S.  Or  on  exprime  encore  l’ho- 
mographie des  deux  divisions  par  l'équation 


sinnBA  . sinèAB 

— -f-  X - ; 

sin  a BS  sin  b AS 


(140). 


On  peut  donc  prendre  celte  relation  pour  l’équation  d’un 

, , , sinaBA  sin  b AB 

point,  et  regarder  les  deux  rapports  — - , — — : — - comme 

r rr  sin  a BS  sin  b AS 

les  coordonnées  de  la  droite  ah.  En  représentant  ces  deux 

rapports  par  x et  y,  l’équation  d'un  point  sera 

* -+- 

et  celle  d'une  courbe  de  m‘imt  classe , 


A-r"  -T-  (n  -4-  by)  x"~'  -t-  . . . -h  E ym  F = o. 


495.  L'équation  (t)  donne  lieu  encore  à une  autre  inter- 
prétation. Le  rapport  ^ est  égal  à celui  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  A et  S sur  la  droite  ab\  et  de 
même  du  rapport  Soient  donc  p , p'  et  q les  distances 


de  la  droite  ah  aux  trois  points  A , B,  S,  on  aura  la  rela- 
tion 


ou 

p \.p  — Ji.9. 


C’est-à-dire  qu'on  peut  prendre  pour  X équation  d’un  point , 
une  relation  homogène  du  premier  degré  entre  trois  va- 
riables représentant  les  distances  d’une  même  droite  à 
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trois  points  fixes.  Celte  droite  passera  toujours  par  un 
même  point  qui  sera  le  point  représenté  par  l’équation  ho- 
mogène. 

Les  deux  rapports  peuvent  être  considérés  comme 

les  coordonnées  de  la  droite  «è,  puisqu’ils  déterminent  la 
position  de  celte  droite. 

On  conclut  de  là  qu'en  général , une  équation  homogène 
du  degré  ni  entre  les  distances  d'une  droite  à trois  points  fixes 
représentera  une  courbe  géométrique  de  la  m'*"”  classe, 
c’est-à-dire  une  courbe  à laquelle  on  pourra  mener  par  un 
même  point  m tangentes,  réelles  ou  imaginaires. 


III.  Application!  du  lystème  da  coordonnée!. 

496.  T h k i k k m r . — Si  l'on  conçoit  toutes  les  tangentes,  réelles 
ou  imaginaires,  menées  à une  courbe  géométrique , par  un  point 
pris  sur  une  droite  fixe  L,  le  centre  (les  moyennes  harmoniques  de 
leurs  points  de  contact , relatif  à la  droite  L ( 4S8  ) , sera  un  point 
fixe. , de  quelque  point  de  la  droite  L qu'on  ait  mené  les  tan- 
gentes. 

Soit 

Ai*  -t-  (fl  -t-  by)  x*-1  F.j"  -t-  F = o 


l'équation  de  la  courbe  rapportée,  comme  précédemment  ( 4 fl!» ) , 
à deux  axes  SA,  SB,  et  supposons  que  la  droite  L coïncide  avec 
SB.  Les  tangentes  mentes  par  un  point  O de  cet  axe  dont  l’or- 
donnée est/',  rencontreront  l’axe  SA  en  des  points  a,  a',. . , 
(J  A 

dont  les  abscisses — -»  etc.,  seront  données  par  l’équation  de  la 


courbe  dans  laquelle  on  mettra  y'  à la  place  de^.  I.’équation  de- 
vient 


Ai*4-  (a  -t-  êr')x*-'  -t-  . . . 4-  E y'm  F = o j 


de  sorte  que  la  somme  de  ces  abscisses  est 

a A a'  A a -t-  b r ' 

dS  "'"«’S  A 
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Soit  p,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  a',... 
relatif  au  points,  lequel  sera  déterminé  par  l'équation 


ou 


Ap, 

S p 


Art 

S7i 


A a' 


-H...  (400), 


Ap,  a -h  b y ' 

Sp,  A 


Nous  avons  vu  (4SB)  que  la  droite  Op,  passe  par  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  d’un  système  de  points  pris  sur  les  droites 
Oa , Ou',  etc. , lesquelles  sont  les  tangentes  à la  courbe;  par  con- 
séquent, cette  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques des  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

A û| 

Représentons  par  x'  le  rapport-!-,  lequation  précédente  de- 

Sp, 

vient 

, a b y' 


équation  du  premier  degré  entre  x'  et  y',  et,  par  conséquent,  équa- 
tion tl'un  point.  C’est-à-dire  que  la  droite  Op,,  dont  x' et  y'  sont 
les  coordonnées,  passe  toujours  par  un  même  point  fixe.  Je  dis 
que  ce  point  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
de  contact  du  faisceau  de  tangentes  issues  de  chaque  point  O de  la 
droite  SB.  En  effet , si  l'on  conçoit  deux  faisceaux  de  tangentes 
issues  de  deux  [xiints  O , O',  chaque  tangente  du  second  faisceau 
pourra  être  considérée  comme  étant  la  position  qu’a  prise  une 
tangente  du  premier  faisceau , quand  on  a fait  glisser  le  point  O 
en  O';  de  sorte  que  les  tangentes  des  deux  faisceaux  se  corres- 
pondront deux  à deux;  si  l’on  prend  les  m points  d'intersection 
des  tangentes  correspondantes,  le  point  fixe  par  lequel  passent  les 
deux  droites  Op, , O' p’  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  m points  (480).  Or,  si  le  point  O'  est  infiniment  voisin 
de  O,  ces  m points  seront  les  points  de  contact  des  m tangentes 
issues  du  point  O.  Donc  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  ni  points  de  contact  reste  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  O sur  l’axe  SB.  Le  théorème  est  donc  démontre. 

Coaoi.LAiRr..  — Quand  la  droite  I,  est  à l’infini , le  centre  des 
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moyennes  harmoniques  des  points  de  contact  des  tangentes  de- 
vient leur  centre  des  moyennes  distances  (402).  On  a donc  celte 
propriété  des  courbes  géométriques  : 

Si  l'on  mené  h une  courbe  géométrique  toutes  scs  tangentes 
( réelles  ou  imaginaires'),  parallèles  à une  même  droite , leurs  points 
de  contact  (réels  ou  imaginaires  ) auront  pour  centre  des  moyennes 
distances  un  point  fixe , quelle  que  soit  la  direction  commune  de 
toutes  ces  tangentes. 

497.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  des  rapports  de  sinus 
pris  pour  coordonnées  d’une  droite  (494),  démontrons  la  pro- 
priété suivante  des  courbes  géométriques. 

Tiiéorème.  — Étant  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique 
un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  A , B , C ; si  par  ses  sommets  on 
mène  toutes  les  tangentes  à ta  courbe  ( réelles  ou  imaginaires) , et 
qu’on  représente  par  a,  a',  etc.,  les  tangentes  issues  du  sommet  op- 
posé aucôté  A;  et  pur  6 , ê' et  y, y',...  les  groupes  de  tangentes 
issues  des  sommets  opposés  aux  deux  côtés  B,  C,  on  aura  l'équa- 
tion 

sin  (a,  B).sin  («',  B)...  sin  (6,  C)  .sin  (6',  C)...  sin(7,  A).  sin(7',  A)... 

sin  (a, C)  .sin (a',  C) ...  sin  (6,  A). sin (8',  A)...  sin  (7, B),  sin  (7',  B)... 

le  signe  étant  -+•  ou  — , suivant  que  le  nombre  des  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  menées  d'un  même  point  à la  courbe  est 
pair  ou  impair. 

Prenons  les  deux  côtés  A,  B pour  les  deux  axes  coordonnés, 
et  «les  rapports  de  sinus  pour  coordonnées,  comme  précédem- 
ment ( 494  ).  Soit 

Ax * +•(«•+•  by)xm~'  -t-  . . . Ej"  +•  ey"~  ' 4-  F o 
l'équation  de  la  courbe. 

Les  tangentes  a,  a',...  issues  du  sommet  du  triangle  oppose  nu 
côté  A,  rencontrent  ce  côté  en  des  points  dont  les  abscisses  sont 
données  par  l'équation  de  la  courbe , dans  laquelle  on  fait  y-  = o , 

Ax*  -H.  • .4-  F = o. 

Le  produit  des  abscisses  est  donerfc  ■ 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DK  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

F 

Pareillement,  le  produit  des  ordonnées  est  ± -• 


3t>i 


I.es  rapports  sjn  ' ^ , etc.,  sont  déterminés  par  l’équation 

sin(y,Bl 


A(f')V6(f^V...+  E=o(«0); 

E 

et,  par  conséquent,  leur  produit  est  rgalài-  • Ces  expressions 

des  tn»is  produits  donnent  l’équation  qu'il  s'agit  de  démontrer. 
Donc,  etc. 

498.  Remarque.  — Si  l’on  suppose  que  x,y,  dans  l’équation 
de  la  courbe,  représentent  des  rapports  de  segments,  au  lieu  de 
rapports  de  sinus,  la  démonstration  reste  la  même,  et  le  théorème 
prend  cet  énoncé  : 

Si  des  sommes  d'un  triangle  AUC  on  mène  les  tangentes  (refiles  nu 
imaginaires) à une  courbe  géométrique,  lesquelles  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  des  points  a , a’, ...  ; b , b' , . . . et  c,  c on  a,  enl  re 
les  segments  que  ces  points  Jont  sur  les  côtés,  la  relation 

aB.a'B...  bC.b'C...  c A c1  A...  

a C a'  C...  b A.  b'  A...  cB.c'B... 

le  signe  du  second  membre  étant  -+-  ou  — , selon  que  le  nombre  des 
tangentes  (réelles  ou  imaginaires) , qu'on  peut  mener  à la  combe, 
par  un  meme  point,  est  pair  on  impair. 

499.  Observation.  — Quoique  nous  ayons  exposé,  dans  ce 
chapitre  et  le  précédent,  les  systèmes  de  coordonnées  qui  servent 
ou  peuvent  servir  à déterminer  par  une  équation  tous  les  points 
ou  toutes  les  tangentes  d’une  courbe,  nous  n’aurons  point  à faire 
usage  de  ces  méthodes,  dont  les  applications  constituent  la  Géo- 
métrie analytique.  Mais  comme  les  bases  sur  lesquelles  elles  re- 
posent n’impliquent  que  des  considérations  de  pure  géométrie, 
nous  avons  cru  devoir  ne  pas  les  passer  sous  silence,  d’autant  plus 
qu’elles  se  présentaient  ici  naturellement  et  dans  un  degré  d’exten- 
sion nouveau  à plusieurs  égards. 
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CHAPITRE  XXV. 

THÉORIE  DES  FIOU  RES  HOMOGRAPHIQCES. 


§ I.  — Définition  et  construction  générale  des  figures 
ho  tno  graphiques. 

500.  J’appelle  figures  /tomographiques  deux  figures  dans 
lesquelles,  à des  points  et  à des  droites  de  l’une , correspon- 
dent, respectivement,  des  points  et  des  droites  dans  l'autre, 
de  manière  que  quatre  points  en  ligne  droite  dans  une  fi- 
gure aient  leur  rapport  anliarmonique  égal  à celui  des  quatre 
points  correspondants  de  la  seconde  figure  , et  que  quatre 
droites  issues  d’un  même  point  dans  la  première  figure  aient 
leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre  droites 
correspondantes  de  la  seconde  figure. 

Deux  figures  planes , dont  l'une  a été  formée  par  la  per- 
spective de  l’autre,  sont  évidemment  deux  figures  homogra- 
phiques  j car  elles  ont  entre  elles  les  relations  que  com- 
porte notre  définition  (IG  et  19). 

I.  Construction  générale  des  figures  homograpliiques. 

501.  Étant  pris  un  triangle  MIC  (fig.  1 1 4 ) dans  le  plan 
d'une  figutv , si  de  ses  sommets  A,  B,  on  mène  à chaque 
point  ra  de  la  figure  deux  droites  qui  forment  sur  les  côtés 

...  . hC  a C 

opposes  les  deux  rapports  rtc  segments  — - ; puis , 

qu'on  prenne  un  second  triangle  quelconque  A'B'C'  et  ' 
deu  v constantes  /.  ,’u , et  qu’on  détermine  dans  ce  triangle 
un  point  ni'  tel , que  les  rapports  des  segments  faits  par 
les  droites  A'm’,  B'm'  sur  les  côtés  opposes,  aient , arec 
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les  premiers  rapports,  les  relations 
, , a C a'C'  bC  b'C 

(B)  «A  = ^ «'A'  " 6 B = **  FÏ'  ’ 

le  point  m'  appartiendra  à une figure  hotnographique  à la 
proposée. 

C’esl-à-dire  que,  i” quand  des  points  m de  la  première 
figure  seront  en  ligne  droite , les  points  m'  de  la  seconde 
figure  seront  aussi  en  ligne  droite;  a°  quand  des  droites 
de  la  première  figure  passeront  par  un  même  point,  les 
droites  correspondantes  de  la  seconde  figure  passeront  aussi 
par  un  même  point;  3°  quatre  points  en  ligne  droite  dans 
la  seconde  figure  auront  leur  rapport  anliarmonique  égal 
à celui  des  quatre  points  de  la  première  figure , et  4"  quatre 
droites  passant  par  un  même  point  dans  la  seconde  figure 
auront  leur  rapport  anliarmonique  égal  à celui  des  quatre 
droites  de  la  première  figure. 

Démonstration.  — i°.  Je  dis  que  des  points  ni  en  ligne 
droite  donnent  lieu  à des  points  rn\  également  en  ligne 
droite. 

En  effet,  puisque  le  point  m décrit  une  droite,  on  a 

entre  les  deux  rapports  — et  ^ une  relation  du  premier 
rr  a A èB  1 

degré  ( 421  ).  Donc  il  existe  aussi , en  vertu  des  équations  (a), 

une  relation  du  premier  degré  entre  les  deux  rapports 

a'C  b'C  . 

<éH'  ’ Fd5’  ^0nc  e P°mt  m décrit  une  droite. 

a0.  Quand  des  droites  passent  pas  un  même  point  dans 
la  première  figure,  les  droites  correspondantes  dans  la  se- 
conde figure  passent  aussi  par  un  même  point.  Cela  est 
évident,  car  chacune  de  ces  droites  passe  par  le  point  cor- 
respondant au  point  d’intersection  commun  aux  droites  de 
la  première  figure. 

3°.  Quatre  points  m pris  en  ligne  droite  dans  la  pre- 
mière figure  ont  leur  rapport  anliarmonique  égal  à celui 
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des  quatre  points  m'  de  la  seconde  figure.  Car  les  quatre 
points  in  ont  leur  rapport  anliannoniquc  égal  à celui  des 
quatre  points  a;  et  les  quatre  points  m'  ont  leur  rapport 
anliarmouique  égal  à celui  des  quatre  points  a'.  Mais  , 

d’après  la  relation  — = 1 les  quatre  points  a'  ont  leur 

1 n A « A * 

rapport  anliarmoniqucégalàcelui  des  quatre  points  ci  (115)  ; 
donc  les  quatre  points  m1  ont  leur  rapport  anliarmouique 
égal  à celui  des  quatre  points  m. 

4°.  Enfin  quatre  droites  L'  de  la  seconde  figure  passant 
par  un  même  point , ont  leur  rapport  anliannoniquc  égal  à 
celui  des  quatre  droites  L de  la  première  figure. 

En  effet,  une  droite  L de  la  première  figure  rencontre 
les  deux  côtés  AC,  I3C  en  deux  points  a,  b , et  l’ou  déter- 
mine la  droite  correspondante  L'  dans  la  seconde  figure,  en 
prenant  les  points  b ' liés  à a , b par  les  relations  (a). 

Or,  les  quatre  droites  L passent  par  un  même  point,  et  par 
conséquent  leur  rapport  anliarmouique  est  égal  à celui  des 
quatre  points  n ; celui-ci  est  égal  à celui  des  quatre  points 
a\  en  vertu  des  équations  («)  \ et  ce  dernier  est  égal  à celui 
des  quatre  droites  L',  parce  qu’elles  passent  par  un  même 
point.  Donc,  etc. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

II.  Des  points  situés  à l’infini. 

502.  yinx  points  d’une  figure  situés  à l’infini,  corres- 
pondent dans  la  figure  homo graphique  des  points  situés 
en  ligne  droite. 

Car  quand  un  point  m de  la  première  figure  se  meut  à 
1 infini , les  deux  rayons  parallèles  menés  des  deux  sommets 
A,  B à ce  point  forment  deux  faisceaux  honiograpliiqucs  , 
et , par  conséquent , déterminent  sur  les  deux  côtés  opposés 

BC . AC  deux  rapports  de  segments  7—  • entre  lesquels 

6 B a B 1 
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a lieu  la  relation  du  premier  degré  — ^ •+-  ~ — i (470,  7"); 

donc  le  point  correspondant  m'  dans  la  seconde  ligure  a 
pour  lieu  la  droite  représentée  par  l’cquation 


X 


n'C 
a'  A' 


b'C 
^ b’  B; 


Ainsi , à l’infini  d’une  figure,  correspond  une  ligne  droite 
dans  la  figure  liomographique , de  même  que  dans  la  per- 
spective des  figures  planes. 

S03.  Appelons  I la  droite  de  la  première  figure,  qui  cor- 
respond à l’infini  de  la  seconde,  et  J' la  droite  de  la  seconde 
figure  qui  correspond  à l’infini  de  la  première.  Tout  point 
de  la  droite  I a sou  homologue  à l’infini  dans  la  seconde 
figure.  De  sorte  que,  à deux  droites  parallèles,  dans  la 
seconde  figure,  correspondent,  dans  la  première,  deux 
droites  concourantes  en  un  point  de  la  droite  I. 

Il  s’ensuit  que  : Le  /Joint  situé  à l’infini  sur  la  droite  J' 
de  la  seconde < figure  a pour  homologue  le  point  situé  à Vin- 
fini  sur  la  droite  1 de  la  première.  Car  ce  point  situé  à l’in- 
fini sur  J' est  à l’intersection  de  deux  droites,  J' cl  l’infini  -, 
donc  son  homologue,  dans  la  première  figure  , est  à l'inter- 
section des  deux  droites  correspondantes,  qui  sont  l’infini 
et  I ; donc  c’est  le  point  de  cette  droite  I situé  à l’infini. 

11  suit  de  là  cjue  : Une  droite  parallèle  à ta  droite  I , dans 
la  première  Jigure,  a pour  homologue , dans  la  seconde , 
une  droite  parallèle  à la  droite  J'. 

Ces  deux  droites  homologues,  pat  allèles  respectivement, 
aux  deux  I et  3',  jouissent  de  cette  propriété,  qu 'elles  sont 
divisées  semblablement , c’est-à-dire  eu  parties  proportion- 
nelles, par  leurs  points  homologues.  Cela  résulte  (118)  de 
ce  que  leurs  points  à 1 infini  sont  deux  points  homologues. 

Nous  verrons  plus  loin  (068).  qu’il  existe  toujours  un 
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système  de  deux  droites  homologues  qui  sont  divisées  en 
parties  égales  par  leurs  points  homologues. 

III.  Observations  relatives  à la  construction  des  figures  homogra- 
phiques. 

504.  Dans  les  relations  ( a ) , chaque  rapport  sert  à déter- 
miner la  position  d'une  droite  issue  d'un  des  points  lixes 

A,  II,  A',  11'.  Le  rapport  , par  exemple,  détermine  la 

direction  de  la  droite  A ni.  On  peut  encore  déterminer  celte 

...  , . sin  mAC 

direction  par  un  rapport  de  sinus , savoir  jn~;|  A[t , el  pren- 
dre, au  lieu  delà  relation 

— — b’C 
AB~f‘ê'B'’ 

celle-ci 

sin  b AC b'C 

sin  A AB  ^‘b'A' 

Cela  est  évident;  car  cette  équation  exprime  que  les  deux 
droites  A b cl  A 'b'  forment  deux  faisceaux  bomographi- 
ques , de  même  que  la  première;  de  sorte  que  les  deux  équa- 
tions soûl  équivalentes. 

Chacun  des  autres  rapports  de  segments  pourra  sembla- 
blement être  remplacé  par  un  rapport  de  sinus. 

Cette  remarque  permettra  de  supposer  que  l’une  des 
droites  CA,  C 15  ou  C'A',  C'B'  soit  à l’infini. 

Les  formules  (a)  s’appliquent  d’elles- mêmes  au  cas  où 
l’une  des  deux  bases  AB,  A'B',  ou  toutes  deux,  seraient  à 
l’infini;  ainsi  qu’au  cas  où  l’un  des  sommets,  dan»  chaque 
triangle,  serait  à l’infini. 

505.  Ces  formules  ne  s’appliquent  pas  explicitement  à 
deux  points  correspondants  c,  c'  situés  sur  les  deux  bases 
AB,  A'B ' { fig.  i«!>).  Maison  en  déduit  la  relation  qui  a 
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lieu  entre  ces  deux  points,  laquelle  est' 
rk  a r’A' 

7b  ~ > ‘ Pk'  ' 

En  ellét , tjue  par  les  points  c.  c'  on  mène  deux  droites 
homologues  quelconques  ca , c'a';  on  a,  dans  les  deux  tri- 
angles , les  relations 

rA  aC  èB  _ rX  <dC  bf R ' _ 

rB  ' a A ' iC  el  c'B'  * n X ' h'C'  ' ’ 

d’où  l’on  conclut,  en  avant  égard  aux  équations  (a),  la  re- 
lation qu'il  s’agit  de  démontrer. 

506.  Après  avoir  pris  arbitrairement  les  trois  points  A', 
R',  C'  qui  doivent  correspondre,  dans  la  seconde  figure, 
aux  trois  points  A , R,  C de  la  première , on  peut  prendre 
arbitrairement  un  quatrième  point  D'  pour  correspondre  à 
un  point  D de  la  première  figure;  ce  sera  la  position  de  ce 
point  D'  qui  déterminera  les  valeurs  des  deux  constantes  À 
et  ft,  par  les  relations 

a C . a' G bC /,’C' 

<7Â  — «X  ct  Zlî  — ^ FF  ' 

Ainsi , pour  former  une  figure  homo graphique  à une 
figure  donnée , on  peut  prendre  arbitrairement  les  (/antre 
points  qui  correspondront  à quatre  points  désignés  de  la 
figure  donnée. 

Toutefois,  il  faut  que  des  quatre  points  désignés,  il  n’y 
en  ait  pas  trois  eu  ligne  droite.  Car  si  les  points  D , D' étaient 
sur  les  droites  AC,  A'C',  respectivement,  ils  feraient  con- 
naître la  seule  constante  X,  par  la  relation 

DG  D'C' 

DA  * D'A'’ 

et  la  seconde  p resterait  indéterminée. 

507.  On  peut  se  donner,  dans  la  seconde  figure,  soit 
trois  points  A',  R',  C'  et  une  droite  L',  soit  quatre  droites 
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, pour  correspondre,  dans  le  premier  cas,  à trois  points 
A,  II,  C et  une  droite  L de  la  première  figure,  et,  dans  le 
second  cas,  à quatre  droites  L. 

M ais  les  données  ne  peuvent  pas  être  deux  points  A',  15' 
et  deux  droites  L',  M',  devant  correspondre  à deux  points 
A,  1$  et  deux  droites  L,  M.  Car  les  deux  droites  L,  M ren- 
contrent la  droite  AB  en  deux  points  E,  F,  et  les  deux 
droites  L',  M'  rencontrent  la  droite  A'B'  en  deux  points 
E',  F'  qui  correspondent  aux  deux  premiers.  Donc  les 
quatre  points  A',  B',  E',  F'  devraient  avoir  leur  rapport 
anharinonique  égal  à celui  des  quatre  points  A,  B,  E,  F ; ce 
qui  n'aurait  pas  lieu  si  A',  B',  L'  et  M'  étaient  pris  arbitrai- 
rement. Et  dans  le  cas  où  celte  égalité  aurait  lieu,  les  don- 
nées équivaudraient  à quatre  points  dont  trois  en  ligne 
droite,  savoir  le  point  C'  intersection  des  deux  droites  L', 
M',  et  les  trois  points  A',  B',  E'.  Ce  qui  est  insuffisant. 

508.  Puisque  deux  figures  planes  perspectives  Tune  de 
l’autre  sontdeux  figures  homographicjues(oOO),  on  pourra  , 
pour  faire  la  perspective  d’une  figure,  ne  déterminer  direc- 
tement, en  se  servant  de  la  position  de  l’oeil,  que  quatre 
points  en  perspective,  dont  on  se  servira  ensuite  pour  con- 
struire complètement  la  perspective  de  la  figure,  sans  con- 
server aucune  trace  de  la  position  de  l'œil. 

§11.  — Développements  relatifs  aux  propriétés  métriques 
des  ligures  homographiques . — Nouvelles  définitions  de 
ces  figures. 

509.  Les  relations  métriques,  ou  de  grandeur,  de  deux 
figures  homographiques  dérivent  de  l égalité  des  rapports 
anharmoniques  qui  a lieu  soit  entre  deux  séries  de  quatre 
points  correspondants,  soit  entre  deux  faisceaux  de  quatre 
droites  correspondantes. 
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Remarquons  d’abord  que  celte  égalité  donne  lieu  aux 
deux  propositions  suivantes,  qui  en  sont  des  conséquences 
immédiates  : 

i °.  Deux  droites  correspondantes,  dans  les  deux  figures , 
sont  divisées  homo graphiquement  par  leurs  points  corres- 
pondants ; 

i°.  Deux  faisceaux  correspondants , dans  les  deux 
figures,  sont  homographiques. 

Cela  résulte  de  la  définition  même  des  divisions  homo- 
graphiqurs  et  des  faisceaux  homographiques. 

D'après  la  première  de  ces  deux  propositions,  si  l’on  con- 
sidère sur  une  même  droite,  dans  la  première  figure,  deux 
points  fixes  a , b et  un  point  variable  m , et  dans  la  seconde 
figure,  les  deux  points  fixes  a',  b ' et  le  point  variable  ni1,  qui 
correspondent  aux  trois  premiers,  on  aura  la  relation 

am  a'  ni 

bm  b'm'‘ 

dans  laquelle  X est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la 
position  des  deux  points  a,  b]  c’est-à-dire  que  ccs  deux 
points  étant  fixes  ainsi  que  a'  et  //,  si  m et  m'  sont  deux 
points  correspondants  variables  sur  les  deux  droites  ab  et 

, . , , , nm  a'  m'  , 

a b , les  deux  rapports  et  ^7-^7  sont  entre  eux  dans  une 

raison  constante  (115). 

510.  On  sait  que  dans  l’équation  i ^ . chacun 

des  points  fixes  a,  b , a\  b'  peut  être  pris  à l'infini , et  que 
l’équation  subsiste,  comme  si  les  segments  comptés  à partir 
de  points  situés  à l’infini  étaient  égaux  à l’unité  ( 1 19). 

Si  donc  le  point  b est  pris  à l'infini , on  aura 

a' mr 
nm  — ).  — — -■ 
h m 

Si  le  point  a'  de  la  seconde  figure  est  aussi  à l’infini,  il 

a4 
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vient  uni  = ou.  suivant  notre  notation  habituelle. 

h m 1 

im . j' m'  — 1; 

c’est-à-dire  (jue  : Dans  deiur  figures  liomographiques,  si 
l'on  prend  sur  deux  droites  correspondantes  les  points  i 
et  j dont  les  homologues  sont  à l’infini , le  produit  des 
distances  de  i/eux  points  homologues  quelconques  de  ces 
deux  droites  aux  deux  points  i et  respectivement , sera 
constant . 

II. 

511.  Concevons  deux  droites  homologues  (c’est-à-dire 
correspondantes)  L , I/,  passant  respectivement  par  les  deux 

points/;!,  m';  le  rapport  ~ est  égal  au  rapport  des  dis- 
tances de  la  première  droite  aux  deux  points  a,  h-,  et  de 
même  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la  droite  1/ 

aux  deux  points  a',  />'.  Par  conséquent  on  conclut  de  la 

, . . . i nm  i h'  m'  ...  p 

relation  generale  = A -, — - > cette  propriété  lort  impor- 
tante : 

Étant  pris  deux  points  fixes  dans  une  figure , et  les 
deux  points  homologues  dans  la  figure  /tomographique, 
si  l'on  mène  deux  droites  homologues  quelconques , le 
rapport  des  distances  de  la  première  aux  deux  points 
fixes  de  la  première  Jigure,  sera  au  rapport  des  distances 
de  ta  seconde  aux  deux  points  fixes  de  la  seconde  Jigure, 
dans  une  raison  constante . quelles  que  soient  ces  deux 
droites . 

III. 

512.  Soient  A,  H deux  droites  lixes  quelconques  de  la 
première  figure,  et  A',  IV  les  deux  droites  homologues  dans 
la  seconde  figure;  si,  autour  du  point  d'intersection  des  deux 
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premières,  on  fait  tourner  une  droite  M,  et  autour  du 
point  d’intersection  des  deux  autres  la  droite  homologue  M', 
ces  deux  droites  M et  M'  formeront  deux  faisceaux  liomo- 
grapliiques  (509),  et,  par  conséquent,  on  aura  la  relation 
sin(A,M)  sin(A',  M'  ) 

sin  (B,  M)  sin  ( B',  M')1 


A étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des 
deux  droites  fixes  A,  B ( 1 13 ) . 

Considérons  sur  les  deux  droites  M,  M'  deux  points 
homologues  m,  m'-,  le  rapport  des  distances  du  premier 

sin  (A , M) 


aux  deux  droites  A , Il  est 


sin  (B,  M 


5 et  le  rapport  des  dis- 


tancesdu  second  aux  deux  droites  A',  B',  ^1,  ^ • Donc  , 

sin  (B  , M ) 

Quand  fieux  figures  sont  ho mo graphiques , si  Von  prend 
dans  la  première  deu.v  droites  fixes , et  dans  la  seconde  les 
fieux  droites  correspondantes , les  rapports  ries  distances 
de  deux  points  homologues  quelconques , à ces  deux  cou- 
ples de  droites , respectivement , seront  entre  eux  dans  une 
raison  constante. 

Ainsi , soient  p , q les  distances  du  point  m aux  deux 
droites  A , B , et  p',  q'  les  distances  du  point  m'  aux  deux 
droites  A',  B';  on  aura 

P — fiL, 

<7 

X étant  une  constante  qui  11e  dépend  que  de  la  position  des 
deux  droites  A , B. 

513.  Chacune  des  quatre  droites  peut  être  prise  à l’infini, 
et  la  distance  qui  se  rapporte  à cette  droite  disparaît  de 
l’équation,  comme  si  cette  distance  devenait  égale  à F unité. 

Ainsi,  supposons  que  la  droite  B de  la  première  figure 
soit  à l’infini,  je  dis  que  Fou  aura 
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En  cll’et,  dans  <■<:  cas  l’homographie  des  deux  faisceaux 
formés  par  les  deux  droites  M , M'  s'exprime  par  l’équation 

. sin  (A',  M') 

= * • , ■..T T» 


uni  étant  le  segment  compris  sur  une  transversale  fixe  en- 
tre les  deux  droites  A et  M (150).  Or,  si  l’on  considère  sur 
les  deux  droites  M et  M'  deux  points  homologues  m , ///', 
la  distance  />  du  premier  à la  droite  A est  proportionnelle 
au  segment  o/n,  et  le  rapport  des  distances  du  second  aux 

i i • ki  im  ■ sin  ( A',  MM  . 

deux  droites  A , li  est  touiours  . ) ■ ~rr.  ; de  sorte  ou  on 

■'  sin  ( B , M ) 1 

a la  relation 

P 


( >n  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  deux  figures  /tomographiques,  la  distance  île 
chaque  point  de  l'une  à une  droite  fixe  A,  est  an  rapport 
des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure, 
aux  deux  droites  A',  IV  qui  correspondent , respective- 
ment, à la  droite  A et  à l'infini  de  la  première  figure, 
dans  une  raison  constante. 

51 1.  On  peut  prendre  la  droite  A'  de  la  seconde  figure 
à l’infini,  la  distance  p'  disparaîtra  de  l’équation,  et  l'on 
aura 


Car,  dans  ce  cas,  les  deux  droites  M,  M'  forment  deux 
faisceaux  de  droites  parallèles  aux  deux  A et  IV  respec- 
tivement. I.  homographie  des  deux  faisceaux  s’exprimera 
par  celle  des  deux  séries  de  points  qu’ils  marqueront  sur 
ilctix  transversales  fixes  quelconques,  et  par  conséquent  par 

fémialioii  a ni  = a ni  et  h' m'  étant  les  segments  com- 

1 />  ni 
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pris  sur  ces  deux  transversales,  entre  les  deux  droites  A et 
M d'une  part,  et  les  deux  droites  IV  et  M'  d autre  part, 
puisque  a et  b'  sont  les  points  qui , dans  les  divisions  homo- 
graphiques faites  sur  les  deux  transversales,  ont  leurs  ho- 
mologues à l’infini.  Or,  si  sur  les  deux  droites  M,  M*  on 
considère  deux  points  homologues,  leurs  distances  p , qf 
aux  deux  droites  A et  IV  respectivement  sont  propor- 
tionnelles aux  segments  «//i,  b' ni . On  a donc  l equalion 


Ce  qui  prouve  que  : 

Étant  données  deux  figures  homographiques , si  l'on 
prend  dans  la  première  la  droite  rpii  correspond  à l’infini 
de  la  seconde,  et  dans  celle-ci  la  droite  qui  correspond  à 
l’infini  de  la  première,  les  distances  de  deux  points  homo- 
logues quelconques  des  deux  Jigures,  à ces  deux  droites , 
respectivement , ont  leur  produit,  constant. 

515.  Toutes  les  relations  précédentes  dérivant  de  l'éga- 
lité de  deux  rapports  anharmoniques  dans  les  deux  ligures, 
et  cette  égalité  ayant  lieu  dans  une  figure  plane  et  sa  pers- 
pective, on  en  conclut  que  toutes  ces  relations  s’appliquent 
à deux  figures  perspectives  l’une  de  l'autre. 

IV.  Nouvelles  définitions  des  figures  homographiques. 

511).  D’après  le  théorème  (512) , on  peut  donner  cette 
nouvelle  définition  des  figures  homographiques,  aussi  sim- 
ple que  précise  : 

Deux  figures  homogra/diiques  sont  celles  dans  les- 
quelles les  points  se  correspondent  deux  à deux,  de  ma- 
nière que  les  rapports  des  distances  de  chaque  point  de 
la  première  figure  à trois  droites  fixes,  soient  aux  rap- 
ports des  distances  du  point  correspondant  de  la  seconde 
Jigure  à trois  autres  droites  Jixes,  dans  des  raisons  con- 
stantes. 
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517.  On  peut  encore  dire  que  : 

Deux  figures  sont  homograpliiques  quand  des  droites 
dans  lune  concspondent  à des  droites  dans  l'autre,  de 
manière  que  les  rapports  des  distances  de  chaque  droite 
de  la  première  figure  à trois  points  fixes,  soient  aux  rap- 
ports des  distances  de  la  droite  correspondante  dans  la 
seconde  figure  à trois  autres  points  fixes , dans  des  raisons 
constantes. 

Cela  résulte  du  théorème  (51 1). 

De  l’une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  définitions,  on  re- 
monte sans  difficulté  aux  relations  (a),  et  à toutes  les  pro- 
priétés des  figures  homographiques. 

^ 111. — Figures  homologiques. 

1.  Manières  de  former  deux  figures  homologiques. 

518.  Quand  deux  figures  sont  la  perspective  l’une  de 
l'autre  dans  l’espace,  telles  que  deux  triangles  ABC , abc, 
les  droites  qui  joignent  leurs  points  homologues  concourent 
en  un  même  point  de  l’espace , qui  est  la  position  de  l’oeil  ; et 
les  droites  homologues  concourent  en  des  points  situés  sur 
la  droite  d’intersection  des  plans  des  deux  figures,  qu’on 
appelle  la  ligne  de  terre.  Si  l’on  fait  tourner  le  plan  de  la 
seconde  figure  autour  de  cette  ligne,  les  droites  ah,  hc , cd 
tournent  autour  de  trois  points  fixes  de  cette  ligne,  et  les 
droites  A a,  lî  />,  Ce  concourent  toujours  en  un  même  point 
qui  forme  une  nouvelle  position  de  l’œil;  de  sorte  que  les 
deux  figures  sont  toujours  en  perspective  (309).  Et  si  le  plan 
de  la  seconde  figure  abc  s’applique  sur  le  plan  de  la  première 
ABC,  il  n’y  a plus  perspective  proprement  dite,  mais  les 
droites  A a,  B/',  Ce  concourent  encore  en  un  même  point, 
parce  que  les  droites  AB,  BC  , CA  rencontrent,  respective- 
ment, leurs  homologues  ah,  hc , ca  en  des  points  situés  en 
ligne  droite  (300) . 
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Ces  figures,  dont  les  points  homologues  sont  sur  des 
droites  concourantes  en  un  même  point,  et  dont  les  ligues 
homologues  se  rencontrent  sur  une  même  base,  sont  celles 
que  M.  Poncelet  a appelées  figures  homologiques.  Le  point 
de  concours  est  leur  centre  d'homologie , et  la  hase  * (**)6  leur 
axe  île  concours  ou  d’homologie  ( *). 

Toutefois,  ce  n’est  pas  précisément  par  cette  considéra- 
tion dn  rabattement  du  plan  d’une  figure  sur  le  plan  de 
sa  perspective,  que  le  célèbre  auteur  a formé  des  Jigurcs 
homologiques  : c’est  d une  autre  manière,  également  simple, 
savoir,  par  la  perspective  sur  un  plan  de  deux  figures  sem- 
blables et  semblablement  placées,  ou  homothétiques , con- 
tenues dans  un  autre  plan.  La  perspective  produit  deux 
figures  homologiques  dont  le  centre  d'homologie  est  la 
perspective  du  centre  de  similitude  des  deux  figures  homo- 
thétiques, et  Y axe  de  concours  ou  d'homologie , la  pers- 
pective de  la  droite  située  à l'infini  dans  le  plan  de  ces  deux 
figures.  Cela  est  évident:  et  les  propriétés  des  deux  figures 
homothétiques  dounenl  lieu  naturellement  à celles  des 
deux  figures  homologiques  ('‘‘■'‘b 

II.  Construction  graphique  d’une  figure  homologique  a une 
figure  donnée. 

519.  Quand  le  centre  et  l’axe  d’homologie  sont  donnés, 
il  suffit,  pour  construire  la  figure  homologique  à une  figure 
donnée,  de  connaître  le  point  a qui  correspond  à un  point 
donné  A de  la  figure  proposée.  Car  le  point  b correspon- 
dant à un  autre  point  quelconque  IJ  sera  à l intersection  de 
la  droite  SU  et  de  la  droite  menée  du  point  a au  point  y 
où  la  droite  AU  rencontre  l’axe  d’homologie.  Ainsi,  étant 
donné  le  seul  point  a de  la  nouvelle  figure,  on  détermi- 
nera, par  de  simples  intersections  de  lignes  droites,  tous 

(*)  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures  , page  l(k) 

(**)  llnd.,  pages  i5<)-|(vj. 
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les  autres  points  de  la  ligure.  La  droite  correspondante  à 
une  droite  donnée  se  déterminera  par  deux  de  ses  points, 
dont  l’un  pourra  être  celui  où  la  droite  donnée  rencontre 
l’axe  d’homologie. 

Si  l’on  donne  l'axe  d’homologie  avec  les  deux  points  a', 
b1  de  la  seconde  figure  qui  doivent  correspondre  aux  deux 
a,  b de  la  première , on  peut  construire  la  seconde  figure 
sans  se  servir  du  centre  d’homologie,  en  déterminant  cha- 
que point  nt1  correspondant  à chaque  point  m,  par  l’inter- 
section de  deux  droites  tournant  autour  des  deux  points  a', 
b',  et  rencontrant  les  deux  droites  ma,  tnb , respectivement , 
sur  l’axe  d’homologie. 

O11  peut,  par  une  construction  analogue,  construire  la 
seconde  figure,  en  connaissant  seulement  le  centre  d’ho- 
mologie et  deux  droites  de  cette  figure  correspondantes  à 
deux  droites  de  la  première  figure. 

C’est  ainsi,  par  des  intersections  de  lignes  droites,  que 
M.  Poncelet  a construit  les  figures  homologiques  dans  son 
Traité  des  Propriétés  projectif  es  (*)  ouvrage  dans  lequel 
se  trouvent  de  très- heureuses  applications  de  cette  théorie, 
comme  nous  le  verrons  en  traitant  des  sections  coniques. 


111.  Autre  manière  de  former  les  figures  homologiques. 

520.  Étant  pris  dans  le  plan  d'une  figure,  un  point 
fixe  S et  un  axe  fixe  X,  si  sur  le  rat  on  mené  de  ce  point  à 
c/unpie  point  m de  ta  figure  an  détermine  un  second 
point  né  par  la  relation 


\b) 


S ni  .fi  m 
S ni  u ni 


p étant  te  point  où  le  rayon  S m rencontre  l'axe  fixe  X , et 
X une  constante,  te  point  ué  appartiendra  à une  figure  ho- 


\ * ’ Voir  i(»u  - i<*| , arl  T»02  ôOî 
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mologique  à la  proposée  ; le  point  S et  l 'axe  X seront  le 
centre  et  l'axe  d’homologie  tirs  deux Jigures. 

En  ell'et,  les  deux  ligures  satisfont  à l'une  des  deux  condi- 
tions de  construction  des  figures  lioinologiqucs , savoir,  que 
les  points  homologues  soient  sur  des  droites  concourantes 
en  un  même  point  ; il  sullit  donc  de  prouver  que  deux  droites 
homologues  se  rencontrent  sur  l’axe  fixe.  Or,  pour  deux 
couples  de  points  correspondants  a,  n'  et  ni , ///' , on  a 
Su  art  S ni  uni 

Srt'  art'  S/n'  fini’ 

et  par  conséqueut 

Sa  an  S m a /// 

Sn'  an'  S/«'  (i/«' 

Cette  relation  prouve  que  les  deux  séries  de  points  S , a , a , 
a',  et  S,  rn,  u , m'  ont  le  mètne  rapport  anharmonique , et 
par  conséquent  que  les  deux  droites  a m , a' m'  concourent 
sur  l’axe  fixe  ap.  Ce  qu’il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 

On  peut  appeler  la  constante  X le  coefficient  d’homolo- 
gie des  deux  ligures. 

Quand  on  donne  un  point  a'  de  la  figure  que  l’on  veut 
construire,  correspondant  à un  point  a de  la  figure  propo- 
sée, cette  constante  se  trouve  déterminée  par  la  relation 
So  an 
Sn7  ’ Ï7'  ~ " 

• )21.  Cas  pauticcliees.  — I.  Si  I on  suppose  1 axe  d’ho- 
mologie à 1 infini,  le  rapport  si!!li  devient  égal  à l’unité,  et 
la  relation  se  réduit  à 

S/H  _ . 

S ni' 

Alors  les  deux  figures  sont  semblables  et  semblablement 
placées  ou  homothétiques . Leur  centre  et  leur  rapport  de 
similitude  sont  le  point  S et  la  constante  X. 

11.  I.e  centre  d’homologie  de  deux  ligures  peut  être  à 
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l'infini;  alors  lu 
se  réduit  à 


rapport 


S m 
S ni' 


est  égal  à l'unité,  et  la  relation 


fini  i 

il  ni'  X 

On  peut  dire  que  la  seconde  figure  est  formée  par  l'ac- 
croissement des  ordonnées  de  la  première , dans  un  rapport 
constant. 


IV.  Construction  des  figures  honiologiques  dérivée  de  la 
construction  générale  des  ligures  homographiques. 

5ï22.  Supposons  que  dans  la  construction  générale  des 
figures  homographiques  on  prenne  pour  les  points  A',  B', 
C'  de  la  seconde  figure  les  trois  points  A,  B,  C de  la  pre- 
mière; les  relations  [a)  deviennent 

aC_  «'C  AC A'C 

«A  a' a’  AB  ‘ A'A 

Si  À et  p ont  des  valeurs  quelconques , les  deux  figures  n’ont 
rien  de  particulier  daus  leur  position  relative;  seulement 
trois  points  de  l une  coïncident  avec  leurs  homologues  res- 
pectifs dans  l’autre;  ce  qui  a lieu  en  général,  comme  nous 
le  verrons  (îifil),  quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures 
homographiques.  Mais  si  les  deux  constantes  X et  u sont, 
égales,  alors  les  deux  figures  sont  honiologiques;  le  point  C 
(Jig.  1 16)  est  leur  centre  d' homologie , et  la  base  AB  leur 
axe  d’homologie. 

En  effet,  les  deux  constantes  étant  égales,  les  deux  équa- 
tions donnent  celle-ci 

nC  «VA AC  A'C 

7Â : Fc  ~Tb  : FV 

qui  prouve  que  les  deux  séries  de  poiuts  A , a , C et  B, 
b , h ',  € ont  le  même  rapport  anharmonique,  et,  par  con- 
séquent, aussi  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  ont 
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leurs  centres  en  H cl  A , et  dont  les  rayons  passent  par  ces 
deux  séries  de  quatre  points,  respectivement. 

De  là  on  conclut,  d’abord  que  les  deux  droites  ai,  a! h\ 
qui  sont  deux  droites  homologues  dans  les  deux  figures,  con- 
courent en  un  même  point  de  la  base  AB  (38) , et,  en  se- 
cond lieu,  que  les  deux  points  m,  rn',  sont  en  ligne  droite 
avec  le  point  C ( 43  ) . 

Ainsi  les  deux  ligures  satisfont  aux  deux  conditions  de 
construction  des  figures  homologiqucs.  Ce  qu’il  fallait 
prouver.  Donc,  etc. 

La  relation  caractéristique  des  ligures  homologiqucs, 


j im 


Cm'  uni 


- = const.. 


dérive  aussi  de  ces  considérations. 

Car  les  trois  points  C,  ni,  m'  étant  en  ligne  droite,  on  a 


u m 


C a A a 
Cfl'  A a' 


— ï = const. 


V.  Relations  métriques  des  figures  horaologiques. 

523.  Quand  on  considère  deux  figures  homologiqucs 
comme  deux  figures  qui  ont  été  la  perspective  l une  de 
l’autre,  on  en  conclut  que  toutes  les  relations  métriques 
des  figures  homographiques,  démontrées  dans  le  paragra- 
phe précédent,  s’appliquent  d’elles-inèmes  aux  figures  ho- 
mologiques.  Toutefois  la  position  particulière  de  ces  figures 
donne  lieu  à quelques  relations  spéciales  fort  importantes 
que  nous  verrons  plus  loin  (VI). 

524.  Quand  on  décrit  les  figures  homologiqucs  sur  le 
plan,  soit  par  des  intersections  de  ligues  (519),  soit  par  la 
relation  (A),  la  démonstration  directe  de  leurs  deux  proprié- 
tés métriques  fondamentales , d’où  toutes  les  autres  se  dé- 
duisent, est  extrêmement  facile;  elle  dérive  immédiatement 
des  conditions  de  position  des  deux  figures.  Ces  propriétés 
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consistent  en  ce  que  : quatre  points  on  ligne  droite  ou  quatre 
droites  concourantes  en  un  même  point  dans  la  première 
ligure,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des 
quatre  points  ou  des  quatre  droites  correspondantes  dans  la 
seconde  ligure. 

Or,  dans  deux  figures  homologiqucs , i"  les  droites  qui 
joignent  quatre  points  de  la  première  a,  b , c , il  à leurs 
homologues  Z/,  c',  d'  respectivement,  passent  par  un 
même  point  (le  centre  d'homologie) ; donc,  si  les  deux  sé- 
ries de  quatre  points  sont  sur  deux  droites,  leurs  rapports 
auharmouiques  sout  égaux  (11);  2°  quatre  droites  concou- 
rantes en  un  même  point  dans  la  première  figure,  ren- 
contrent respectivement  les  quatre  droites  correspondantes , 
en  quatre  points  situés  en  ligne  droite  (sur  l'axe  d’homo- 
logie); donc  les  rapports  auharmouiques  des  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  sont  égaux  (13). 

Aiusi  les  relations  métriques  qui  font  le  caractère  des 
ligures  homographiques  en  général , se  trouvent  démon- 
trées directement  pour  les  ligures  homologiqucs. 

ü2o.  Considérons  lesdeux  droites  ] et  J'  qui , dans  chaque 
figure,  respectivement,  correspondent  à l’infini  de  l’autre 
figure.  Ces  deux  droites  sont  évidemment  parallèles  à l’axe 
d’homologie;  car  la  droite  à l’infini  dans  la  seconde  figure 
et  la  droite  1 qui  lui  correspond  dans  la  première  ren- 
contrent l’axe  d’homologie  au  même  point,  et  ce  point  est 
à l’infini;  donc  la  droite  1 est  parallèle  à l’axe  d'homo- 
logie. 

I.es  distances  des  deux  droites  I et  J',  soit  au  centre,  soit 
à l’axe  d’homologie,  dépendent  de  la  constante  X dans  la 
relation 

S m [*  m 

S m'  uni' 

Soient  1,  et  x les  points  où  le  rayon  S ni  rencontre  les 
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deux  droites  I et  J'  et  l’axe  d’homologie.  Faisant  S ni'  in- 


S / § •/ 

fini,  on  a — = et,  faisant  S m infini,  ’ — 

Il  Tj' 

Ainsi  l’on  a 


1 

X 


Si 

xi 


s y 


ou  St'.Sy'  = xi.xj'. 


Celle  relation  montre  que  le  milieu  des  deux  points  i et  j' 
coïncide  avec  celui  des  deux  points  S et  .r,  on,  ce  qui  re- 
vient au  même,  que  la  distance  de  la  droite  I au  point  S est 
égalé,  mais  en  sens  contraire,  à celle  de  la  droite  à l’axe 


d’homologie.  En  ellct,  la  proportion  ^ = '~p  donne 


Si 


XJ 


Si  — xi  xj'  — S j' 


Si 


XJ 


Sx  .rS 


S i — — xj' . 


Ce  résultat  poifrait  être  prévu,  car  les  points  m et  m'  des 
deux  figures  situés  sur  un  même  rayon  forment  deux  divi- 
sions homographiques  dont  les  points  doubles  sont  S et  ,r. 
Par  conséquent,  le  point  milieu  de  ces  deux  points  coïncide 
avec  celui  des  deux  i et  j'  ( I î>2 ) . 


VI.  Développements  relatifs  aux  propriétés  métriques  des  figures 
homologiques.  — Diverses  manières  de  former  la  figure  lionio- 
logique  à une  figure  donnée. 

52Ü.  Considérons  dans  une  figure  deux  droites  fixes, 
et  dans  la  figure  homologique  les  doux  droites  corres- 
pondantes; soient  m/i,  mq  les  perpendiculaires  abaissées 
d’un  point  m de  la  première  figure  sur  les  deux  premières 
droites,  et  m! p\  m'q'  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  m'  sur  les  deux  autres  droites.  Les  deux  rapports 

mp  m' //  . . , 

— , — ~ seront  entre  eux  dans  une  raison  constante,  quels 
mq  m’q 
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que  soient  les  deux  points  homologues  m , m'\  car  cette  re- 
lation dérive , comme  nous  l’avons  vu  (512),  de  l'égalité 
des  rapports  anharmoniqucs  de  deux  faisceaux  homologues. 
Ecrivons  donc 


(«) 


ntp  m' p' 

III rj  ■ lll'  q' 


Cette  équation  donne  lieu  à plusieurs  autres  relations. 

527.  Supposons  que  la  première  droite  de  la  première 
figure  passe  par  le  centre  d’homologie;  elle  coïncidera  avec 
son  homologue , et  l’on  aura 


et  par  conséquent 

(<n 


mp  S m 
m' p'  Sm1’ 

S m m q 

S ni'  m' q' 


Ainsi , dans  deux  figures  liomologiques,  si  Von  prend  deux 
droites  fixes  homologues  L , I/,  le  rapport  des  distances 
de  deux  points  homologues  quelconques  au  centre  d'ho- 
mologie, sera  au  rapport  des  distances  de  ces  deux  points 
aux  deux  droites  L,  L',  respectivement , dans  une  raison 
constante. 

528.  Si  l’on  prend  pour  la  droite  L l’axe  d’homologie, 
U coïncidera  aussi  avec  cet  axe,  et  le  rapport  sera  égal 
à tüL.  ; ;i  en  résulte 

um 

S m pin 

S m p m' 

Ce  qui  est  la  relation  déjà  démontrée  (522). 

Nous  n’aurions  pas  besoin  de  dire  que  dans  ces  diverses 
relations,  de  même  que  dans  celles  qui  suivent,  la  con- 
stante). ne  conserve  pas  la  même  valeur. 

529.  Supposons  que  la  droite  1.  soit  à l'infini,  le  seg- 
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ment  ma  disparait  de  l’équation  (d) , et  l’on  a 


(c) 


S ni  = \ 


S m' 
m' q' 


m' q'  est  la  distance  du  point  m'  à la  droite  J',  qui  dans  la 
seconde  figure  correspond  à l’infini  de  la  première  (52o). 

Cette  relation  entre  deux  figures  homologiques  sera  très- 
utile  pour  transporter  à une  figure  les  propriétés  d’une 
autre.  On  voit,  par  exemple,  que  si  la  première  est  un 
cercle  avant  son  centre  en  S , on  aura  dans  la  seconde 

S m’ 

■■  const. 

m q 

Ce  qui  montre  que  celle-ci  est  une  conique  ayant  son  foyer 
en  S,  et  pour  directrice  la  droite  fixe  J'. 

;i30.  Supposons  dans  l’équation  générale  (c)  que  la  pre- 
mière droite,  à laquelle  se  rapportent  les  perpendiculaires 
mp,  soit  à l’infini,  et  que  la  secotide  soit  la  droite  I qui 
correspond  à l’infini  de  la  seconde  figure,  les  deux  segments 
mp,  m' q'  disparaîtront , et  l’on  aura 


Ainsi  les  deux  droites  1 et  J',  qui  correspondent,  dans 
chaque  figure  respectivement,  à l’infini  de  l’autre  figure, 
jouissent  de  cette  propriété , que  le  produit  des  distances 
de  deux  points  homologues  à ces  deux  droites,  respective- 
ment, est  constant. 

Par  conséquent  : Étant  données  deux  droites  parallèles 
dans  le  plan  d’une  figure,  si  d’un  point  fixe  on  mène  un 
rayon  à chaque  point  m de  la  figure,  et  que  sur  ce  rayon 
on  prenne  un  point  m'  tel , que  le  produit  des  distances 
des  deux  points  m,  m'  aux  deux  droites  respectivement , 
soit  constant,  le  point  m'  décrira  une  figure  homo/ogique 
à la  proposée. 
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§ IV.  — Expression-  analytigue  des  figures  homogrn- 
p /ligues. 

I. 

531.  Rapportons  les  points  de  la  première  figure  à deux 
axes  coordonnés  OX,  OY,  et  ceux  de  la  seconde  figure  à 
deux  autres  axes  coordonnés  ox , oy  pris  arbitrairement. 

La  propriété  des  deux  figures,  exprimée  par  le  théo- 
rème (512),  fournil  immédiatement  l'expression  des  coor- 
données de  chaque  point  de  la  seconde,  en  fonction  des  coor- 
données du  point  homologue  de  la  première. 

En  effet,  soient 

AX  -f-  BY  -t- 1 — o,  A'X  + B'Y  + i — o,  A X -H  B Y -4-  i — o, 
les  équations  de  trois  droites  de  la  première  figure  , et 
ox  -t-  by  -+-  i = o,  u'  x -t-  b' y -H  i =o,  a"  x -t-  b" y + i = o, 

celles  des  trois  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
figure. 

Soient  X,  Y les  coordonnées  d'un  poiut  M de  la  pre- 
mière figure,  et  .T,  y celles  du  point  homologue  m de  la 
seconde  ligure;  le  rapport  des  distances  du  point  M à deux 
des  droites  de  la  première  figure  sera  au  rapport  des  dis- 
tances du  point  m aux  deux  droites  correspondantes  de  la 
seconde  figure,  dans  une  raison  constante  (512).  On  aura 
donc  les  deux  équations 

AX  -4-  BY  -t-  i ^ ex  -h  by  -t-  i 

A'  X — t—  R Y —H  i u x -t-  b y -(7  1 
A'X  -t-  B' Y ■+  1 _ a'x  -t-  b'y  -t-  1 
A"X  ■+-  B"Ÿ  1 ^ e"  x -f-  b" y -+-  1 

d où  l’on  tire  les  \ a leurs  de  x et  y eu  fonction  des  coordon- 
nées X , Y,  lesquelles  sont  de  la  forme 

(a)  x~  t'a,7x~  + e/,yTV  r = <pv-x+CY  + ,- 
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332.  On  peut  démontrer  à priori  que  les  expressions 
de  x et  y sont  de  cette  forme.  Pour  cela,  considérons  les 
axes  oy  et  o.r  comme  deux  droites  faisant  partie  de  la  se- 
conde ligure;  soient 

a X + € Y 4*  I — o et  sé  X 4*  A 4~  i — o, 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent  dans  la 
première  figure  à ces  deux-là  , et 

a"X  -4-  6"  Y -I-  i = o, 


celle  de  la  droite  qui  correspond  , dans  cette  figure,  à l’in- 
fini de  la  seconde. 

La  distance  d'un  point  ni  de  la  seconde  figure  à l’axe  oy 
sera  au  rapport  des  distances  du  point  homologue  M de  la 
première  figure  aux  deux  droites  correspondantes  à Taxe  oy 
et  à l’infini  de  la  seconde,  dans  une  raison  constante  (513). 
On  a donc 

*X  -4-€Y  -4-  i 
* ~ 2 a"  X -4-6"  Y -|-  i ’ 

Ft  pareillement 

a! X -4-  6'Y  -4-  I 

— ra 

' j"X4-S’Y4  I 

c.  (j.  F.  n. 


11. 

533.  Les  trois  équations 

iX+CY  4i  = Oi  i'X4fï+t  = o,  a"  X 4-  6"  Y -I- 1 = o, 

représentent  les  trois  droites  de  la  première  figure  qui  ont 
pour  homologues,  dans  la  seconde,  l’aXc  oy,  l’axe  o.r  et 
l’infini. 

Les  axes  OX , OY  de  la  première  figure  sont  arbitraires, 
ainsi  que  les  deux  oj1,  oy  de  la  seconde  figure.  On  peut, 
en  disposant  convenablement  de  ces  quatre  axes,  donner 
aux  formules  des  expressions  plus  simples,  que  voici  ; 

i°.  Les  deux  aa;es  OX  , OY  sont  quelconques . et  les  deux 

25 
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ojr,  oy  sont  les  droites  qui  leur  correspondent  dans  la  se- 
conde ligure  : 


(3)  * = 


tX 


'x  + e"Y-t- 


? Y 


'x  + e"Y  -+- 1 


a”.  OY  est  parallèle  à la  droite  1 qui,  dans  la  première 
figure,  correspond  à I infini  de  la  seconde;  OX  est  quel- 
conque; oy  et  ox  correspondent  respectivement  à O Y et 
OX  ; [oy  est  parallèle  à la  droite  J'  qui,  dans  la  seconde 
figure,  correspond  à l'infini  de  la  première  (503)]  : 


(4) 


3°.  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  ox,  oy  quel- 
conques : 

,,,  «X  + 6Y  + i a'X+6'Y+i 

(5)  -r  = t ^ > / — Ÿ x 

4°.  OY  est  la  droite  1;  OX  est  quelconque;  ox  corres- 
pond à OX  ; et  oy  est  quelconque  : 


(6) 


»X  + 6Y  + i y Y 

x = - , y = ^r- 


5".  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  ox  est  la  droite 
J';  et  oy  quelconque  : 


(7) 


aX  -H  6 Y -+-  i 


X 


6°.  OY  est  la  droite  1 ; OX  quelconque;  ox  est  la  droite 
J',  et  oy  correspond  à OX  : 

<») 


X “ X ’ y ~ X ‘ 


7°.  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  oy  est  la  droite 
J',  et  ox  correspond  à OX  : 


(9) 


i y Y 

X = x’  yz=\' 
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Ces  différentes  relations  s’appliquent  aux  figures  homogra- 
phiques  dans  toute  leur  généralité,  et  sont  indépendantes  de 
la  position  relative  des  deux  figures. 


§ V.  — Figures  homo graphiques  ayant  deux  droites 
homologues  coïncidentes  à l’infini. 

I.  Conditions  de  construction  des  figures. 

53-4.  Si  dans  les  formules  (a)  qui  nous  ont  servi  à con- 
struire une  figure  homographique  à une  figure  donnée,  on 
prend  les  deux  constantes  ).  et  « égales  à + 1,  les  deux 
figures  présenteront  celle  circonstance  particulière,  que 
la  droite  à /' infini  dans  l'une  aura  son  homologue  égale- 
ment à l'infini  dans  l’autre. 

En  effet , ah  et  a h'  ( fig.  1 14)  étant  deux  droites  corres- 
pondantes dans  les  deux  figures,  on  a,  par  hypothèse  , 

a C a'  C b C b'C 

a A fl'A'  b B b' A' 


aC 


Si  la  première  droite  est  à l’infini , les  deux  rapports  — , 


b C , 

sont  égaux  a t unité,  et,  par  conséquent , on  a aussi 
a'  C'  b'C 

«T='  et  Fr’=,; 


ce  qui  exige  que  les  points  «'et  h'  soient  à l’infini.  De 
sorte  que  la  droite  a'h'  est  à l’infini.  Ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

On  peut  dire  que  tout  point  à l’infini  dans  la  première 
figure  a son  homologue , dans  la  seconde,  pareillement  à 
l’infini. 

Il  s’ensuit  que  deux  droites  parallèles , dans  la  première 
figure , ont  pour  homologues  dans  la  seconde  deux  droites 
parallèles. 

De  sorte  que,  à un  parallélogramme  dans  la  première 
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ligure , correspond  un  parallélogramme  flans  la  seconde 
figure. 

11.  Relations  métriques. 

535.  Dans  ces  figures  , les  relations  métriques  se  simpli- 
fient : elles  dérivent  de  cette  propriété  principale  : 

Deux  droites  homologues , dans  les  deux  figures , sont 
divisées  semblablement  pur  leurs  points  homologues. 

En  ellct,  a,  />,  c,  <!  étant  quatre  points  en  ligne  droite 
dans  la  première  figure,  et  a',  />',  c',  d' les  quatre  points 
correspondants  dans  la  seconde , on  a 

ah  tlb  n'b'  ri'b'  ■ 

ne  rtc  a'  c'  rt'c' 

Les  points  à l'infini  sur  les  deux  droites  étant  deux  points 
correspondants  (53 1),  on  peut  prendre  ces  points  pour  d 
et  d' , et  celte  relation  devient 

nb  n'b' 
ne  n'c' 

ce  qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles,  ou  semblablement . 

De  là  vont  résulter  d autres  relations  importantes. 

530.  Deux  segments  pris  sur  deux  droites  parallèles , 
dans  la  première  figure,  sont  entre  eux.  dans  le  même 
i apport  que.  les  deux  segments  homolugues  dans  la  se- 
conde figure. 

En  eflet,  soient,  dans  la  première  figure,  les  deux  seg- 
nicnts  AH,  ab  (Jig.  *17)  sur  deux  droites  parallèles  , et  dans 
la  seconde  figure , leurs  homologues  b'W'.a'b'  lesquels  sont 
aussi  parallèles  (53-4).  O11  a 

AB  AC  A 'R'  ATT 

nb  n C n’b'  a'  A' 
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Or  -jj  = —— t-  (535  ).  Donc 

a C.  fi  L ' 

AB  _ A B 
nl>  <ib‘ 


ce  qu  il  fallait  prouver. 

537.  Etant  pris,  dans  les  deux  figures,  deux  droites 
fixes  homologues,  tes  distances  de  lieux  points  homologues 
quelconques  à ces  deux  droites,  respectivement , sont  en- 
tre elles  dans  un  rapport  constant. 

Kn  effet,  1 équation  précédente  s’écrit 

AB  nb 

.vb'-^t 

Or  les  deux  segments  AB  , a b sont  entre  eux  connue  1rs 
distances  des  deux  points  A,  a à la  droite  lixe  BC$  et  pa- 
reillement, les  deux  segments  A' B',  a' l>'  sont  entre  eux 
comme  les  distances  des  deux  points  A',  a',  à la  ligne  droite 
fixe  B'C'.  On  peut  donc  dire  que  le  rapport  des  distances 
des  deux  points  homologues  A,  A' aux  deux  droites  BC, 
B'C',  respectivement,  est  égal  au  rapport  des  distances  des 
deux  points  a , a'  aux  deux  mêmes  droites.  Ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

111.  Relation  entre  les  aires  des  figures. 

538.  Considérons,  dans  la  première  figure  , deux  paral- 
lélogrammes ABCD,  ahcd , ayant  leurs  côtés  respective- 
ment parallèles;  soient  (^),  q leurs  surfaces,  on  a 

Q _ AB. AD 

q ah.nd 

A ccs  deux  parallélogrammes  correspondent,  dans  la 
deuxième  figure,  deux  autres  parallélogrammes  A'B'C'D', 
a'h'e'd' , ayant  aussi  leurs  côtés  respectivement  parallèles. 
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Soient  Q',  q'  leurs  surfaces,  on  a 


A'B'. 

AD' 

~ arb'~. 

n'd '' 

Or 

AB 

A'B 

AU 

A'D' 

— ~~ 

et  — 

— . 

a b 

a' b' 

ad 

n'd' 

Donc 

q _ 

Q' 

ou 

Q _L 

<! 

<7 

Q' 

C’est- 

•à-dire  que 

Si  l’on  prend,  dans  la  première  figure , un  parallélo- 
gramme quelconque  ayant  ses  côtés  parallèles  à deux 
axes  fixes , l’aire  de  ce  parallélogramme  sera  à l’aire  du 
parallélogramme  correspondant  dans  la  seconde  figure , 
dans  une  raison  constante. 

5.19.  L espa’ee  compris  dans  un  périmètre  de  forme  quel- 
conque peut  être  considéré  comme  composé  d’une  infinité 
de  parallélogrammes  infiniment  petits,  ayant  leurs  côtés  pa- 
rallèles à deux  axes  fixes. Les  aires  de  ces  parallélogrammes 
seront  aux  aires  des  parallélogrammes  homologues  dans  la 
seconde  ligure,  dans  une  raison  constante.  On  en  conclut 
que  : 

Si,  dans  les  deux  figures , on  considère  deux  courbes 
homologues,  leurs  aires  seront  entre  elles  dans  une  rai- 
son constante , quelles  que  soient  ces  deux  courbes. 

Ces  propriétés  des  figures  homographiques  qui  ont  deux 
droites  homologues  coïncidentes  à l’infini,  sont  les  mêmes 
que  celles  de  deux  figures  dont  l’une  est  la  projection  de 
l’autre. 


IV.  Construction  analytique  des  figures. 

;»40.  Ayant  pris  deux  systèmes  quelconques  d axes  coor- 
donnés OX , ()\  , et  o.r , o> , dans  les  deux  figures  respccli- 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  391 
veinent,  soient 

AX  4-  BY  4-  1 = o et  A'X  4-  B' Y +1=0 

les  équations  de  deux  droites  de  la  première  figure,  et 

ax  -f-  by  4-  1 = 0,  a'x  4-  b' y 4-1=0 

celles  des  deux  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
ligure. 

Soient  X,  Y,  et  x,  y les  coordonnées  de  deux  points 
correspondants  des  deux  figures;  les  distances  de  ces  deux 
points  à deux  droites  correspondantes,  respectivement , sont 
entre  elles  dans  un  rapport  constant  (537);  de  sorte  qu’on 
a les  deux  équations 

AX  4-  BY  4-  1 =l(nx4  b y 4-l)f 
A'X  4-  B' Y 4-  1 = pi(«' x 4-  b' y 4-  1)  ; 

d’où  l’on  lire  pour  x et  y des  expressions  do  la  forme 

j = i(aX4-êY  4-  1)1  )=|(i'X  + 6'Y+i  ). 

(’.es  expressions  se  peuvent  déterminer  à priori.  Soient 

j X + S Y + 1 = 0 et  a'X  4-  Ç'Y’  4-1=0, 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent,  dans  la 
première  ligure,  aux  axes  ox,  oy  delà  seconde;  les  dis- 
tances d’un  point  m de  la  seconde  figure  aux  deux  axes  oy, 
o.r  sont  proportionnelles  aux  distances  du  point  correspon- 
dant , dans  la  première  figure,  aux  deux  droites  qui  corres- 
pondent à ces  axes.  O11  a doue  les  deux  équations 

r = i(«X  + 6Y+i),  r = .(«'X46'Y  + i). 

On  simplifie  ces  formules  en  prenant  pour  les  axes  OX  , 
OY  les  droites  correspondantes  aux  deux-  axes  o.r,  oy.  Ou 
a alors 

x ■=.  s.  X,  y —y.  Y. 
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3()2 

tj  \ I.  — Propriétés  relatives  au  système  de  deux  Ji gains 

homographiqucs  placées  d'une  manière  quelconque 

l’une  par  rapport  à l'autre. 

1.  De  la  courbe  il'inlersaclion  dos  rayon»  homologues  île  deux  faisceau ( 
(tomographiques. 

344  . La  courbe  lieu  des  points  d’intersection  des  rayons  homo- 
logues de  deux  faisceaux  homographiqucs  passe  par  les  centres  des 
deux  faisceaux. 

Construction  des  tangentes  à la  courbe  en  ces  points. 

Soient  O,  0'(  fig.  1 1 8)  les  centres  des  deux  faisceaux  ; Ont,  O ’ m 
deux  rayons  homologues.  Le  rayon  00'  du  premier  faisceau  ren- 
contre son  homologue  O ’ il'  au  point  O';  de  sorte  que  la  courbe 
passe  par  ce  point. 

La  tangente  à la  courbe  en  ce  point  est  précisément  le  rayon 
O'it';  car  si  Ton  conçoit  le  rayon  du  premier  faisceau  Ota  infini- 
ment peu  incliné  sur  OO',  son  homologue  O' ta  sera  infiniment  peu 
incliné  sur  O'it',  et  le  point  «,  intersection  de  ces  deux  rayons 
homologues  Ota,  O'ta , sera  le  point  de  la  courbe  infiniment  voisin 
du  point  O'.  La  droite  O'ta , cl , à la  limite,  la  droite  O'it'  sera  donc 
la  tangente  à la  courbe.  c.  y.  f.  f. 

34ü.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  ho- 
mologues de  deux  faisceaux  homographiqucs  ne  peut  être  rencon- 
trée par  une  droite  qu’en  deux  points , réels  ou  imaginaires. 

Déterminer  ccs  points. 

Les  rayons  du  premier  faisceau  fig.  i tg)  rencontrent  une  droite 
L en  des  points  a , b , c,  ...  ; et  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau  en  des  points  a’,  b',  c', . . . ; ces  deux  séries  de  points 
forment  deux  divisions  homographiqucs,  et  il  est  évident  que  les 
points  d’intersection  de  la  courbe  en  question  par  la  droite  L sont 
les  points  doubles  de  ces  deux  divisions.  Ce  qui  prouve  que  la 
courbe  n’est  rencontrée  parla  droite  qu'en  deux  points,  réels  ou 
imaginaires. 

Os  deux  points  se  déterminent  par  la  construction  générale  des 
points  doubles  de  deux  divisions  homographiqucs  , 134,  B03). 
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343.  Il  résulte  de  là  que  l'equation  de  la  courbe,  exprimée 
dans  l'un  des  systèmes  de  coordonnées  du  chap.  XX11I,  sera  du 
second  degré. 

Réciproquement  : Toute  équation  du  second  degré  représente 
une  courbe  lieu  des  points  d’intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques. 

Car,  par  cinq  points  de  la  courbe  représentée  par  l’équation 
du  second  degré , on  pourra  faire  passer  une  courbe  lieu  des  points 
d’intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  (tomo- 
graphiques, ayant  leurs  centres  en  deux  des  cinq  points , et  l’équa- 
tion de  celle  courbe  sera  du  second  degro.  On  aura  donc  deux 
équations  représentant  deux  courbes  se  coupant  en  cinq  points; 
ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  coïncident,  parce  que  deux 
courbes  du  second  degré  differentes  ne  peuvent  avoir  plus  de 
quatre  points  d’intersection. 

Observation.  — Si  le  système  de  coordonnées  est  celui  dans  lequel 
les  deux  coordonnées  d’un  point  sont  les  rapports  des  distances 
de  ce  point  à trois  axes  fixes  (471!),  on  en  conclut  que  la  courbe 
lieu  des  points  d’intersection  des  rayons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  est  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à 
trois  axes  fixes  ont  entre  elles  une  relation  homogène  du  second 
degré. 

S i 4.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homo- 
logues de  deux  faisceaux  homographiques  jouit  de  la  propriété 
que , si  autour  de  deux  quelconques  de  ses  points  on  fiait  tourner 
deux  rayons  se  coupant  sur  la  courbe , ers  deux  rayons  décrivent 
deux  faisceaux  homogi  ap  biques. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  ( 410),  relatif  à l’hexa- 
gone. 

• 340.  Puisque  les  deux  rayons  A ni,  Km  , qui  tournent  autour  de 

deux  points  fixes  quelconques  de  la  courbe,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques , les  quatre  rayons  menés  du  point  A à 
quatre  points  de  la  courbe,  ont  leur  rapport  anharmoniqiic  égal 
à celui  des  quatre  rayons  menés  du  point  B aux  quatre  mêmes 
points,  et  celle  égalité  a lieu  quel  que  soit  le  point  B;  de  là  résulté 
ce  théorème  : 
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la  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rn)  ons  homologues 
de  deux  faisceaux  /tomographiques , jouit  de  la  propriété,  que  les 
quatre  limites  menées  de  quatre  points  fixes  de  la  courbe , à un 
cinquième  point  quelconque  de  la  courbe , ont  toujours  te  même 
rapport  anharmonique. 

Réciproquement  : Etant  donnés  quatre  points  fixes  non  situés 
en  ligne  droite,  si  l’on  demande  le  Heu  tl'un  point  tel,  que  les 
quatre  droites  menées  des  quatre  points  fixes  à ce  point  variable 
aient  leur  rapport  anharmonique  égal  a une  quantité  constante , 
le  lieu  de  ce  point  sera  te  lieu  des  points  d’intersection  des  ray  ons 
homologues  de  deux  faisceaux  /tomographiques. 

En  effet,  soient  A,  R,  C,  O ( fig . to.o)  les  quatre  points  fixes 
donnés,  et  M l’un  des  points  qui  satisfont  à la  question;  c’est-à- 
dire  que  les  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MI)  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à une  quantité  donnée  >.  Soient  m,  m'  les 
points  où  les  deux  droites  CM  , DM  rencontrent  la  droite  BC;  les 
quatre  points  A , B , m , m'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à 1 ; on  a donc 

Am  A m' 

ÎT^  * ~ ’ 

ou 

Am  Am' 

B m B m' 

Cette  équation  prouve  que  les  deux  points  m,  m' forment  deux 
divisions  homographiques;  donc  les  deux  droites  Cm,  Dm'  for- 
ment lieux  faisceaux  homographiques.  Ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

iî4G.  Deux  courbes  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d’inter- 
section des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques, 
peuvent  être  considérées  comme  deux  figures  homographiques  dans  • 
lesquelles  trois  points  quelconques  de  l’une  correspondront  respec- 
tivement à trois  points  de  l’autre. 

Soient  A,  B,  C (fig.  121)  les  trois  points  de  la  première  courbe 
qui  doivent  correspondre  aux  trois  points  A',  B',  C'  de  la  seconde. 
Prenons  les  points  A et  B pour  les  centres  de  deux  faisceaux 
homographiques  dont  les  rayons  homologues  se  coupent  sur  la 
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première  courbe;  AC  et  BC  seront  deux  rayons  homologues,  et  la 
relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  Am,  B m sera  de  la 
forme 


sin/nAR  . sin  m BA 

a . -+-  6 — 

sin  m AC  sin  m Ht. 


(««)• 


Soient  pareillement  A',  B'  les  centres  des  deux  faisceaux  relatifs 
à la  seconde  courbe;  A'C',  B'C'  seront  deux  rayons  homologues 
fixes,  et  la  relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A' ni', 
B'  m'  sera 

, sin/n'A'B'  sin  /«'B'  A' 

sin  m' A'  G ^ sin  m' B'  C' 


Le  point  m étant  pris  arbitrairement  sur  la  première  courbe , 
on  peut  déterminer  un  point  m'  de  la  seconde , par  les  relations 

sin  m AB , sinm'A'B'  sin  m B A ^.sinnt'B'A' 

sin  /«  AC  sin  /«'  A'C'  * sin  m BC  sin  m' B'C' 

Car  les  rapports  de  segments  qui  déterminent  ce  point  m'  satis- 
font à l’équation  de  la  seconde  courbe  , en  vertu  de  l’équation  de 
la  première.  Mais  ces  relations  établissent  que  les  deux  courbes 
sont  homographiques  (iJOA).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

SD.  Nous, verrons  ( BCO)  que  deux  figures  homographiques  peu- 
vent être  placées  de  manière  à être  la  perspective  l’une  de  l’autre; 
par  conséquent  : , 

Deux  courbes,  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d’intersection 
des  rayons  homologues  île  deux  faisceaux  homographiques,  peuvent 
être  placées  de  manière  à être  la  perspective  l’une  de  l'autre  ; 
trois  points  de  la  première  devant  correspondre  à trois  points  dési- 
gnés de  la  seconde. 

R47  bis.  — Les  rayons  menés  de  deux  points  fixes  d’un  cercle 
à un  troisième  point  de  la  circonférence  forment  deux  faisceaux 
homographiques , parce  que  les  angles  de  l’un  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  de  l’autre;  de  sorte  qu’un  cercle  est  une  des 
courbes  lieux  des  points  d’intersection  des  rayons  homologues  de 
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deux  faisceaux  homographiqucs.  Il  résulte  donc  du  théorème  pré- 

cédent  que  : 

La  courbe  lieu  des  points  il' intersection  des  rayons  homologues 
tic  deux  faisceaux  / tomographiques , peut  toujours  être  considérée 
comme  ta  section  plane  d’un  cône  a base  circulaire;  c'est-à-dire  iptc 
cette  courbe  est  une  section  conit/uc. 

Autre  démonstration.  — Concevons  une  droite  quelconque  L 
qui  ne  rencontre  pas  la  courbe;  et  soient  a,  a'  les  points  où  les 
deux  rayons  homologues  Am,  B m rencontrent  cette  droite.  Ces 
points  forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  sont  imaginaires , puisque  la  droite  ne  rencontre  pas  la 
courbe  '"542).  Donc  il  existe  deux  points  P et  P’  situés  de  part  et 
d’autre  de  la  droite , d’où  l’on  voit  tous  les  segments  , tels  que  aa' , 
sous  des  angles  égaux  (171).  Concevons  un  cercle  décrit  sur  PP' 
comme  diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à la  droite  L ; d’un 
point  quelconque  S de  ce  cercle , on  verra  les  segments  aa'  sous 
des  angles  égaux.  Que  l’œil  reste  placé  en  ce  point  et  que  l’on  fasse 
la  perspective  de  la  ligure  sur  un  plan  parallèle  au  plan  mené  par 
ce  point  et  la  droite  L;  les  deux  rayons  A a,  B«'  auront  pour 
perspective  deux  droites  parallèlcsaux  deux  S« , S a',  et , par  con- 
séquent, faisant  entre  elles  un  angle  de  grandeur  constante.  Donc 
ces  deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  per- 
spective des  deux  A,  B,  se  coupent  sur  un  cercle.  Donc,  la  perspec- 
tive de  la  courbe  en  question  est  un  cercle.  Ce  qui  démontre  le 
théorème. 

II.  Du  la  courbe  ei.volofqiu  d<  s droites  qui  joignent  dons  à deux  les  puiiils 
hoftiologucs  (le  deux  divisions  homographiqu'-*. 

iS’iU.  Quanti  deux  droites  L , I.'  sont  divisées  homographit/ue- 
ment  en  deux  séries  de  points  a,  b,  c, .. . et  a',  b',  c', ...  (fig.  1 22),  ta 
courbe  enveloppe  des  droites  aa',  bb',.. . , qui  joignent,  deux  à deux, 
les  points  homologues , est  tangente  aux  deux  droites  I„ , L'. 

Trouver  les  points  de  contact. 

Soit  A le  point  d’intersection  des  deux  droites  L,  L”;  considé- 
rons ce  point  comme  appartenant  à la  première  division  , son  ho- 
mologue A'  dans  la  seconde  division  sera  sur  la  droite  I.'  ; par  con- 
séquent cette  droite  I.'  ou  AA'  est  une  des  tangentes  à la  courbe. 
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Son  point  de  contact  est  le  point  A’.  En  effet,  si  le  point  a est 
pris  infiniment  voisin  de  A , le  point  «'  est  infiniment  voisin  de  A', 
et  la  droite  an  est  la  tangente  à la  courbe , infiniment  voisine  de 
la  tangente  L'.  I.e  point  n' , intersection  de  ces  deux  tangentes, 
est  le  point  de  contact  de  l’une  d’elles.  A la  limite  où  a coïncide 
avec  A,  a'  coïncide  avec  A'.  Donc  c’est  en  ce  point  A'  qu’a  lieu 
le  contact  de  la  droite  L'. 

i»A9.  Par  un  point  on  peut  mener , en  général , deux  tangentes, 
réelles  nu  imaginaites , « ta  Fourbe  enveloppe  îles  droites  qui  joi- 
gnent deux  à lieux  les  points  homologues  tir  deux  divisions  Iwrno - 
graphiques. 

Trouver  ces  deux  tangentes. 

Les  droites  menées  d’un  point  fixe  aux  deux  séries  de  points 
o,  b,  e,...  et  fl',  b',  e',...  des  deux  divisions,  forment  deux  fais- 
ceaux Immograpbiques,  dont  les  rayons  doubles  sont  deux  tan- 
gentes à la  courbe  ; car  chacun  de  ces  rayons  passe  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions;  ce  (|iii  est  la  propriété  des  tan- 
gentes à la  courbe. 

On  conclut  de  là  qu’on  ne  peut  mener  à la  courbe  , par  un  point 
donné,  que  deux  tangentes,  lesquelles  se  détermineront  comme 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  liomographiqucs.  Ces  layons, 
et  par  conséquent  les  deux  tangentes,  pourront  cire  imaginaires. 

Silo.  Puisque  par  un  point  donne  on  ne  peut  mener  que  deux 
tangentes,  réelles  on  imaginaires,  à la  courbe  enveloppe  des 
droites  qui  divisent  homographiquement  deux  droites  fixes,  on  en 
conclut  que  cette  courbe  est  de  deuxième  classe  (A91);  et  que  son 
équation  exprimée  dans  le  système  des  coordonnées  d'une  droite 
est  du  second  degré,  c’est-à-dire  qu’il  existe  une  équation  du 

i «A  b B „ 

second  degre  entre  les  rapports  des  segments  — et  io9) 

que  chaque  tangente  à la  courbe  fait  sur  deux  axes  fixes  SA,  SB; 
ou  bien  qu’il  existe  une  relation  homogène  du  second  degré  entre 
les  distances  de  chacune  des  tangentes  à la  courbe  à trois  points 
fixes  quelconques  S,  A,  B(A9ii). 

RtciPBOQur.siF.îfT  : L’ équation  générale  du  second  degré  entre 
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ii  ' i a \ bH 

les  deux  rapports  de  segments  — - » y—  faits  sur  deux  axes  fixes, 

i7  u u S 

représente  une  courbe  dont  toutes  les  tangentes  forment,  sur  deux 
tangentes  fixes , deux  divisions  homographiques. 

Car  trois  tangentes  et  les  deux  tangentes  fixes  déterminent  une 
courbe  enveloppe  de  toutes  les  droites  qui  divisent  harmonique- 
ment ces  deux  tangentes  fixes.  Cette  courbe  aura  une  équation  du 
second  degré  ( iS î>0)  ; donc  on  aura  deux  courbes  représentées  l’une 
et  l’autre  par  une  équation  du  second  degré  et  ayant  cinq  tan- 
gentes communes.  Donc  les  deux  courbes  coïncident,  parce  que 
deux  courbes  de  seconde  classe  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre 
tangentes  communes.  Donc,  etc. 

Observation.  — Si  au  rapport  de  segments  on  substitue  pour 
conrrtonnées  d’une  droite  les  rapports  des  distances  de  cette  droite 
à trois  points  fixes  ( 49ii),  on  en  conclut  que  les  droites  qui  divisent 
Iwinogrnpliiquemcnt  deux  droites  fixes,  jouissent  de  la  propriété, 
que  les  distances  de  chacune  de  ces  droites  à trois  points  fixes  ont 
entre  elles  une  relation  homogène  du  second  degré. 

KSI.  Im  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  ho- 
mologues de  deux  divisions  homographiques,  jouit  de  la  propriété , 
que  deux  quelconques  de  ses  tangentes  sont  divisées  homngraphi- 
quement  par  toutes  les  autres. 

Cela  se  conclut  sans  difficulté  du  théorème  (413)  relatif  à six 
droites,  dont  quatre  divisent  homographiquement  les  deux  autres. 

S5U.  Il  suit  de  là  que  : La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joi- 
gnent deux  à deux  les  points  homologues  de  deux  divisions  homo- 
graphiques, peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d’une  droite 
mobile  qui , dans  chacune  de  ses  positions , détermine  sur  quatre 
droites  fixes , quatre  points  ayant  un  rapport  enharmonique  con- 
stant. 

Recifboouement  : La  courbe  enveloppe  d’une  droite  mobile  qui , 
dans  chacune  de  scs  positions , rencontre  quatre  droites  fixes  en 
quatre  points  ayant  un  rapport  anharmonique  constant,  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  d’une  série  de  droites  qui  divisent 
homographiquement  deux  droites  fixes. 

Soient  quatre  droites  fixes  A , B,  C,  D ( fig.  i ?.3)  rencontrées 
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par  une  einf|uième  M en  quatre  points  a,  b,  c,  d.  Que  ilu  point 
d’intersection  O des  deux  droites  A , B,  on  mène  les  deux  Oc,  Orf; 
les  quatre  droites  A,  R , Oc,  O d auront  leur  rapport  anharmo- 
nique  constant,  quelle  que  soit  la  droite  M , parce  que  ce  rapport 
est  égal  à celui  des  quatre  points  a , b , c , d , lequel  est  constant, 
par  hypothèse;  on  aura  donc 

sin  «Oc  sin  bOc 
sin  «Or/  sin  é Or/ 


ou 


sin  «Oc  sin  «0</ 

sin  b Oc  sin  é Or/ 


ce  qui  prouve  que  les  deux  rayons  Oc,  Oc/ forment  deux  fais- 
ceaux homographiques  {t45j.  Par  conséquent,  les  deux  points  c,  d 
forment  sur  les  deux  droites  fixes  C,  D deux  divisions  homogra- 
phiques. Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

8113.  Deux  courbes  dont  chacune  est  l'enveloppe  des  droites  qui 
joignent  tes  peints  homologues  de  deux  divisions  homographiques , 
peuvent  être  considérées  comme  deux  figures  homographiques , 
dans  lesquelles  trois  tangentes  quelconques  de  l’une  correspondent 
à trois  tangentes  désignées  dans  f autre . 

En  effet,  soient  AB,  BC,  CA  les  trois  tangentes  de  la  première 
courbe,  et  A'B',  B'C',  C'A'  celles  de  la  seconde  courbe  qui  doi- 
vent leur  correspondre.  Une  quatrième  tangente  M à la  première 
courbe  rencontrera  les  deux  AC,  BC  en  deux  points»,  b qui  for- 
meront deux  divisions  homographiques,  exprimées  par  la  relation 


a 


«C 

«A 


(125:. 


On  aura  de  même,  pour  la  seconde  courbe,  une  équation 


«'C' 

«'A' 


Les  deux  tangentes  ab,  a' b1  aux  deux  courbes  respectivement, 
peuvent  être  liées  par  les  relations 


«C  _ , «'C' 
a A «'A' 


fi' 


b’C 
b'  B': 
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car,  en  vertu  de  l’équation  de'la  première  courbe  , les  valeurs  des 

a'C  b'C  . . . ■ . ...  v„. 

rapports  < -,  — , données  par  ces  équations , satisfont  a 1 équa- 
tion de  la  seconde.  Or  res  relations  établissent  que  les  deux  droites 
al>,  a' b'  enveloppent  deux  courbes  homograpliiques  dans  les- 
quelles les  trois  droites  A' R1 , B'C',  C'A'  de  la  seconde  corres- 
pondent aux  trois  AB,  BC,  CA  de  la  première  (UOI).  Le  théorème 
est  donc  démontre. 

5.14.  Deux  figures  homographiques  peuvent  être  placées  de 
manière  à être  la  perspective  l’une  de  l’autre  (869).  Donc 

lieux  courbes  dont  chacune  est  l'enveloppe  des  droites  qui  joi- 
gnent tes  points  homologues  de  deux  divisions  /tomographiques  peu- 
vent toujours  être  considérées  comme  étant  lu  perspective  l'une  de 
l'autre , de  manière  que  trois  tangentes  de  la  première  correspon- 
dent respectivement  à trois  tangentes  désignées  de  la  sccontle. 

853.  I.cs  tangentes  à un  cercle  forment  sur  deux  tangentes 
fixes  deux  divisions  honiographiqucs  (*).  On  conclut  donc,  du 
théorème  précédent , celui-ci  : 

La  courbe  enveloppe  des  t/roites  qui  joignent  les  points  homo- 
logues de  deux  divisions  /tomographiques  peut  cire  placée  sur  un 
cône  a base  circulaire , et  est , par  conséquent , une  section  conique. 

Autre  démonstration . — Soient  a,  b,  c, . . . et  a',  b',  c', . . . 

( fig.  124)  points  des  deux  divisions  formées  sur  deux  droites 
L,  L'.  Deux  droites  telles  que  a b'  et  a' b se  coupent  en  un  point 
dont  le  lieu  est  une  ligne  droite  A («08),  et  les  points  où  cette 
droite  rencontre  les  deux  L , L'  sont  précisément  les  points  de  con- 
tact de  ces  deux  droites  avec  la  courbe  (840).  La  droite  A ren- 
contre la  courbe  en  ces  deux  points;  de  sorte  qu’une  partie  de 
cette  droite  est  au  dehors  de  la  courbe  et  l’autre  dans  son  inté- 
rieur. Prenons  sur  cette  droite  un  point  O dans  l’intérieur  de  la 
courbe,  de  manière  que  les  tangentes  que  l’on  voudrait  mener  par 
ce  point  soient  imaginaires. 

Cela  posé,  les  droites  tnenees  du  point  O aux  deux  séries  de 


(*)  Celte,  propriété  .lu  cercle  sera  démontrée  Jans  la  l\p  seelion, 
cbrtp  xxvii  , Ç *i 
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points  a,  b,  c,. . . et  a',  b',  </,  . . forment  deux  faisceaux  (to- 
mographiques, et  ces  deux  faisceaux  sont  en  involution,  parce 
«pie,  si  l’on  considère  le  rayon  Oo  «lu  premier,  qui  a pour  homo- 
logue dans  le  second  0 comme  appartenant  au  second  faisceau 
et  étant  O b',  son  homologue  0 b , dans  le  premier  faisceau  , coïn- 
cide avec  On';  ce  qui  suffit  pour  que  les  «leux  faisceaux  soient 
en  involution  (4153).  Par  consé«pient , les  intersections  des  deux 
faisceaux  par  une  même  transversale  seront  deux  divisions  [to- 
mographiques en  involution.  Supposons  que  cette  transversale 
passe  par  le  point  A intersection  des  deux  droites  L,  L',  et  par 
le  point  h intersection  des  deux  droites  an',  bb'\  et  soient  7,  y'  les 
points  oit  elle  rencontre  deux  rayons  homologues  Oc,  Oc'  des 
deux  faisceaux.  Ce  s«>nt  ces  deux  points  7,  7' «pii  forment  deux 
divisions  en  involution;  et  ces  deux  divisions  ont  leurs  points 
doubles  imaginaires,  parce  «pie  les  «leux  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux,  «pii  seraient  les  deux  tangentes  à la  courbe,  issues  du 
point  O (349),  sont,  par  hypothèse,  iinaginair«?s. 

Donc  il  existe  deux  points  P,  P',  situés  de  part  et  d’autre  «le  la 
transversale,  de  chacun  desquels  on  voit  chaque  segment  yy  sous 
un  angle  droit  (20-5).  Que  sur  PP',  comme  diamètre,  on  décrive  une 
circonférence  de  cercle  «lans  un  plan  perpendiculaire  à la  transver- 
sale, et  qu’en  prenant  pour  lieu  de  l’œil  un  point  S de  cette  cir- 
conférence on  fasse  la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  mené  par  le  point  S et  la  transversale , on  aura  en  per- 
spective une  courbe  (J! g.  1 0.5)  inscrite  dans  un  losange  (parallélo- 
gramme à diagonales  rectangulaires) , d«>nt  toutes  les  tangentes  ce' 
seront  vues,  du  point  de  croisement  des  deux  diagonales,  sons 
des  angles  droits.  Or  on  sait  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Donc 
la  perspective  de  notre  courbe  est  un  cercle;  ce  «pii  démontre  le 
théorème.  Donc,  etc. 

«îiiC.  Il  résulte  des  propositions  (1547  bis  et  888)  que  la  courbe 
lieu  des  points  d’intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques , et  la  courbe  enveloppe  des  droites 
«pii  joignent  deux  à deux  les  points  homologues  «le  deux  divisions 
homographiques,  sont  identiipies,  puisque  ces  deux  courbes  sont 
l’une  et  l’autre  d«-s  sections  du  cône  à base  circulaire,  c’est-à-dire 
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îles  sections  conii/itcs.  Nous  aurions  peu  île  mots  à ajouter  pour 
prouver  que,  réciproquement , toute  section  conique  peut  être 
considérée  comme  étant  tout  à la  fois  le  lieu  des  points  d’inter- 
section des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  hontographi- 
ques,  et  l'enveloppe  des  droites  qui  divisent  homographiquement 
deux  droites  lixes.  Mais  nous  voulons  éviter  d’anticiper  ici  sur  la 
théorie  des  sections  coniques,  qui  doit  faire  le  sujet  d’une  étude 
spéciale  : par  cette  raispn  , nous  passons  sous  silence  diverses  pro- 
priétés générales  de  ces  courbes,  telles  que  celles  de  l’hexagone 
inscrit  ou  circonscrit,  et  toute  la  théorie  des  pôles,  qui  se  pré- 
senteraient ici  d'elles-mémes , comme  conséquences  naturelles  et 
immédiates  de  nos  théories  du  rapport  anharmonique  et  de  l'ho- 
mographie,, soit  de  deux  séries  de  points , soit  de  deux  faisceaux. 

lit.  Propriétés  relative»  à lieux  figures  humoQraphiqu.  s 

i>H7 . Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  ! tomographi- 
ques , toutes  1rs  droites  de  l'une  (pii  pussent  par  un  même  point 
rencontrent  respectivement  les  droites  homologues  dans  l’autre 
figure,  en  des  points  situés  sur  une  conique. 

Car  ces  droites  des  deux  figures  forment  deux  faisceaux  (tomo- 
graphiques (309)  : donc  elles  se  rencontrent  deux  à deux  sur  une 
conique  (347  bis). 

838.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  /tomographi- 
ques , si  t on  joint  un  à un,  respectivement , pur  tics  droites,  des 
points  de  la  première  situés  en  ligne  droite , aux  points  homologues 
de  la  seconde , toutes  ces  droites  envelopperont  une  conique. 

Car  les  points  de  la  première  figure  étant  en  ligne  droite  , leurs 
homologues  sont  sur  une  seconde  droite , et  les  deux  droites  sont 
divisées  homographiquement.  Donc  (333),  etc. 

389.  Dans  deux  figures  /tomographiques  placées  d une  manière 
quelconque,  les  points  de  ta  première  qui  satis  font  à la  condition 
que  les  tlroites  qui  les  joignent  à leurs  homologues  respectifs,  dans 
ta  seconde  figure  , liassent  toutes  par  un  même  point  donné,  sont 
sitiu's  sur  une  section  conique. 

La  courbe  lieu  des  points  en  question  ne  peut  être  rencontrée 
par  une  droite. I.  qu'en  deux  points,  parce  que  celle  droite  étant 
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considérée  comme  appartenant  à la  première  ligure,  les  droites 
qui  joindront  ses  differents  points  à leurs  homologues  respectifs 
envelopperont  une  conique  (858)  à laquelle  on  tic  pourra  mener 
que  deux  tangentes  par  le  point  donne;  de  sorte  qu’il  n’existe  sur 
la  droite  L que  deux  points  qui,  étant  joints  A leurs  homo- 
logues, donnent  deux  droites  passant  pat  le  point  donne.  Par 
conséquent,  cette  droite  ne  rencontre  la  courbe  en  question  qu'en 
deux  points,  réels  ou  imaginaires;  par  suite,  cette  courbe  est  du 
second  degré;  c’est  donc  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiqueS’(845),  ou  enfin 
une  conique  (847  bis).  c.  q.  t.  u.- 

«60.  Dans  deux  figures  /tomographiques  , les  limites  de  ta  pre-  ■ 
mière  figure  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rencontrer  leurs  ho- 
mologues respectives  en  des  points  situés  sur  une  droite  fixe  donnée , 
sont  toutes  tangentes  à une  meme  section  conique. 

La  courbe  enveloppe  des  droites  en  question  n’admet  que  deux 
tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  issues  d’un  même  point.  En 
effet , les  droites  de  la  première  figure , issues  d’un  même  point  0 , 
rencontrent  leurs  homologues  respectives  en  des  points  situés  sur 
une  conique  qui  ne  rencontre  la  droite  donnée  L qu’en  deux 
points;  il  n’existe  donc  que  deux  droites  de  la  première  figure  pas- 
sant par  le  point  O,  qui  rencontrent  leurs  homologues  respectives 
sur  la  droite  L;  conséquemment  la  courbe  en  question  n’a  que 
deux  tangentes  issues  du  point  O.  Il  s'ensuit  que  cette  courbe  est 
de  seconde  classe,  et,  par  conséquent,  l’enveloppe  des  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  (380),  c’est-à-dire  une  conique  (358).  e.  q.  r.  d. 

•ICI.  Deux  figures  /tomographiques  étant  placées  if  une  ma- 
nière quelconque il  existe,  en  général , trois  points  qui , consi- 
dérés comme  appartenant  à la  première  figure , sont  eux-mêmes 
leurs  homologues  dans  ta  seconde. 

Deux  de  ccs  trois  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le  troi- 
sième est  toujours  réel. 

En  effet,  considérons  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  ho- 
mologues autour  de  deux  points  0 , O'.  Leurs  rayons  homologues 
se  couperont  en  des  points  situés  sur  une  conique  passant  par  les 

a.6. 
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deux  points  O,  O'  (1841  et  1147  bis  -,  et  celte  courbe  passera  évi- 
demment par  tout  point  A où  coïncideront  deux  points  homologues 
des  deux  figures;  car  les  deux  droites  OA,  O'A  seront  deux  rayons 
homologues  des  deux  faisceaux. 

Considérons  deux  autres  faisceaux  homologues  autour  des  deux 
points  P,  P';  les  rayons  homologues  se  couperont  encore  sur  une 
conique  qui  passera  par  les  points  tels  que  A.  Cette  conique  et  la 
première  sc  couperont , en  général , en  quatre  points,  dont  l’un 
est  le  point  d’intersection  des  deux  droites  OP  et  O' P'  qui  sont 
deux  rayons  homologues  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  fais- 
ceaux homologues.  Chacun  des  trois  autres  points  d’intersection 
des  deux  coniques  jouit  de  la  propriété  d’être  le  lieu  de  coïnci- 
dence de  deux  points  homologues  des  deux  figures;  car  soit  « un 
de  ces  points  d’intersection  ries  droites  O <>> , des  deux  figures, 
respectivement,  sont  homologues,  parce  qu’elles  se  coupent  sur  la 
première  conique;  et  pareillement,  les  deux  droites  Pu,  P'&>  sont 
aussi  homologues,  parce  qu’elles  se  coupent  sur  la  seconde  conique. 
Par  conséquent , le  point  « , considéré  comme  intersection  des  deux 
droites  Ou,  Pw  de  la  première  figure,  a pour  homologue  le  point  w 
lui-même,  considéré  comme  l’intersection  des  deux  droites  homo- 
logues O'm  , P'w  dans  la  seconde  figure.  Ainsi  il  est  démontré  qu’il 
existe,  en  général,  trois  points  jouissant  de  la  propriété  en  ques- 
tion, et  qu’il  n’en  existe  pas  un  quatrième.  Or  quand  deux  coniques 
sc  coupent  en  un  point,  elles  ont  nécessairement  un  second  point 
d'intersection  réel;  donc  l’un  des  trois  points  en  question  est  tou- 
jours réel;  les  deux  autres  pouvant  être  imaginaires.  l e thé'orème 
est  donc  démontré. 

18(82.  Dans  deux  figures  homographiques  il  existe,  en  général , 
trois  droites  qui,  considérées  comme  appartenant  ri  ta  première 
figure,  sont  elles-mêmes  leurs  homologues  dans  ta  seconde  figure. 

Peux  de  ers  droites  peuvent  être  imaginaires , mais  la  troisième 
est  toujours  récite. 

En  effet,  prenons  deux  droites  homologues  L , I,';  les  droites 
qui  joignent  deux  à deux  leurs  points  homologues  cnvelop|>cnt 
une  conique  . l»18i»  ).  Cette  courbe  est  tangente  à toute  droite  D sui- 
vant laquelle  coïncideront  deux  droites  homologues  ; car  il  est  clair 
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que  celle  droile  I)  l'encontre  les  deux  L,  L'  en  deux  points  homo- 
logues, ce  qui  prouve  qu’elle  est  une  des  tangentes  à la  conique. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  M , M';  les  droites 
qui  joignent  leurs  points  homologues  enveloppent  une  seconde  co- 
nique. Ces  deux  courbes  ont  pour  tangente  commune  la  droite  qui 
joint  le  point  d’intersection  des  deux  droites  L,  M au  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  L',  M',  car  ces  deux  points  sont  deux 
points  homologues  sur  L et  L',  de  même  que  sur  M et  M'.  Les  deux 
courbes  ont  trois  autres  tangentes  communes,  dont  deux  peuvent 
être  imaginaires,  mais  dont  la  troisième  est  toujours  réelle.  Cha- 
cune de  ces  tangentes  étant  considérée  comme  appartenant  à la  pre 
mière  figure,  est  elle-même  son  homologue  dans  la  seconde  ligure  ; 
car  les  deux  points  où  une  de  ces  tangentes  rencontre  les  deux 
droites  L,  M sont  les  homologues  des  deux  points  où  cette  même 
tangente  rencontre  les  deux  droites  L',  M’.  Par  conséquent,  le 
théorème  est  démontré. 

Remarque.  — Il  est  clair  que  quand  il  existe  trois  points  qui, 
considérés  comme  appartenant  à la  première  figure,  sont  eux- 
mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde  (iS6t),  les  trois  droites 
qui  joignent  ces  points  deux  à deux , étant  considérées  connue  ap  - 
partenant à la  première  figure,  sont  elles-mêmes  leurs  homologues 
dans  la  seconde. 

Et  quand  deux  des  trois  jKiints  sont  imaginaires , deux  des 
trois  droites  sont  aussi  imaginaires;  c’est-à-dire  que,  quanti  il 
n’existe  qu’un  des  trois  points  , il  n’existe  aussi  qu’une  des  trois 
droites.  Nous  verrons  plus  tard  (dans  la  Théorie  des  sections  co- 
niques) que  cette  droite  est  celle  sur  laquelle  se  trouvent  les  deux 
points  imaginaires. 

IV.  O à l'on  démontre  que  deux  ligurps  hnmo|jraphiquct  quelconques 
peuvent  être  pincée*  de  manière  à être  hninqtogique» , ou  perspectives 
l’une  «le  l'antre. 

<565.  Quand  dans  deux  figures  hninngraphiipics,  trais  points  de 
la  première  situes  sur  une  meme  droite  roïncident  avec  leurs  homo- 
logues respecti  fs  , il  en  est  de  meme  de  tous  les  autres  points  île 
celte  droite , et  les  deux  figures  sont  homologrqites 

Soient  fl,  b,  r les  trois  points  de  la  première  ligote,  situes  sur 
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une  même  droite  X,  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  respec- 
tifs a',  b',  c' . Il  est  évident  qu’un  quatrième  point  quelconque  d 
pris  sur  la  même  droite , coïncide  avec  son  homologue  <l' , puisque 
les  deux  séries  de  quatre  points  ont  le  même  rapport  anharmo- 
nique  'S09). 

Il  résulte  de  là  que  deux  droites  homologues  quelconques  dans 
les  deux  figures  se  rencontrent  sur  la  droite  X.  Par  conséquent , 
pour  que  les  deux  figures  soient  horaologiques,  il  suffit  que  les 
points  homologues  soient  deux  à deux  sur  îles  droites  concourantes 
en  un  meme  point  (i>18). 

Soient  a , a'  deux  points  homologues  ; la  droite  an'  rencontre 
l’axe  X en  un  point  ce  dans  lequel  coïncident  deux  points  homo- 
logues, comme  il  vient  d’être  dit.  Par  conséquent,  les  deux 
droites  n*  et  n'a  sont  deux  droites  homologues  coïncidentes. 
Soient  pareillement  b,  b'  deux  autres  points  homologues,  et  6 le 
point  où  la  droite  bb'  rencontre  l’axe  X ; les  deux  droites  G b , fi  b' 
sont  deux  droites  homologues  coïncidentes.  I.e  points,  intersec- 
tion des  deux  droites  un’,  bb’,  est  un  lieu  de  coïncidence  de  deux 
points  homologues  ; car,  comme  appartenant  à la  première  figure, 
il  est  l’intersection  des  deux  droites  a a,  AS,  et  considéré  comme 
appartenant  à la  seconde  figure,  il  est  l’intersection  des  deux 
droites  homologues  n'a,  b' fi.  Le  point  S jouissant  ainsi,  de  même 
que  chacun  des  points  de  la  droite  X,  de  la  propriété  d’être  un 
lieu  de  coïncidence  de  deux  points  homologues  des  deux  figures, 
il  s’ensuit  que  toute  droite  menée  par  ce  point,  dans  l’une  des 
deux  figures,  est  elle -même  son  homologue  dans  l’autre;  en  d’au- 
tres termes,  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  passe  par 
le  point  S.  Donc  les  deux  figures  sont  homologiques. 

Observation.  — Le  théorème  et  la  démonstration  s’appliquent 
au  cas  où  le  centre  d’homologie  S est  à l’infini. 

o(54.  Quand  deux  figurés  sont  hamologit/ucs , si  Van  fait  tourner 
l'une  d’elles  autour  de  l’axe  d'homologie,  de  manière  à faire  eoin- 
cider  île  nouveau  son  plan  arec  celui  de  Vautre  figure,  les  deux 
figures , dans  leur  nouvelle  position  relative , seront  encore  homolo- 
giaues,  mais  leur  centre  d'homo!ogie  sera  différent. 

Lola  résulte  évidemment  du  théorème  précédent. 
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;>((){ . Quand , dans  deux  figures  /tomographiques,  trois  droites  de 
la  première,  / Hissant  par  un  même  point , coïncident  arec  leurs  ho- 
mologues respectives,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres  droites 
menées  pur  ce  même,  point , et  les  deux  figures  sont  homologiques. 

Kn  effet , soient  SA  , SB,  SC  les  trois  droites  de  la  première  fi- 
gure passant  par  un  meme  point  S , qui  coïncident  avec  leurs  ho- 
mologue» SA',  SB',  SC'  dans  la  seconde  figure.  Une  quatrième 
droite  SD  coïncidera  évidemment  avec  son  homologue  SD',  puis- 
que les  deux  séries  de  quatre  droites  ont  le  même  rapport  anhar- 
tnonique  ( iiOO).  Ainsi  les  deux  figures  sont  telles,  que  leurs  points 
homologues  sont  deux  à deux  sur  des  droites  concourantes  toutes  au 
même  point  S.  Il  faut  faire  voir  que  leurs  droites  homologues  se 
coupent  deux  à deux  sur  une  même  droite  qui  sera  l’axe  d'homo- 
logie des  deux  figures. 

Soient  A,  A'  deux  droites  homologues,  a.  leur  point  d’intersec- 
tion. Ce  point , considéré  comme  appartenant  à la  première  droite , 
est  lui-même  son  homologue  sur  la  seconde,  puisque  deux  points 
homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  S. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  B,  B';  leur  point 
d’intersection  8,  considéré  comme  appartenant  à la  première,  est 
lui-même  son  homologue  sur  la  seconde.  Donc  la  droite  a8,  con- 
sidérée comme  appartenant  à -la  première  figure,  est  elle-même 
son  homologue  dans  la  seconde;  et,  puisque  deux  points  homo- 
logues sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le  point  S,  on  en  con- 
clut que  tous  les  points  de  la  droite  a?  sont  eux-mêmes  leurs  ho- 
mologues. Il  s’ensuit  que  deux  droites  homologues  quelconques 
rencontrent  cette  droite  a8  aux  mêmes  points.  Ce  qu’il  fallait  prou- 
ver. Donc,  etc. 

«60.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  l'on  fait  tourner 
l'une  d'elles  dans  son  plan,  autour  du  centre  d homologie,  après 
une  rotation  de  1 80  degrés  les  deux  figures  seront  encore  homolo- 
giques, mais  avec  un  axe  d'homologie  différent. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

367.  Deux  figures  homogrnphiqucs  de  construction  générale 
peuvent  toujours  être  placées  de  manière  a former  deux  figures  ho- 
mologir/ues. 
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Nous  «lisons  que  les  deux  figures  sont  de  construction  générale , 
pour  exclure  le  cas  où  elles  auraient  un  système  de  deux  droites 
homologues  coïncidentes  à l’infini,  comme  nous  l'avons  vu  (854). 
Ce  cas,  eu  ce  qui  concerne  la  question  actuelle,  sera  traité  plus 
loin  (875). 

Démonstration.  — Qu’on  détermine  dans  la  première  figure  la 
droite  I correspondante  à l'infini  de  la  seconde,  et  dans  la  seconde 
la  droite  J'  correspondante  à l’infini  de  la  première  (805).  Conce- 
vons que  les  deux  figures  soient  placées  de  manière  que  ces  deux 
droites  soient  parallèles. 

Un  point  quelconque  e de  ta  droite  I a son  homologue  dans 
la  seconde  figure  situé  à l’infini  ; par  conséquent,  toutes  les  droites 
passant  par  le  point  e ont  leurs  homologues  parallèles  entre  elles, 
et  l’on  peut  déterminer  leur  direction.  Que  l’on  mène  par  le  pointe, 
dans  la  première  figure,  nue  droite  E parallèle  à cette  direction; 
et  soit  E'  la  droite  correspondante  dans  la  seconde  figure.  Les  deux 
droites  E et  E'  sont  parallèles  entre  elles. 

Par  un  autre  point  y de  la  droite  I,  on  mènera  de  même  une 
autre  droite  F parallèle  à son  homologue  F'.  Soit  S le  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  E,  F,  et  S' celui  des  deux  droites  E', 
F';  on  placera  la  seconde  figure,  de  manière  que  les  deux  points 
S,  S'  coïncident,  ainsi  que  les  deux  droites  E,  E'  et  les  deux  F, 
F'.  Alors  les  deux  figures  seront  homologiques,  et  leur  centre 
d’homologie  sera  le  point  S. 

En  effet,  la  droite  menée  par  le  point  S parallèlement  aux  deux 
droites  I et  J',  considérée  comme  appartenant  à la  première  fi- 
gure, est  elle-même  son  homologue  dans  la  seconde  figure,  parce 
que  deux  points  homologues  coïncident  en  S,  et  que  le  point  situé 
à l’infini  sur  la  droite,  est  aussi  lui-même  la  réunion  de  deux 
points  homologues  dans  les  deux  figures  (505).  Mais  les  deux 
droites  homologues  E,  E'  coïncident,  et  de  même  les  deux  F,  F'. 
Donc,  d’après  le  théorème  (8(53),  les  deux  figures  sont  homolo- 
giques.  c.  q.  f.  n. 

Autrement  Après  avoir  déterminé  dans  les  deux  figures  les 
deux  droites  I et  que  I on  mène  par  deux  points  homologues 
n , n'  des  droites  parallèles  à ces  deux-là  respectivement,  lcs- 
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c|  licites  seront  homologues  (805),  et  qu'on  prenne  sur  ces  droites 
deux  points  homologues  b,  b'  Puis,  que  l’on  détermine  les  deux 
droites  homologues  a S,  a'  S'  qui  font  des  angles  égaux  avec  les  deux 
ab,  a' b'  respectivement ( 117);  et  sur  ces  deux  droites,  les  deux 

• , , „ ,,  , , aS  . . , , ab 

points  homologues  S,  S tels,  que  le  rapport  soit  égal  a —rj,  ( V 

Qu’on  superpose  les  deux  droites  a S , a' S'  en  faisant  coïncider 
les  points  S,  S',  les  deux  figures  seront  homologiques. 

Si  l’on  veut  déterminer  directement  dans  chaque  figure  la  posi- 
tion de  la  droite  qui  devient  l’axe  d'homologie , on  cherche  sur  les 
droites  a S,  a' S'  les  points  homologues  a,  a tels  , que  S a =r  S'a' 

! 127)  Ces  deux  points  appartiennent  aux  droites  cherchées. 

Ainsi  l’on  peut,  sans  déplacer  les  figures,  déterminer  dans  cha- 
cune le  point  et  la  droite  qui  deviennent  le  centre  et  l’axe  d'ho- 
mologie. 

808.  Remarque. — Ces  deux  droites  homologues  qui , superpo- 
sées, forment  l'axe  d’homologie,  sont  divisées,  par  leurs  points 
homologues,  en  parties  égales.  Ainsi  se  trouve  démontrée  cette 
proposition  énoncée  précédemment  (805)  savoir  que  : Dans  deux 
figures  /tomographiques  (r/e  construction  générale)  il  existe  toujours 
deux  droites  homologues  qui  sont  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues . 

Si  l’on  considère  les  deux  points  S,  S'  des  deux  figures  qui , su- 
perposées, forment  le  centre  d’homologie,  on  peut  dire  qu’(7  existe 
toujours  flans  les  deux  figures  deux  faisceaux  homologues  égaux 
et  superposables . 

869.  Deux  ligures  homographiques étant  rendues  homologiques, 
si  l’on  fait  tourner  l’une  d’elles  autour  de  l’axe  d’homologie , elles 
deviendront  en  perspective  (818  ).  Ainsi  : 

Deux  figures  homographiques  de  construction  générale  peuvent 
toujours  être  placées  de  manière  à être  la  perspective  I ’ une  de  l'autre. 


(*)  Soient  i cl  /'  les  points  on  les  deux  droites  a S , n'S'  rencontrent 
deux  ! et  J'  respectivement;  tes  deux  points  S,  S’  seront  vit  terminés  p,r 
deux  relations 


ai  a' J’ 

7s  '*■  iTs  “ 1 


(12-1'  et 


n S 
a’  S' 


ah 


a h' 


1rs 

le** 
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U70.  Mous  avons  vu  i]tic  deux  quadrilatères  dont  les  soinincts 
se  correspondent  deux  à deux,  peuvent  être  considérés  comme 
appartenant  à deux  ligures  (tomographiques  f ISOfi);  par  conséquent, 
le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  relativement  à deux  li- 
gures lioniograpliiques,  doit  s'entendre  de  deux  quadrilatères. 
Ainsi  : 

Deu x quadrilatères  quelconques  ( qui  nr  sont  pus  tous  deux  des 
parallélogrammes),  dont  les  sommets  se  correspondent  deux  à deux, 
peuvent  toujours  être  placés,  dans  leur  plan  commun,  de  manière  à 
être  homo/ogiqm  s;  c'est-à-dire,  de  manière  que  Ictus  sommets  soient 
deux  à lieux  sur  quatre  droites  concourantes  en  un  même  point,  et 
que  leurs  côtés  homologues  se  coupent  deux  à deux  en  quatre  points 
en  ligne  droite. 

Et  les  lieux  quadrilatères  peuvent  toujours  être  placés  de  ma- 
nière à être  la  perspective  l’un  de  l'autre. 

Mous  disons  que  les  deux  quadrilatères  ne  doivent  pas  être  tous 
deux  des  parallélogrammes,  parce  que  dans  ce  cas  ils  appartien- 
draient a deux  figures  lioroographiques  de  construction  particu- 
lière dont  il  va  être  question  ci-dessous. 

5571.  Puisque  deux  ligures  perspectives  l’une  tic  l’antre,  sont 
deux  figures  (tomographiques,  et  que  réciproquement  deux  figures 
lioniograpliiques  peuvent  être  mises  en  perspective,  on  en  conclut 
que  quand  on  fait  diverses  perspectives  A',  A",  etc.,  d’une  même 
figure  A,  sur  des  plans  différents  et  avec  des  positions  de  l’oeil  dif- 
ferentes, deux  quelconques  de  ces  figures  peuvent  être  placées  en 
perspective. 

V.  Figures  homogra|ihique,  dans  lesquelles  il  existe  tleuv  droites 
homologues  à l'infini. 

i>72.  Quand  les  droites  à l’infini,  dans  deux  figures  homogra- 
phiqaes , sont  homologues , par  chaque  point  de  l’une  des  deux 
figures,  on  peut  mener,  en  généra! , deux  droites  telles,  que  cha- 
cune d'elles  et  son  homologue  dans  l'autre  figure  seront  divisées 
en  parties  égaies  par  leurs  points  homologues. 

Ces  deux  droites  peuvent  être  imaginaires. 

En  effet,  prenons  deux  points  homologues  O,  O',  et  ronsidé- 
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rons  dans  la  première  figure  un  cerrle  ayant  le  point  O pour  centre. 
Aux  points  de  ce  cercle  correspondront,  dans  la  seconde  figure, 
les  points  d’une  ellipse.  Cette  ellipse  aura  deux  demi-diamètres 
O' a',  O'  b'  égaux  au  rayon  du  cercle.  On  cherchera  les  deux  points 
a , l>  du  cercle  correspondants  aux  deux  points  «',  b'  de  l’ellipse. 
Les  deux  droites  On , O'n'  satisferont  à la  condition  demandée, 
savoir,  d’être  divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues 
(iî5l>).  Il  en  est  de  même  des  deux  droites  Oh,  O' b'.  Ainsi,  le 
théorème  est  démontré. 

Il  est  clair  que  les  droites  menées  par  deux  points  homologues 
quelconques  P,  P'  parallèlement,  soit  aux  deux  On,  O *«',  res- 
pectivement, soit  aux  deux  O b,  O'  b',  seront  aussi  divisées  en  par- 
ties égalés  (t$58). 

Mais  il  faut  observer  que  les  deux  demi- diamètres  O'n',  O 'b' 
de  l’eilipse  peuvent  être  imaginaires,  et  alors  les  deux  systèmes  de 
droites  divisées  en  parties  égales  n’existent  pas. 

J575.  Etant  données  deux  figures  homographie/ lies  dans  les- 
e/uellrs  deux  droites  homologues  coïncident  à l’infini , placer  ers 
eleux  figures  île  manière  t/u’cllcs  soient  homologiques . 

Soient  O,  O'  deux  points  homologues,  on  cherchera  les  deux 
droites  On,  O b auxquelles  correspondent  deux  droites  O'n',  O 'b' 
telles,  que  les  deux  On,  O'n'  soient  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues,  ainsi  que  les  deux  O b,  O'  b' . On  fera  coïn- 
cider les  deux  droites  On,  O'n';  et,  dans  cette  position,  les  deux 
figures  satisferont  à la  question  ; c’est-à-dire  que  toutes  les  droites 
qui  joindront  les  points  de  la  première  à leurs  homologues  respec- 
tifs concourront  en  un  même  point,  lequel  sera  situé  à l’inlim. 
Cela  résulte  du  théorème  ( iî<>5 ). 

Si  l’on  veut  déterminer  à priori  la  direction  de  ces  droites  pa- 
rallèles, il  suffit  de  chercher  les  deux  droites  homologues  qui, 
menées  par  les  deux  points  O , O',  font  des  angles  égaux  avec  les 
deux  On,  O'n'  (147). 

Ce  que  nous  disons  des  deux  droites  On,  O'n'  doit  s’entendre 
des  deux  O b,  O'  b'  ; de  sorte  que  la  question  admet,  en  général, 
deux  solutions;  lesquelles  peuvent  être  imaginaires. 

K74.  Quand  deux  ligures  homologiques  ont  leur  centre  d’ho- 
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mologie  à l'infini,  si  l’on  fait  tourner  l’une  d’elles  autour  de  I axe 
d’homologie,  les  droites  qui  joignent  ses  points  aux  points  homo- 
logues de  la  figure  fixe  resteront  toutes  parallèles  entre  elles.  Car 
deux  droites  au’,  b b'  ( Jig . i ?.(>  ) qui  joignent  deux  points  de  la  pre- 
mière figure  à leurs  homologues  étant  parallèles,  les  deux  triangles 
aya',  byb'  ont  leurs  côtés  proportionnels,  et,  conséquemment, 
quand  la  droite  y a' b'  tourne  autour  de  l’axe  d’homologie  yX  et 
prend  la  position  y a"  b"  dans  l’espace,  les  deux  triangles  aya", 
byb"  sont  semblables,  et  leurs  côtés  un",  bb"  sont’ parallèles. 
Dans  cette  position,  les  deux  figures  sont  la  projection  l’une  de 
l’autre. 

878.  Quand  deux  figures  homographiques  ont  deux  droites 
homologues  à l’infini , un  parallélogramme  dans  l’une  a pour  ho- 
mologue un  parallélogramme  dans  l’autre  (834).  La  question  pré- 
cédente comprend  donc  la  solution  de  celle-ci  : 

Etant  donnés  deux  parallélogrammes , tes  placer  de  manière 
y uc  l'un  soit  la  projection  de  l'autre. 

Cela  pourra  n’être  pas  possible  (873);  mais  la  question  suivante 
sera  toujours  résoluble  : 

Étant  donnés  deux  parallélogrammes , en  projeter  un  sur  an 
plan , de  manière  yue  sa  projection  soit  semblable  à l’autre. 

Au  lieu  de  deux  parallélogrammes,  on  peut  rc  considérer  que 
les  deux  triangles  homologues  retranchés  par  deux  diagonales  cor- 
respondantes. Alors  on  résout  ce  problème: 

Etant  donnés  lieux  triangles,  en  projeter  un  de  manière  y ne 
sa  projection  soit  semblable  an  second. 
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CHAPITRE  XXVI. 


méoniK  u f. s figures  corrélatives. 


I . — Définition  cl  construction  fies  figures  corrélatives. 

I. 

570.  J'appelle  ligures  corrélatives  deux  figures  dans  les- 
quelles à des  points  de  l’une  correspondent  des  droites  dans 
l'autre,  de  manière  qu’à  des  points  en  ligne  droite,  cor- 
respondent des  droites  passant  par  un  même  point,  avec 
cette  condition,  que  le  rapport  anharinoniquc  de  quatre 
points  soi t égal  à celui  des  quatre  droites  correspondantes. 

Puisque,  à des  points  situés  en  ligne  droite  dans  la  pre- 
mière figure,  correspondent  des  droites  passant  par  un 
même  point  dans  la  seconde,  ce  point  correspond  à la 
droite,  lien  des  points  de  la  première  figure.  De  sorte  qu’on 
peut  dire  que  les  deux  figures  sont  telles,  qu'à  un  point  et 
à une  droite  dans  l'une,  correspondent,  respectivement, 
une  droite  et  un  point  dans  l’autre. 

577.  I.es  figures  supplémentaires  tracées  sur  la  sphère 
ont  des  relations  de  construction  analogues  à celles  des 
figures  corrélatives ; car  à un  point  de  l’une  correspond 
un  are  de  grand  cercle  dans  1 autre,  de  manière  qu’à  des 
points  situés  sur  un  are  de  grand  cercle  correspondent  des 
arcs  de  grands  cercles  passant  par  un  même  point;  et  le 
rapport  anliarinonique  de  quatre  de  ces  points  est  égal  à 
celui  des  quatre  arcs  de  grands  cercles  correspondants. 

Avec  ces  figures  sphériques  on  forme  immédiatement  des 
figures  planes  corrélât  des  ; car  il  suffit  de  faire  passer  par 
deux  figures  supplémentaires  deux  cônes  avant  pour  sommet 
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commun  le  centre  de  la  sphère;  les  sections  des  deux  cônes 
par  un  plan,  ou  par  deux  plans  différents,  sont,  évidem- 
ment, deux  figures  corrélatives. 

II.  Construction  des  figures  corrélatives. 

578.  Étant  pris  an  triangle  AI5C  ( fig.  1 27)  dans  le  plan 
d'une  figure,  si,  de  ses  deux  sommets  A , R,  on  mène  à 
chaque  point,  m de  la  figure  les  droites  Am,  Bm  qui  for- 
ment sur  les  côtés  opposés  les  deux  rapports  de  segments 

^-5  > puis,  que  l’on  détermine  sur  les  cotés  A C',  IV  C' 

d'un  second  triangle  quelconque  A'B'C',  deux  points  a',  b' 
formant  deux  rapports  de  segments  tels,  que  l’on  ait  les 
relations 

«A . a’C  èB  b'C 

«'A'’  Tc~  FïrB>’ 

X et  p étant  deux  constantes ,• 

La  droite  a'b'  appartiendra  à une  figure  corrélative  de 
la  proposée,  et  correspondra  , dans  cette  figure,  au  point 
m de  la  première. 

Démonstration.  — 11  s'agit  de  prouver,  i°  que  quand 
des  points  m sont  en  ligne  droite,  les  droites  correspon- 
dantes a’  b'  passent  par  un  meme  point;  a0  cpie  quand  des 
droites  passent  par  un  même  point,  dans  la  première 
ligure,  les  points  auxquels  elles  donnent  lieu,  dans  la  se- 
conde, sont  situés  en  ligue  droite;  3"  que  quatre  points  en 
ligne  droite,  dans  la  première  figure,  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à celui  des  quatre  droites  correspondantes; 
et  4°  enfin  , que  quatre  droites  passant  par  un  même  point 
dans  la  première  figure,  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à celui  des  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans 
la  seconde  figure. 

1”.  Quand  des  points  ni  sont  en  ligne  droite,  011  a. 
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entre  les  deux 
degré 


a C bC  , , . . 

rapports  — ■>  — > la  relation  (lu  premier 


a C 
« — 
a A 


b C 
bh~  ' 


On  a donc  entre  les  deux  rapports  et  77^-.  la  relation 

1 a A H) 


a n' A'  S è'B'  _ 

x a'ct  "*■  p Va  ~ ‘ ’ 

équation  qui  prouve  que  la  droite  n'  b'  passe  par  un  point 
fixe  (442). 

20.  Une  droite  L étant  donnée,  dans  la  première  figure, 
le  point  qui  lui  correspond  dans  la  seconde,  est  le  point 
par  lequel  passent  les  droites  correspondantes  aux  points 
de  la  droite  L. 

Donc  quand  plusieurs  droites  1,  passent  par  un  même 
point,  les  points  qui  leur  correspondent  se  trouvent  sur  une 
même  droite,  laquelle  est  la  droite  correspondante  à ce 
point. 

3".  Quand  quatre  points  m sont  en  ligne  droite,  leur 
rapport  anltarmonique  est  égal  à celui  des  quatre  droites 
qui  leur  correspondent.  En  effet , les  quatre  points  ni  étant 
en  ligne  droite , leur  rapport  anltarmonique  est  égal  à celui 
des  quatre  points  a ; or,  d’après  la  première  des  rela- 
tions ( 1 ) , celui-ci  est  égal  à celui  des  quatre  points  a 
mais  ce  dernier  est  égal  à celui  des  quatre  droites  n'  b ”,  puis- 
qu'elles passent  par  un  même  point.  Donc,  etc. 

4°.  Quatre  droites  L de  la  première  figure,  passant  par 
un  même  point , ont  leur  rapport  anltarmonique  égal  à celui 
«les  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde. 
En  effet,  les  quatre  droites  ont  l«;ur  rapport  anliarmouiquc 
égal  à celui  des  quatre  points  n où  elles  rencontrent  le  côté 
AU;  celui-ci  est  égal  à celui  des  quatre  points  lequel  est 
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égal  à celui  des  quatre  points  V qui  correspondent  aux 

quatre  droites.  Donc,  etc. 

Ainsi  la  proposition  est  démontrée  dans  toutes  ses  par- 
ties. 

Observations.  — Au  point  a de  la  première  ligure,  cor- 
respond, dans.la  seconde,  la  droite  [Va'.  Cela  résulte  des 
équations  (t)  ; car  si  le  point  ni  est  en  a sur  AC,  on  a 6C  = o, 
et,  par  conséquent,  i'B’=  o,  de  sorte  que  la  droite  a' b' 
passe  par  le  point  H'.  Pareillement,  au  point  />  correspond 
la  droite  A 'b'.  Par  conséquent , à la  droite  ab  correspond 
le  point  /'  intersection  des  deux  droites  I Va',  A ' b' . 

Il  s’ensuit  que,  aux  deux  droites  Ab,  B a correspondent 
les  deux  points  A' et  et  l’on  en  conclut  que,  aux  trois 
droites  AC,  BC  et  AB,  correspondent  les  trois  points  B', 
A'  et  C;;  et,  par  conséquent,  qu’aux  trois  points  A,  B,  C 
correspondent  les  trois  droites  B'C',  A' Ci',  A'B'. 

Puisque , à la  droite  ab  correspond  le  point  /',  nous  pou- 
vons dire  que  la  droite  qui,  dans  la  première  ligure,  cor- 
respond à un  point  de  la  seconde  , se  construit  par  les  équa- 
tions (i) , qu’on  peut  écrire 

a'  A'  (iC  b'  B'  b C 

n'  C.'  a A ' b'C  * b B 

C’est-â-dirc  que  la  droite  corrélative  d’un  point  se  con- 
struit par  des  formules  semblables,  et  avec  les  mêmes  coefli- 
cieuts,  dans  les  deux  figures. 

579.  A tous  les  points  situés  à l’infini,  dans  une  des 
deux  figures,  correspondent  des  droites  passant  toutes 
par  un  même  point.  — 

En  d autres  termes,  à l'infini,  dans  une.  figure,  corres- 
pond un  point  dans  l’autre  figure. 

En  elle!,  si  un  point  ni  est  à I infini,  les  deux  droites 
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Am , Bm  sont  parallèles , et  l’on  a 


et,  par  suite, 


nC 
a A 


AC 

AB  ' 


i 470,  7°); 


^ fl' A'  i_  b'  B'_ 
i a'C'^  fi  b'C 


4*7 


équation  qui  prouve  que  la  droite  a' b',  correspondante  au 
point  m situé  à l'infini,  passe  par  un  point  fixe  (442). 
Donc,  etc.  - 

580.  Aux  points  situés  sur  la  base  AB  dans  la  première 
figure,  correspondent  des  droites  passant  par  le  point  C', 
dans  la  seconde  figure.  Ainsi,  à un  point  g (/‘g-  128)  cor- 
respond une  droite  C'g';  et  réciproquement , au  point  g'  de 
la  seconde  figure , correspond  la  droite  C g dans  la  première. 
Il  existe  entre  les  deux  points  g , g!,  la  relation 

£^=_  A 
• 9 B f*  g'  A' 


En  effet,  à un  point  m situé  sur  la  droite  C g corres- 
pond une  droite  a' b'  qui  passe  par  le  point  g ',  puisque 
celui-ci  correspond  à la  droite  Cg. 

Les  trois  droites  qui  passent  par  le  point  m,  dans  le 
triangle  ABC,  donnçntïa  Relation' 


g A a C AB 

g B a A AC  1 


(587), 


qui  devient,  en  vertu  des  équations  (1) , 


gA  _i  «VA/  l/C  _ 
gB  ‘ la'C'  ‘ **  A'B'~ 


Mais  les  trois  points  g',  a\  b ' étant  en  ligne  droite,  on  a, 
dans  le  triangle  A' B'C', 


g'A'  fl'C'  A' B'  _ 
g' B'  «'A'  A'C' 


(582). 


*7 
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Donc 

£ A'  p 

ffBff'B'ï-  ’ pg'A'- 


C.  Q.  F.  D. 

581.  Les  deux  constantes  À et  ij.  seront  déterminées  si 
Ton  donne,  dans  la  seconde  figure,  la  droite  ou  le  point 
qui  doivent  correspondre  à un  point  ou  une  droite  de  la 
première  figure.  Cela  est  évident. 

11  s'ensuit  que  la  proposition  (578)  implique  le  mode  de 
construction  des  figures  corrélatives  dans  les  deux  cas  où 
l’on  donne,  dans  la  figure  que  l’ou  veut  former,  les  quatre 
points  qui  doivent  correspondre  à quatre  droites  de  la  pro- 
posée, ou  trois  points  et  une  droite  devant  correspondre  à 
trois  droites  et  à un  point  de  la  figure  proposée. 

* 4 

III.  Discussion  relative  aux  équations  (i)t 

582.  Le  mode  de  construction  précédent  des  figures  cor- 
rélatives repose  sur  la  considération  des  deux  triangles 
ABC,  A'B'C'qui  appartiennent,  respectivement, -aux deux 
figures,  et  dont  les  sommets  de  l’un  correspondent  aux 
côtés  de  l’autre.  On  prend  pour  les  sommets  de  l’un  des 
triangles  trois  points  quelconques  de  la  figure  à laquelle  il 
appartient.  On  peut  choisir  ces  points  de  manière  que, 
dans  chacun  des  deux  triangles,  un  sommet  ou  un  côté  soit 
à l’infini;  ce  qui  donne  lieu  à plusieurs  cas,  dans  lesquels 
un  ou  plusieurs  segments  disparaissent  des  équations. 

i°.  Si  le  point  C esf  à l’infini , les  équations  deviennent 


n \ — 


b B = p 


b’C 
b'  B'’ 


Mors  la  hase  A'IV  dans  la  seconde  figure  passe  par  le  point 
qui,  dans  cette  figure,  correspond  à l’infini  de  la  première. 

2°.  Le  point  C' correspond  à la  droite  AB  de  la  première 
figure;  si  cette  droite  passe  par  le  point  auquel  correspond 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DF.  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  419 
l’infini  de  la  seconde  figure,  le  point  C'  sera  à l’infini,  et 
les  équations  seront 


a A = 


3°.  Si  les  deux  points  A , 15  sont  à l'infini , les  équations 
deviennent 

- j_  n^C  j__  VC 
aC.a'A’’  bC  ^ b' b' 

Le  point  C'  est  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond 
à l'infini  de  la  première. 

4°.  Si  le  point  C est  lui-même  le  point  de  la  première 
figure  correspondant  à l’infini  de  la  seconde,  A' R'  sera  à 
1 infini,  et  les  équations  deviennent 


5°.  Le  point  C peut  être  à l’infini,  ainsi  qui-  la  base 
A' IV.  O11  a alors 

/jA  = X.o'C',  bb  = f>..b'C' . 

Ces  di  fié  rentes  formules  s’appliquent  à deux  figures  cor- 
rélatives quelconques. 

583.  Dans  les  équations  (1),  on  peut  remplacer  un 

rapport  de  deux  segments  par  un  rapport  de  sinus;  par 

. . «A  . sinnBA 

exemple,  le  rapport  — par  le  rapport  •>  comme 

nous  l’avons  vu  au  sujet  des  figures  honiograpliiques  (504). 
Il  s’ensuit  «pic  l’on  peut  supposer  la  droite  AC  à l’infini  ; 
et  de  même  de  15C  et  des  deux  droites  A (/,  R'C  de  la  se- 
conde figure. 

IV.  Cas  particulier. 

584.  Si  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à 
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l'iniini  de  la  première  est  lui-même  à l'infini,  on  peut 
prendre  ce  point  pour  le  sommet  C'  ( fig . iug)  ; la  base  AB 
du  premier  triangle  sera  à l’iniini , et  l’on  aura 

aC—'-a'k bC  — — b' B'. 

* f* 

Considérons  la  première  relation,  et  remplaçons-y  le  seg- 
ment aC  par  la  distance  du  point  m à l’axe  CB,  on  aura 

mp  — t.a'k'  ; 

ce  qui  exprime  que  : 

Quand  le  point  de  la  seconde  Jigure  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  première  est  lui-mém&à  l'infini,  si  l'on  prend 
dans  la  seconde  Jigure  un  axe  dirigé  vers  ce  point  à l'in- 
fini, et  sur  cet  axe  un  point  fixe  A',  puis , dans  la  pre- 
mière figure  la  droite  CB  correspondante  à ce  point  AJ 
Le  segment  A! a'  qu'une  droite  quelconque  de  la  seconde 
figure  J'ail  sur  l’axe,  à partir  du  point  AJ  est  à la  distance 
du  point  correspondant,  dans  la  première  figure,  à la 
droite  fixe  CB  correspondante  au  point  A1,  dans  une  rai- 
son constante. 

§11.  — Développements  relatifs  aux  piopriétés  métriques 
des  figures  corrélatives . — Nouvelle  définition  de  ces 
figures. 

I. 

585.  La  propriété  fondamentale,  de  laquelle  dérivent 
toutes  les  relations  métriques  de  deux  figures  corrélatives, 
est  celle  que  nous  avons  énoncée  dans  la  définition  de  ces 
figures,  savoir,  que  quatre  points  en  ligne  droite , dans 
une  figure,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui 
des  quatre  droites  corrélatives. 

11  résulte  de  là  que,  quand  des  points  sont  en  ligne  droite, 
dans  une  Jigure,  les  droites  qui  leur  correspondent  dans 
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Vautre Jigurc  rencontrent  cette  droite,  en  des  points  quifor- 
ment , avec  les  premiers,  deux  divisions  I tomographiques . 

586.  D’où  l’on  conclut  que  : 

Sur  une  droite,  il  y a,  en  général , deu  r points  ( réels  ou 
imaginaires ) tels,  que  leurs  droites  corrélatives  passent  par 
ces  points  eux-rnémes,  respectivement. 

Et,  par  un  point,  on  peut  mener,  en  général,  deux 
droites  ( réelles  ou  imaginaires ) passant  par  leurs  points 
corrélatifs  respectifs. 

587.  Considérons  quatre  points  en  ligue  droite  a,  b , 
c,  m dans  la  première  figure,  et  les  quatre  droites  corres- 
pondantes A,  B,  C,  M dans  la  seconde;  on  aura 

am  ac sin  (A,  M)  sin  ( A , C) 

bm  ' bc  sin  (B,  M)  ' sin(B,  C)’ 

OU. 

am  _ sin  (A,  M)  f ac  sin  (A,  CH 
bm  sin(B,M)  [_ifrc  ’ sin  ( B,  C)  j 

La  quantité  entre  parenthèses  est  constante,  quel  que  soil 
le  point  m;  écrivons  donc 

am  ^ sin  ( A , M ) 

bm  sin  (B,  M ) 

Si  1 on  conçoit  dans  la  première  figure  une  droite  passant 
par  le  point  m , le  poiut  corrélatif  dans  la  seconde  figure 

sera  sur  la  droite  M , et  S‘n  ^ sera  le  rapport  des  dis- 
sin  (B,  Mj  11 

lances  de  ce  point  aux  deux  droites  fixes  A , B.  L’équation 
exprime  donc  que  : 

Étant  pris  deux  points  fixes  a,  h dans  une  figure,  et 
les  deux  droites  correspondantes  A,  B dans  la  figure  cor- 
rélative. le  rapport  des  segments  faits  par  une  droite  quel- 
conque de  la  première  figure  sur  ah,  sera  au  rapport  des 
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distances  du  point  qui  correspond  à cette  droite,  aux  deux 
droites  A,  B,  dans  une  raison  constante. 

588.  Le  rapport  des  segments  faits  sur  ab  par  une  droite 
est  égal  au  rapport  des  distances  de  cette  droite  aux  deux 
points  a , b.  De  sorte  qu’on  peut  dire  que  : 

Étant  pris  deux  points  fixes  dans  une figure , et  les  deux 
droites  correspondantes  dans  la  figure  corrélative,  le  rap- 
port des  distances  d’une  droite  quelconque  de  la  première 
figure,  à ces  deux  points,  sera  au  rapport  des  distances  du 
point  correspondant  delà  seconde figure,  aux  deux  droites 
fixes,  dans  une  raison  constante. 

589.  Dans  ce  théorème , l’une  des  deux  droites  fixes  peut 
être  à l'infini , et  la  distance  d’uu  point  à cette  droite  dis- 
parait de  l’équation  comme  si  elle  devenait  égale  à l'unité, 
ainsi  que  nous  l’avons  vu  souvent.  Il  en  résulte  que  : 

Étant  données  deux  figures  corrélatives,  la  distance 
d’un  point  quelconque  de  l'une  à une  droite  fixe,  est  au 
rapport  des  distances  de  la  droite  correspondante  dans 
l’autre,  aux  deux  points  fixes  dont  l’un  correspond  à la 
droite  fixe,  et  l'autre  à l’infini  delà  première  figure,  dans 
une  raison  constante . 

590.  Dans  le  théorème  (588),  on  peut  supposer  le  point  b 
à l’infini , le  segment  bm  disparaitra , et  le  premier  membre 
de  l’équation  sera  simplement  am.  Donc  : 

Quand  deux  figures  sont  corrélatives , le  segment  qu’une 
droite  quelconque  de  ta  première  fait  sur  un  axe  à partir 
d’un  point  fixe,  est  au  rapport  des  distances  du  point 
qui  correspond  à cette  droite  dans  la  seconde  figure,  aux 
deux  droites  correspondantes  au  point  fixe  et  au  point 
situé  à l'infini  sur  l'axe  de  la  première  figure , dans  une 
raison  constante. 

591.  On  peut  prendre  pour  le  point  fixe  de  la  première 
figure  le  point  qui  correspond  à l’infini  de  la  seconde,  la 
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distance  d’un  point  «le  la  seconde  figure  à cette  droite  située 
à l'infini  disparait  de  l’équation,  et  l’on  a ce  théorème  : 

Dans  deux  figures  corrélatives,  étant  pris  le  point  I de 
la  première  qui  correspond  à l’infini  de  la  seconde,  et 
étant  mené  par  ce  point  un  axe  fixe,  puis  étant  pris,  dans 
la  seconde,  la  droite  qui  correspond  au  point  de  la  pre- 
mière situé  à l’infini  sur  cet  are,  te  segment  qu’une  droite 
quelconque  de  la  première  figure  Jera  sur  l'axe  fixe  à 
partir  du  point  I,  sera  à la  valeur  inverse  de  la  distance 
du  point,  correspondant  , dans  la  seconde  Jigure , à la 
droite  fixe  correspondante  il  l’infini  fie  l'axe  Jixe , dans 
une  raison  constante. 

II.  Nouvelle  définition  des  figures  corrélatives. 

592.  D’après  le  théorème  (588  ) , ou  peut  donner  celle 
définition  des  figures  corrélatives  : 

L’on  appelle figures  corrélatives,  deux  Jigures  telles,  que, 
aux  points  de  l’une  correspondent  des  droites  dans  l’au- 
tre, de  manière  que  les  rapports  ries  distances  de  chaque 
point  de  la  première  figure,  à trois  droites  fixes,  soient 
aux  rapports  des  distances  de  la  droite  correspondante,  à 
trois  points  fixes,  dans  des  raisons  constantes. 

Cette  définition  , qui  a toute  la  précision  mathématique 
désirable,  puisqu’elle  n implique  aucune  condition  super- 
flue, se  prête  néanmoins  sans  grande  difficulté  à la  démons- 
tration des  équations  (1)  et  des  diverses  propriétés  des  figures 
corrélatives. 

593.  Observation.  — On  peut  prendre  l une  des  deux 
droites  fixes  de  la  seconde  figure  à 1 infini  ; la  distance  d’un 
point  à cette  droite  disparaîtra  des  relations  entre  les  deux 
figures,  comme  si  cette  distance  était  devenue  égale  à l’unité. 

De  même,  on  peut  supposer  que  l'un  ou  deux  des  trois 
points  fixes  dans  la  première  figure  soient  à l'infini  dans 
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des  directions  données.  Alors  on  substituera  au  rapport  des 
distances  d’une  droite  à deux  points  le  rapport  des  segments 
que  cette  droite  fait  sur  celle  qui  joint  ces  deux  points,  et 
si  l’un  de  ces  points  est  à l'infini,  le  segment  qui  s’y  rap- 
porte disparaîtra  de  l’équation  comme  s’il  était  devenu  égal 
à l’unité. 

Ainsi,  par  exemple  : Si  les  distances  d’un  point  à deux 
axes  fixes  sont  proportionnelles,  respectivement , aux  seg- 
ments faits  par  une  droite  sur  deux  autres  axes  fixes  quel- 
conques, à partir  de  leur  point  de  rencontre,  le  point  et 
la  droite  appartiendront  à deux  figures  corrélatives. 

§ III.  — Expression  analytique  des  figures  corrélatives . 

I.  Équation  de  la  droite  correspondante  à un  point  donné. 

594.  Etant  données  les  coordonnées  d’un  point  d’une 
figure,  nous  nous  proposons  de  trouver  1 équation  de  la 
droite  qui  correspond  à ce  point  dans  une  figure  corréla- 
tive. Pour  cela,  nous  nous  servirons  des  relations  établies 
par  le  théorème  (588)  concernant  les  distances  d'un  point 
quelconque  à deux  axes  fixes,  et  celles  de  la  droite  corréla- 
tive aux  deux  points  correspondants  à ces  axes. 

Soient 

ax  + b y +i=o, 
a'  x + b'  y +i  = o, 
a"  x + b"  y + i = o, 

les  équations  de  trois  droites  fixes  dans  la  première  figure, 
et  x,  y les  coordonnées  d’un  point  m de  cette  Ggure.  Les 
rapports  des  distances  de  ce  point  aux  trois  droites  sont 

ax  + by  + i a'x  + b' y + i 

É a" x + b" y + i ’ ^ a" x + b" y + i ’ 

c et  q étant  des  constantes  indépendantes  des  coordonnées 
du  point  ni. 
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Soient  X',  Y';  X",  Y";  et  Xw,  Y'"- les  coordonnées  des  trois 
points  fixes  qui , dans  la  seconde  figure,  correspondent  aux 
trois  droites  de  la  première,  ces  coordonnées  se  rapportant  à 
deux  axes  quelconques  qui  peuvent  être  différents  des  deux 
axes  coordonnés  de  la  première  figure,  ou  les  mêmes  ; et  soit 

AX  + BY  -H  1 = o 

l’équation  de  la  droite  correspondante,  dans  la  seconde 
figure,  au  point  m de  la  première.  Il  s'agit  de  déterminer 
les  paramètres  A et  B,  pour  que  cette  droite  enveloppe  une 
figure  corrélative  à la  proposée. 

Les  rapports  des  distances  de  cette  droite  aux  trois  points 
fixes  sont 

AX'  + BY'+i  AX"+  BY"+  l 
AX"-+-  BY"-t-  i ’ Ÿ‘  rX*+  BY"+  i ’ 

On  a donc  (588) 

«u  + tr  + i AX'-4  BY'-t-  i 
tïx-hby  -+-  I — 1 AX"'-t-  BY"'+  i ’ 

a'x  -+-  b' y -+-  i _ AX"4-  BY"-(-  i 

a"x  + b" y -+-  i “ ^ AX'"+  BY"'-t-  i ’ 


X et  [x  étant  deux  constantes  déterminées. 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  les  valeurs  de  A et  B, 
et  on  les  substituera  dans  l’équation  de  la  droite.  Ces  va- 
leurs sont  de  la  forme 

» J + 6/  + 7 a'x  + 6 ’y  4-  v' 

a” x -f-  &"y  -yy"  ’ a"x  -I-  6 "y  -f-  y 

L’équation  delà  droite  est  donc 


ax  + 6 + y 

a"x  -f-  6 "y  -(-  y" 


a'x  -+-  -+-  y' 


a l + Sj+’y 


7,  Y + l = O, 


OU 


(a)  (ax  -h  6y  -h  y)X-h  (a'x  -h  6>  + /)  Y -+-  (a”x  + &"y  -f-  y”)  = o. 
Ainsi  : Quand  deux  figures  sont  corrélatives , l’équa- 
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tion  d'une  droite , dans  l'une  des  figures , contient  au  pre- 
mier degré  les  coortlonnces  du  point  correspondant  à cette 
droite  dans  F autre  Jigure. 

595.  Réciproquement  : Quand  /'reptation  d’une  droite 
contient  au  premier  degré  les  coordonnées  d’un  point , si 
ce  point  est  mobile  et  décrit  une  Jigure , la  droite  enve- 
loppera une  figure  corrélative. 

En  ellet , soit 

(ax-t-Sj  -H  v)X  q-(x'x4  6 ’jr  4-  7')  Y -h  (a"x  4-  6"/  4-  7")  — o 

l’équation  de  la  droite  M dont  les  coordonnées  courantes , 
rapportées  à deux  axes  ÜX,  OY,  sont  X et  Y,  et  dans  la- 
quelle x,  y sont  les  coordonnées  d’un  point  variable  ap- 
partenant à une  figure  donnée,  coordonnées  relatives  à 
deux  axes  ox , oy  qui  peuvent  être  différents  des  deux  OX, 
ÜY,  ou  les  mêmes. 

La  droite  M fait  sur  les  deux  axes  OX,  OY  deux  seg- 
ments dont  les  valeurs  sont 

_ a"x  + ?"y  + ?"  _ a"J  + 6"r  + y" 

ax  4-  6/  4-  7 ’ - a'x  4-  6 'y  4-  7 ' 

Or  ces  quantités  sont  proportionnelles  aux  rapports  des 
distances  du  point  (.r,  y)  à trois  droites  fixes  ayant  pour 
équations 

a.r  + 6/  -F  7 = o , a'x  4-  8'/ 4-  7'  = o , a"x  4-  8"/  4-  7"  = o. 

Donc,  d’après  (593),  quand  le  point  (x,  y)  décrit  une 
figure,  la  droite  INI  enveloppe  une  figure  corrélative  dans 
laquelle  le  point  O,  intersection  des  deux  axes  OX,  OY , 
correspond  à la  droite  qui  a pour  équation 
a"x  ■+■  8 "y  4-  7"  = O, 

et  les  points  à l’infini,  sur  ces  deux  axes,  correspondent 
aux  deux  droites  «pii  ont  pour  équations 

«x  4"  47  — o et  a'x  4-  S'jr  q-  7'=  o. 

Donc,  etc. 
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59G.  Il  serait  facile  de  démontrer  directement,  au  moyen 
de  l'équation  de  la  droite  mobile,  que  la  ligure  enveloppe 
de  cette  droite  jouit , par  rapport  à celle  que  décrit  le  point 
(x,  y)  de  toutes  les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  figures 
corrélatives.  Par  exemple,  démontrons  que  quand  le  point 
(x,  y)  décrit  une  droite,  la  droite  M passe  toujours  par 
un  même  point. 

Soit 

Lx  +M/+t=o 

l’équation  de  la  droite  décrite  par  le  point  (x , y). 
L’équation  de  la  droite  M su  met  sous  la  forme 

(«X  4-  *'  Y 4-  *") x 4-  (6 X 4-  e'Y-+- 6" )>  4-  (7 x -f- 7' Y+  7" ) = O. 

On  voit  immédiatement  que  le  point  dont  les  coordon- 
nées X , Y sont  données  par  les  deux  équations 
a X + a'  Y + «"  = L ( 7 X + '/  Y + 7"  ) , 

6X4-  ê'Y  -f-  ê"  = M (7X  + /Y  + y"),  . 

est  situé  sur  cette  droite,  parce  que  ces  coordonnées  satis- 
font à son  équation;  car  elles  la  ramènent  à 

Lx  -4-  M/  -|-t=o, 

équation  identique,  puisquelon  suppose  que  le  point  (x,y  ) 
décrit  la  droite  représentée  par  cette  équation.  Donc, 
quand  le  point  (x,  y)  décrit  une  droite,  la  droite  M passe 
par  un  point  fixe. 

§ IV.  — Propriétés  des  figures  corrélatives . 

•% 

597.  Quand  trois  points  A , lî,  C (f  une  figure  ont,  cha- 
cun, pour  droite  correspondante  dans  la  figure  corréla- 
tive, la  droite  qui  joint  les  deux  autres, 

Ces  trois  points,  considérés  comme  appartenant  à la 
seconde  fgure,  ont  pour  droites  corrélatives  dans  la  pre- 
mière les  memes  droites; 

Et  il  en  est  de  même  de  tout  autre  point;  c'est-à-dire 
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que  tout  point,  étant  considéré  comme  appartenant  suc- 
cessivement aux  deux  figures,  a la  même  droite  corréla- 
tive dans  les  deux  cas. 

En  effet,  A,  B,  C { fi  g . i3o)  sont,  par  hypothèse,  trois 
points  de  la  première  figure,  et  les  trois  droites  BC,  CA, 
AB  sont  les  droites  correspondantes  à ces  points,  respecti- 
vement, dans  la  seconde  figure.  Donc  le  point  A,  considéré 
comme  intersection  des  deux  droites  AB,  AC  de  la  seconde 
figure , et  par  conséquent  comme  point  appartenant  à cette 
figure,  a pour  droite  corrélative  dans  la  première  figure  la 
droite  BC  qui  joint  les  points  C et  B qui , dans  la  première 
figure,  correspondent  aux  deux  droites  AB,  AC  de  la  se- 
conde. Ainsi  la  première  partie  du  théorème  est  prouvée. 

Soit  un  point  m de  la  première  figure;  on  détermine  la 
droite  correspondante  dans  la  seconde  figure,  en  menant 
les  deux  droites  m A , m B et  en  prenant 


a A a'  C 

7c  _ 71' 


b B 


b'C 


b C ^6'B 


(878). 


a' b'  est  la  droite  cherchée. 

Si  le  point  m est  considéré  comme  appartenant  à la  se- 
conde figure,  on  détermine  la  droite  correspondante  a8  de 
la  première  par  les  formules 


a A , aC  b B SC  . 

= >— > ( i>78  , O b sert'.). 


flC 


a A 6 C 


Donc 


aC 
a A 


a'C 
' a'  A 


et 


e‘c 

sl: 


b'C 

b'  B' 


Donc  les  points  a. , o coïncident  avec  a',  b'.  Donc  la  droite 
a' b'  est  la  droite  correspondante  au  point  m de  la  seconde 
figure.  Ce  qui  prouve  la  seconde  partie  du  théorème. 
Donc,  etc.  (*). 


( *)  On  peut  encore  considérer  la  droite  a' b'  comme  appartenant  à la  pre- 
mière figure,  et  chercher  le*  point  qui  lui  correspond  dans  la  seconde. 

Pour  cela  , on  détermine  sur  AC  et  BC  les  deux  points  b * par  les  équa- 
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598.  Quand  on  a deux  ligures  corrélatives  placées  d’une 
manière  quelconque  dans  un  même  plan , si  l’on  considère 
chaque  point  m de  ce  plan  comme  appartenant  successive- 
ment aux  deàx  figures,  il  lui  correspond  deux  droites,  dans 
les  deux  figures,  respectivement.  Si  le  point  m décrit  une 
figure  quelconque,  les  deux  droites  envelopperont  deux 
Jigures  honio graphiques  entre  elles. 

Car  il  est  évident  que  ces  deux  figures  auront  entre  elles 
toutes  les  relations  qui  caractérisent  les  figures  homogra- 
phiques. 

599.  11  suit  de  là  que  : 

Si  deux  figures  corrélatives  sont  telles,  que  quatre 
points  de  leur  plan,  considérés  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à l'autre,  aient  toujours  les  mêmes  droites  corré- 
latives, il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  point. 

Car  les  deux  figures  donneront  lieu  à deux  figures  homo- 
graphiques  qui  auront  quatre  points  communs  , et  qui , par 
conséquent,  coïncideront  entièrement. 

600.  On  conclut  encore  de  ces  considérations  que  : 
Deux  Jigures  corrélatives  étant  placées  d'une  manière 

quelconque , l'une  par  rapport  à l'autre,  il  existe,  en  géné- 
ral, trois  points  dont  chacun  a la  même  droite  corrélative 
dans  les  deux  Jigures. 

Deux  de  ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le 
troisième  est  toujours  réel. 

• ions 

a ' A a"  C b’ H h’C 

ire.  ~ 1 b' c - **  ïmî' 

Les  droites  A b"  el  B a"  correspondent  aux  deux  points  a\  b et  leur  point 
d’intersection  est  celui  qui  correspond  , dans  la  seconde  figure,  à la  droito 
a ' b ' de  la  première.  Or  ces  deux  équations  comparées  aux  deux 
a A , fl'C  b B b1  C 
<Tc  = * aT\ 1 = 

prouvent  que  les  deux  points  a"  et  b"  coïncident  avec  les  deux  a,  b\  de  sorte 
que  le  point  cherché  coïncider  avec  le  point  m.  c.  q.  r.  r. 
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601 . Étant  données  deux figures  corrélatives,  les  points 
de  la  première  qui  jouisseht  de  la  propriété  que  les  droites 
qui  leur  correspondent  dans  la  seconde  figure  passent  par 
ces  points  eux-memes  (586) , sont  situés  sur  une  courbe  du 
deuxième  ordre,  et  ces  droites  enveloppent,  une  courbe  de 
deuxième  classe. 

En  effet,  d’après  le  théorème  (586),  la  courbe  lieu  des 
points  en  question  sera  telle,  qu'une  droite  la  rencontrera 
toujours  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires);  ce  qui 
prouve  qu'elle  est  du  deuxième  ordre;  et  la  courbe  enve- 
loppe des  droites  correspondantes  à ces  points  est  telle,  que 
par  un  point  on  ne  peut  lui  mener  que  deux  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires);  ce  qui  prouve  que  cette  courbe  est 
de  deuxième  classe  (-101). 

602.  Placer  deux  figures  corrélatives  données,  de  ma- 
nière que  chaque  point  de  leur  plan , considéré  comme 
appartenant  à l'une  ou  à l'autre,  ait  la  meme  droite  cor- 
rélative dans  les  deux  cas. 

11  suffit,  d’après  le  théorème  (597) , que  cette  condition 
ait  lieu  pour  trois  points  du  plan  des  deux  figures. 

Soient  O (fig-  1 3 1 ) le  point  de  la'  première  ligure  qui 
correspond  à l’infini  de  la  seconde,  et  fl'  le  point  de  celle- 
ci  qui  correspond  à l’infini  de  la  première  figure. 

Soient  des  droites  A , B,...  passant  par  le  point  O dans  la 
première  figure,  ni,  n,...  leurs  points  à l’infini.  A ces  points 
correspondent  dans  la  seconde  figure  des  droites  M',  IV, . . . 
passant  par  le  point  fi';  et  aux  droites  A,  B,...  corres- 
pondent les  points  b situés  à l’infini  sur  ces  droites 
M',  IV,  etc.  (Ces  points  sont  à l’infini  parce  que  les  droites 
A,  B,...  passent  par  le  point  O;  et  ils  sont  sur  les  droites 
M',  N',...  parce  que  les  droites  A,  B,...  passent  par  les 
points  m , n,...). 

Quatre  droites  M',  N',...  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à celui  des  quatre  points  m , ri , et  par  001154x111011! 
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à celui  des  quatre  droites  A,  B,....  Donc  les  droites  A,  B,... 
et  les  droites  AI',  !V,...  forment  deux  faisceaux  liomogra- 
phiques. 

Les  deux  droites  A et  M'  qui  se  correspondent  dans  ces 
deux  faisceaux  étant  prises  arbitrairement,  on  cherchera 
les  deux  B et  IV  qui  font  avec  A et  M',  respectivement,  des 
angles  égaux  (147),  et  l’on  placera  les  deux  faisceaux  de 
manière  que  N'  et  M'  coïncident  respectivement  avec  A et  B, 
et,  par  conséquent,  « et  ni  avec  a'  et  />' . Alors  chacun  des 
trois  points  m,  n.  O aura  pour  droite  corrélative  dans  les 
deux  figures  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  Par  consé- 
quent, tout  autre  point  du  plan  des  deux  figures  aura  la 
même  droite  corrélative  dans  l’une  et  dans  l’autre.  Afftsi  le 
problème  est  résolu. 

Observation. — Celte  question,  et  surtout  celle  où  il 
s’agit  de  placer  en  perspective  deux  figures  bomographi- 
ques  (507) , ou  simplement  deux  quadrilatères  quelcon- 
ques, présenteraient  des  difficultés  de  calcul,  si  I on  vou- 
lait les  traiter  par  l’analyse,  c’est-à-dire  par  la  doctrine 
des  coordonnées.  La  Géométrie,  au  contraire , qui  a dû 
entrer  dans  le  détail  des  propriétés  intimes  des  figures,  y a 
trouvé  tous  les  éléments  nécessaires  pur  la  solution  des 
deux  questions. 
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CHAPITRE  XXVII. 


T>F.S  applications  de  la  théorie  des  figures  homogra- 

PHIQUES  ET  DE  CELLE  DES  FIGURES  CORRÉLATIVES,  REGAR- 
DÉES COMME  MÉTHODES  DE  DÉMONSTRATION. 


§ I.  — Considérations  sur  l’usage  des  deux  méthodes. — 
Principe  de  Dualité. 

005.  La  théorie  des  figures  homographiques  offre  une  méthode 
pour  transformer  une  figure  en  une  autre  du  même  genre,  et 
appliquer  à celle-ci  les  propriétés  de  la  première,  comme  on  fait 
par  la  perspective  ou  la  projection  d’une  figure  plane.  Ainsi,  par 
exemple,  on  change  un  quadrilatère  de  forme  quelconque  en  un 
parallélogramme;  une  section  conique  en  un  cercle,  même  avec 
certaines  conditions  relatives  aux  autres  parties  de  la  figure;  plus 
généralement,  une  section  conique  en  une  autre,  de  manière  qu’à 
deux  points  donnés  dans  l’intérieur  de  la  première,  correspondent 
dans  la  seconde  les  foyers  de  celle-ci;  etc.  Ces  transformations 
donnent  le  moyen  d’appliquer  à une  figure  les  propriétés  d’une 
figure  plus  simple  , et  de  généraliser  ainsi  des  vérités  connues.  Ou 
bien,  un  problème  étant  proposé  à l’égard  d’une  figure,  on  cher- 
che à le  résoudre  sur  la  plus  simple  des  figures  transformées. 

G04.  Les  ligures  corrélatives  ont  un  tout  autre  caractère.  Avec 
une  figure  donnée,  on  en  forme  une  seconde  qui  est , en  général , 
d’un  genre  différent , puisque  à des  points  de  l’une  correspondent 
des  limites  dans  l’autre,  et  réciproquement.  Aux  propriétés  de  la 
première  figure  correspondent  des  propriétés  de  la  seconde,  qui 
dérivent  des  premières , en  vertu  des  relations  générales  qui  ont 
lieu  entre  deux  figures  corrélatives. 

De  là  résulte  une  dualité  constante  dans  les  théorèmes  de  géo- 
métrie plane;  nous  pouvons  dire  dans  les  propriétés  de  l'éten- 
due , en  général  ; car  celle  dualité  a lieu  aussi  dans  les  figures 
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à trois  dimensions  , où  ce  sont  des  plans  qui  correspondent  à des 
points,  et  des  droites  à «les  droites  (*). 

CO.'i.  C’est  la  théorie  des  pôles  dans  le  cercle  et  les  sections 
coniques,  qui  a donné  lieu  à ces  transformations  de  figures  et  à 
l’idée  d’une  dualité  |>ermancnte  en  Géométrie.  On  a d’abord  fait 
quelques  usages  partiels  de  cette  correspondance  entre  un  point  et 
la  droite  appelée  polaire  dans  les  sections  coniques;  c’est  ainsi, 
par  exemple,  que  M.  Brianchon  a conclu  du  théorème  de  Pascal 
sur  l’hexagone  inscrit  e une  conique,  son  beau  théorème  sur  l’hexa- 
gone circonscrit.  Il  suffisait  de  remarquer  que  les  pôles  des  côtés  de 
l’hexagone  inscrit  sont  les  sommets  d’un  hexagone  circonscrit. 
Mais  c’est  M.  Poncelet  qui  a montré,  le  premier,  que  dans  ces  faciles 
procédés  de  démonstration  se  trouvait  une  méthode  générale  qni 
pouvait  s’appliquer  ù une  foule  de  propriétés  de  l’étendue  , parti- 
culièrement ù toutes  les  propriétés  descriptives  ; méthode  qu’il  a 
appelée  Théorie  des  polaires  réciproques  (**}.  Quelques  géomètres 
ont  ensuite  eu  l’idée  d’un  principe  de  dualité ; toutefois  il  faut 
observer  que  la  méthode  de  M.  Poncelet,  la  théorie  des  polaires 
réciproques , était  la  seule  qui  servit  alors  aux  transformations,  et 
par  laquelle  on  pût  justifier  ce  principe  de  dualité. 

Cependant , il  existe  divers  autres  procédés  particuliers  de  trans- 
formation , constituant  des  théories  analogues  à celle  des  polaires , 
et  donnant  lieu  de  même  au  principe  de  dualité  (***). 

Mais  ces  divers  procèdes  particuliers,  que  nous  n’avons  point  à 
étudier  ici,  sont  compris,  soit  dans  la  théorie  analytique  des 
figures  corrélatives  (504  ),  étendue  aux  trois  dimensions  (****), 
soit  dans  le  mode  de  construction  générale  de  ces  figures,  qui 
nous  a conduit  au  développement  de  leurs  propriétés  et  à la  solu- 
tion de  cette  question  : Etant  données  quatre  droites  qui  doivent 
correspondre  à quatre  points  désignés  d’une  figure  , construire  la 


( * ) Aperçu  historique  , etc..  pages  m)/(. 

(**)  Voir  Mémoire  sur  tn  Théorie  générale  des  polaires  réciproques  , inséré 
dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  ('relie,  tome  IV. 

(***)  Voir  Afin  eu  historique,  etc  , pages  Àiq-ysH, 

(”**)  Apeicu,  etc.,  pages  5^5  et  suivantes. 

a8 
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figure  corrélative.  Question  qui  implique  le  point  de  vue  le  plus 

general  sous  lequel  on  puisse  considérer  les  figures  corrélatives. 

<500  On  peut  remarquer  des  exemples  continuels  de  la  dualité 
dont  nous  parlions  tout  à l’heure,  dans  les  diverses  théories  elles 
propositions  isolées  que  renferme  cet  ouvrage. 

Ainsi,  aux  divisions  homographiques  sur  des  droites,  corres- 
pondent des  faisceaux  homographiques;  et  les  propriétés  relatives 
à ces  faisceaux  se  peuvent  conclure  de  celles  des  divisions. 

Aux  côtés  et  aux  diagonales  d’un  quadrilatère  correspondent 
les  sommets  et  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadri- 
latère corrélatif  : aux  six  points  dans  lesquels  une  transversale 
rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du  premier  qua- 
drilatère, correspondent,  dans  le  second,  les  six  droites  menées 
d’un  même  point  à ses  sommets  et  aux  points  de  concours  de  ses 
côtés  opposés  ; les  six  points  du  premier  quadrilatère  sont  en  invo- 
lution;  donc  les  six  droites  du  second  sont  aussi  en  involution. 
Et  ainsi  de  la  plupart  des  autres  théorèmes. 

007.  Il  serait  donc  possible  de  conclure,  en  vertu  de  cette 
dualité  constante,  une  moitié,  à peu  près,  de  nos  propositions , de 
l’autre  moitié,  sans  nouveaux  frais  de  démonstration. 

Toutefois  nous  n’avons  pas  procédé  de  cette  manière;  il  faut  en 
dire  ici  le  motif. 

§ II.  — Pourquoi  l'on  ne  fait  pas  usage,  dans  le  cours  de 
cet  ouvrage,  des  méthodes  de  transformation . 

0011.  Par  les  méthodes  de  transformation  , on  fait  un  théorème 
déterminé  avec  un  autre  théorème  déjà  connu.  On  peut  former 
ainsi  une  collection  plus  ou  moins  ample  de  propositions.  Mais 
ces  propositions  sont  en  quelque  sorte  isolées;  elles  manquent  de 
liens  entre  elles;  on  ne  saurait  les  déduire  les  unes  des  autres, 
lors  même  qu'on  voit  qu’elles  se  rapportent  à une  même  théorie  ; 
on  ne  connaît  que  leurs  liaisons  avec  celles  d’où  on  les  a déduites, 
l’une  de  l’autre  respectivement,  par  voie  de  transformation,  mais 
non  par  voie  de  composition  ou  de  synthèse. 

Nous  avons  cherche,  au  contraire,  à former  un  ensemble  de 
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propositions  constituant,  par  leur  enchaînement  naturel , des  théo- 
ries et  un  corps  de  doctrine  susceptibles  d’applications  fécondes 
dans  toutes  les  parties  de  la  Géométrie. 

Il  nous  a donc  fallu  démontrer  directement  chacune  de  ces  pro- 
positions, les  unes  au  moven  des  autres,  par  les  propres  ressources 
que  peuvent  offrir  les  théories  auxquelles  elles  se  rapportent. 
C’était  une  condition  à laquelle  il  fallait  s’astreindre  pour  constituer 
ces  théories;  et  cette  marche  paraît  d’autant  plus  nécessaire,  qu'en 
général  il  ne  suffit  pas  de  savoir  qu’une  proposition  est  vraie, 
pour  qu’on  puisse  en  faire  un  usage  utile  en  mathématiques;  il 
faut  encore  connaître  toutes  ses  dépendances  avec  les  diverses 
propositions  qui  se  rattachent  au  même  sujet.  Quand  cet  enchaî- 
nement est  mis  à nu,  tout  devient  facile,  et  il  est  meme  rare  que 
l’on  ne  puisse  pas  démontrer  une  même  proposition  de  bien  des 
manières,  car  on  y arrive  par  toutes  celles  qui  la  touchent  de 
quelque  côté.  C’est  là  un  critérium  qui  permet  d’apprécier  jusqu’à 
quel  point  on  a pénétré  dans  le  sujet  que  l'on  traite,  et  combien 
il  peut  encore  laisser  à désirer. 

(509.  Nous  ne  ferons  donc  point  usage , dans  le  cours  de  cet  ou- 
vrage, de  la  théorie  des  figures  corrélatives,  ni  même  de  celle  des 
figures  homographiques.  Celle-ci  a le  même  défaut  que  la  pre- 
mière; elle  laisse  ignorer,  généralement,  comment  une  proposition 
que  l’on  a découverte  par  son  secours  se  rattache  à une  théorie  et 
s’y  peut  démontrer  directement.  Par  exemple,  quand  par  cette 
méthode  on  conclut  d’une  simple  propriété  du  cercle,  un  théo- 
rème des  sections  coniques,  la  démonstration  relative  au  cercle  est 
peu  propre,  en  général,  à répandre  quelque  jour  sur  la  marche 
qu’il  faudra  suivre  pour  démontrer  directement  le  théorème  sur 
la  section  conique. 

Prenons  un  exemple:  « Si,  par  chaque  point  d'une  circonfé- 
rence de  cercle  on  mène  deux  droites  parallèles  à deux  droites  fixes, 
la  corde  qu’elles  interceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle 
concentrique.  - Faisant  la  perspective,  ou  une  transformation  ho- 
mographique  de  la  figure,  on  conclut  ce  théorème:  Une  conique 
et  <teux  points  fixes  étant  lionnes,  si  le  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  variable,  dont  les  côtés  passent  par  ces  deux  points, 

28. 
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& lisse  sur  la  conique , lu  corde  r/uc  cet  angle  intercepte  dans  celte 
courbe  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a un  double  contact  avec 
ta  proposée  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes. 

Ce  théorème  est  intéressant,  mais  il  laisse  à désirer  une  démons- 
tration déduite  directement  des  propriétés  des  coniques , et  qui 
montre  quelle  place  il  tient  dans  cette  théorie,  et  à quelles  autres 
propositions  du  ntéme  genre  il  se  rattache.  Sous  un  autre  rapport, 
l’esprit'  n’est  pas  complètement  satisfait,  car  le  théorème  n’est 
vraiment  démontré  (pie  pour  le  cas  où  les  deux  pôles  fixes,  autour 
desquels  tournent  les  côtés  de  l’angle,  sont  extérieurs  an  cercle,  et 
il  faut  d’autres  considérations  générales  pour  étendre  la  conclusion 
relative  à ce  cas  spécial , au  cas  où  l’un  des  pôles , ou  tous  deux , 
sont  dans  l’intérieur  de  la  conique. 

RIO.  Des  observations  semblables  auront  lieu  à l’cgatd  de  la 
méthode  des  figures  corrélatives;  par  cette  méthode,  on  conclut 
du  théorème  sur  le  cercle,  celui-ci:  Etant  menées  deux  droites 
fixes  dans  le  plan  d’une  conique,  si  une  tangente  roule  sur  ta 
courbe,  et  que  par  les  points  où  t lie  rencontre  les  deux  droites 
on  mène  deux  autres  tangentes  h la  conique,  le  point  d'intersec- 
tion de  ces  deux  tangentes  aura  pour  lieu  géométrique  une  seconde 
conique  qui  aura  un  double  contact  avec  la  proposée;  le  pâle  de 
contact  sera  le  point  d’intersection  des  deux  droites  fixes  (*). 

Assurément , le  théorème  sur  le  cercle  et  sa  démonstration  toute 
intuitive  ne  donnent  aucune  ouverture  sur  la  manière  dont  cette 
propriété  des  coniques  se  pourra  démontrer  directement  ; et  encore 
n’est-elle  démontrée  ici  que  pou.  le  c.is  particulier  où  le  point  de 
rencontre  des  deux  droites  fixes  est  dans  l'intérieur  de  la  courbe. 

CH.  Autre  exemple:  ■ Si  par  deux  points  fixes  pris  sur  une 
circonférence  de  cercle  on  fait  passer  les  côtés  d’un  angle  dont 
le  sommet  glisse  sur  la  circonférence,  et  que  par  le  centre  on 
mène  deux  rayons  parallèles  aux  côtes  de  l'angle,  faire  du  sec- 


(*)  Nous  appelons  pâte  tic  contact  le  poittl  ipti  a pour  polaire  dans  l’une 
cl  l’autre  coin  tic  la  droite  sur  laquelle  a lieu  le  double  contact,  droite  que 
l’on  appelle,  en  foulerai ,. corde  de  contact , lors  même  que  le  contact  est 
imaginaire,  comme  cela  a lieu  dans  la  question  actuelle. 
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leur  que  ces  rayons  interceptent  dans  le  cercle  est  constante.  » Par 
une  projection  de  la  figure,  ou  une  transformation  homographi- 
(pie  dans  laquelle  la  droite  à l’infini  reste  il  l’infini  (o39) , on 
obtient  ce  théorème  : Si  autour  tic  deux  points  fixes  pris  sur  une 
ellipse  on  finit  tourner  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  variable, 
dont  le  sommet  glisse  sur  la  courbe,  le  secteur. elliptique  rompt is 
entre  les  deux  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés  de  l’angle  con- 
serve une  aire  constante. 

Le  théorème  sur  le  cercle,  à raison  même  de  son  évidence  in- 
tuitive, ne  peut  mettre  sur  la  voie  d’une  démonstration  propre 
au  théorème  de  l’ellipse.  Et  cependant  cette  démonstration  est  ici 
d'autant  plus  désirable , que  l’on  peut  hésiter  à appliquer  le  théo- 
rème à l’hyperbole,  à raison  des  diamètres  imaginaires  qui  font 
discontinuité  dans  la  série  des  secteurs  hyperboliques. 

«12.  Ces  considérations  suffisent  pour  montrer  pourquoi  nous 
avons  dii  ne  pas  faire  usage  des  méthodes  de  transformation  dans 
l’ouvrage  actuel,  eu  égard  au  but  que  nous  nous  y proposions, 
comme  nous  l’avons  dit. 

En  se  privant  du  secours  de  ces  méthodes,  011  se  crée  parfois  des 
difficultés;  mais  ce  n’est  pas  sans  utilité,  parce  que  l’obligation  de 
démontrer  par  les  ressources  naturelles  du  sujet  certaines  propo- 
sitions qui  auraient  pu  se  conclure  des  méthodes  de  transforma- 
tion, met  toujours  sur  la  voie  de  beaucoup  d'autres  vérités  qui 
accroissent  souvent  d’une  manière  inattendue  et  fort  propice  le 
sujet  que  l’on  traite. 

La  théorie  des  sections  coniques  surtout  peut  fournir  de  nom- 
breux exemples  très-propres  à justifier  la  marche  que  nous  nous 
sommes  efforcé  de  suivre  invariablement.  Dans  ces  courbes,  il  y 
a à considérer  leurs  points  et  leurs  tangentes;  à une  propriété 
relative  à des  points  correspond  une  propriété  relative  aux  tan- 
gentes: mais  jusqu’ici,  ce  sont  principalement  les  propriétés  rela- 
tives aux  points  que  l’on  a étudiées , parce  que  ce  sont  celles  qui  se 
prêtent  le  plus  aisément  aux  applications  de  la  géométrie  analy- 
tique ; cl  l’on  a négligé,  en  général,  les  propriétés  relatives  aux 
tangentes.  Par  exemple,  on  démontre  d’une  foule  de  manières  le 
théorème  de  Pascal  qui  concerne  six  points  d’une  conique;  mais 
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on  ne  démontre  pas  directement,  ou  fort  rarement,  le  théorème 
de  M.  Brianchon  qui  concerne  six  tangentes  à une  coniquo;  on  le 
conclut  du  théorème  de  Pascal.  De  même,  on  démontre  directe- 
ment les  propriétés  relatives  à un  système  de  coniques  passant  par 
quatre  points  ; mais  on  ne  démontre  pas  celles  d’un  système  de 
coniques  tangentes  à quatre  droites;  on  les  conclut  des  premières 
par  la  théorie  des  polaires  réciproques  ou  des  figures  corrélatives. 
Cependant  les  unes  et  les  autres  méritent,  au  même  titre,  une  dé- 
monstration ; et  cette  démonstration  , sans  laquelle  la  science  reste 
incomplète,  importe  aux  progrès  de  la  Géométrie. 

C’est  dans  ces  vues,  que  nous  avons  cherché  à réunir  dans  cet 
ouvrage  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  démonstration  di- 
recte des  deux  sortes  de  propriétés  que  nous  venons  de  distinguer 
dans  les  sections  coniques,  et  qui  se  retrouvent  dans  toutes  les 
autres  parties  de  la  Géométrie. 

015.  Après  avoir  dit  par  quelles  raisons  les  méthodes  de  trans- 
formation ne  peuvent  suppléer  à des  démonstrations  directes,  et 
pourquoi  nous  avons  dû  nous  priver  de  leur  secours , hâtons-nous 
d’ajouter  que  néanmoins  ces  méthodes  ingénieuses,  qui  ont  enrichi 
la  science  d’une  foule  de  vérités  dont  on  n’avait  pas  eu  l’idée  aupa- 
ravant, peuvent  être  fort  utiles  dans  beaucoup  de  circonstances, 
et  que  le  géomètre  doit  les  connaître  et  les  avoir  à sa  disposition. 
C'est  pour  cela  que  nous  les  avons  exposées  dans  toute  la  généralité 
et  avec  tous  les  développements  théoriques  qu’elles  nous  ont  paru 
comporter. 

Comme,  à raison  de  cette  généralité  même  et  du  point  de  vue 
abstrait  sous  lequel  nous  avons  présenté  ces  méthodes,  elles  dif- 
fèrent, dans  leur  conception , des  procédés  particuliers,  tels  que 
la  perspective  et  la  théorie  des  polaires  réciproques , dont  on  a fait 
usage  jusqu’ici,  nous  allons  en  faire  diverses  applications.  Plu- 
sieurs, qui  se  rapporteront  aux  relations  d’angles,  présenteront 
des  résultats  nouveaux , fondés  sur  la  notion  des  divisions  et  des 
faisceaux  homogruphiques , que  l'on  n’a  point  encore  introduite 
dans  ce  genre  de  recherches. 
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S m-  Applications  diverses  des  deux  méthodes  de 

transformation . 

CH.  L’application  des  deux  méthodes  est  toujours  facile  en  ce 
qui  concerne  les  relations  descriptives  des  figures,  et  nous  n’avons 
à entrer  ;\cc  sujet  dans  aucun  détail.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  relations  métriques,  soit  de  segments,  soit  d angles  : ces  rela- 
tions peuvent  présenter  beaucoup  de  difficultés,  ou  se  refuser 
même  à la  transformation. 

I.  Transformation  tics  relations  de  segments. 

01 6 Les  dépendances  générales  entre  deux  figures  homogrnphi- 
(pies,  ou  corrélatives,  s’expriment  par  des  rapports  de  segments, 
et  non  par  de  simples  segments.  Par  exemple,  dans  deux  figures 
corrélatives,  le  rapport  des  distances  d’un  point  quelconque  de 
l’une  1 deux  axes  fixes,  est  au  rapport  des  distances  de  la  droite 
corrélative,  dans  l’autre,  à deux  points  fixes,  dans  une  raison  con- 
stante (BCR).  Ainsi,  c’est  le  rapport  de  deux  lignes  dans  une 
figure,  qu’on  compare  au  rapport  de  deux  autres  lignes  dans  l’autre 
figure  ; et  ce  n’est  point  une  ligne  seule  que  l’on  peut  comparer  en 
grandeur,  d'une  manière  absolue,  à une  autre  ligne.  Voilà  pour- 
quoi la  transformation  des  relations  métriques  présente,  en  gé- 
néral, des  difficultés , et  souvent  n’est  pas  possible. 

Si  une  expression  proposée  ne  contient  que  des  rapports  de 
segments,  tels  que  ceux  qui  entrent  dans  les  dépendances  géné- 
rales des  figures  liomograplnques  ou  corrélatives , la  transforma- 
tion se  fait  d’elle-nième , sans  aucune  difficulté. 

Quand  une  expression  n’est  pas  transformable  immédiatement, 
on  cherche  à lui  donner  une  forme  plus  favorable  ; et,  pour  cela , 
la  marche  la  plus  simple  et  la  plus  sûre  est  de  chercher  à y intro- 
duire des  rapports  an/iarnioniqucs-,  ce  qu’on  fait  ensc  servant,  au 
besoin , des  points  à l’infini,  et  en  changeant  les  origines  ocs  seg- 
ments. 

Nous  allons  donner  divers  exemples  de  ces  transformations. 

016.  » Si  une  corde,  dans  un  cercle,  tourne  autour  d’un  point 
fixe,  la  somme  des  distances  de  ses  extrémités  à une  droite  fixe' 
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prise  arbitrairement,  divisées  par  les  distances  des  deux  mêmes 

points  à la  polaire  du  point  fixe,  reste  constante  (CRA).  » 

Il  n’entre  dans  cet  énoncé  que  des  rapports  de  distances  qui  sc 
transforment  immédiatement. 

Faisant  la  figure  bomographique,  qui  est  une  conique,  puis- 
qu’elle pourra  être  mise  en  perspective  avec  le  cercle,  c’est-à-dire 
sur  un  même  cône  (RG9),  on  conclut  des  relations  générales  entre 
deux  figures  homographiques  (8121,  que  la  propriété  (lu  cercle 
appartient  aussi  à une  conique  quelconque. 

Et,  par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  cette  même  propriété 
du  cercle  donne  lieu,  en  vertu  des  relations  (880),  au  théorème 
suivant  : 

Si  (le  chaque  point  (l'une  droite  on  mène  (leux  tangentes  h une 
section  conique,  la  somme  de  leurs  distances  à un  point  fixe,  di- 
visées par  les  distances  (les  deux  mêmes  tangentes  au  pôle  de  la 
droite,  reste  constante. 

Il  est  bien  entendu  qu’on  observe  ici  la  règle  des  signes,  comme 
nous  l’avons  toujours  fait;  de  sorte  que  ce  que  nous  appelons  la 
somme  est  une  somme  algébrique  qui  peut  devenir  une  différence. 

ab 

CI7.  Transformer  homographiquement  te  rapport  — de  deux 

segments  situés  sur  une  même  droite. 

Soit  j le  point  situé  à l’infini  sur  la  droite  ah  ; on  peut  écrire 


Le  second  membre  se  compose  de  deux  rapports  anbarmoniques, 
et  par  conséquent  est  transformable;  on  a donc,  en  désignant  par 
les  mêmes  lettres  accentuées  les  points  de  la  seconde  figure  , 
ab la' b'  _ > la'c'  _ a' j' \ 

cd  ~ V??  ’’  f?)  : \7d!  : J'cï J ’ 

nu 

ab  a' b’  _ j'a'.j'b' 

7d  — 7J'  ’ j'd.j'd'' 

■ i ab  e 

Ainsi  le  rapport  — - se  trouve  transforme. 

j'  est  le  point  qui,  dans  la  seconde  figure,  correspond  à l'infini 
de  la  droite  ab. 
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Si  l’on  a à considérer  plusieurs  segments  sur  une  même  droite, 
on  |H)urra  donner  à chacun  une  expression  de  la  forme 

a b' 


nb  = > 


j'a’.j'b’ 


\ étant  une  constante  relative  à la  droite  sur  laquelle  sont  les 
segments;  de  sorte  que  pour  des  segments  situés  sur  une  autre 
droite  on  aurait  une  autre  constante.  Mais  il  faut,  pour  que  la 
relation  dans  laquelle  entrent  ces  segments  soit  transformable, 
qu’apres  1a  substitution  de  ces  expressions  des  segments  ab , etc., 
les  constantes  disparaissent  d’elles-mémes. 


CIO.  Transformer  hnmographiquement  te  rapport  tic  deux  seg- 
ments ab  , cd  ( fig.  1 32) , situes  sur  deux  droites  parallèles. 

Qu'on  mène  les  deux  droites  ae,  bd  qui  se  rencontrent  en  r; 

on  a 

ab  ac  ac  ja 

cil  et:  ce  ' je 

j étant  le  point  à l’inlini  sur  la  droite  ac. 

Le  deuxième  membre  étant  un  rapport  anharmonique,  on  aura 

ab  __  «V  J' a' 
cd  ~ cV  : y V* 

Ainsi  le  rapport  — est  transforme. 

On  lui  donne  une  autre  expression , en  observant  qil'on  a dans 
le  triangle  f a'  c',  coupé  par  la  droite  b' il'. 


Il  vient 


a'c'  __  a'  b'  f'd' 

rv  ~j' b'  ' 77iT 


(5C2). 


cd  — c'd'  ' \f  'd'  j'c'  )' 


f’  est  le  point  de  concours  des  deux  droites  a'  b',  c'tT , c’est-à-dire 
le  point  qui  répond  à l’infini  des  deux  droites  parallèles  ab , cd  do 
la  première  ligure. 
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ni) 

610.  Transformer  corrélativement  le  rapport  ~ de  deux  sett- 

1 cd  n 

ments  situés  sur  une  même  droite. 

Soient  A',  B',  C',  D'  et  J'  les  droites  qui  correspondent , dans 
la  figure  corrélative,  aux  points  a , b , r,  d et  à l'infini  de  la 

droite  ab  ; on  aura,  d’après  l’expression  (a)  du  rapport  qui 

est  transformable,  une  fonction  semblable  de  sinus;  et,  par  suite, 


ab  sin  (A',  B')  _ sin  (J',  A')  . sin  (J',  B') 

7d  ~ sin  (C',  D')  ‘ sin  (J',  C')  . sin  (J',  D')‘ 


Le  rapport  — est  donc  transforme. 
cd 

On  peut  remplacer  la  fonction  de  sinus  par  une  fonction  de 
segments.  Qu’on  mène  dans  la  seconde  figure  une  transversale  qui 
rencontre  les  cinq  droites  A',  B',  C',  D',  J'  en  b'  d' , j'\ 
on  aura 

ab  a'  b'  _ j' a' . j'  b' 

7d  = VJ'  1 j'c'.j'd'’ 

Et  si  la  transversale  est  parallèle  à la  droite  J',  il  vient 


ab  a'  b' 

cd  c'  d' 


Si  l’on  a à considérer  plusieurs  segments  sur  une  même  droite, 
on  peut  leur  donner  l’expression  suivante  : 

ab  = ) i.  -S1-..CA,>  B'j , 

sin  (J',  A ) . sin  (J  , B') 

> étant  une  constante  relative  à la  droite  ab. 

On  peut  encore  écrire 

a'  b' 

ab  = • TT — ; — TT<  ’ 

J a .J  b 

ou 

ab  — a'  b' . 


Cette  dernière  formule,  d’une  simplicité  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer,  se  présente  immédiatement  dans  la  théorie  des  polaires 
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réciproques,  si  l’on  prend  une  parabole  pour  conique  auxiliaire. 
Elle  se  prête  à de  nombreuses  applications  (*). 

C20.  Transformer  corrélativement  le  rapport  de  deux  segments 
ab  , cd  ( fig.  1 33) , situes  sur  deux  droites  parallèles. 

On  a 

a b ae  ne  _ aj 

cd  ce  ce  * cj 


j étant  le  point  situé  à l'infini  sur  la  droite  ae. 

On  aura  dans  la  figure  corrélative  quatre  droites  A',  B',  C',  D', 
une  cinquième  E'  qui  joindra  le  point  d’intersection  des  deux  A',  C' 
au  point  d’intersection  des  deux  B',  D',  et  une  sixième  J'  passant 
par  le  point  d'intersection  de  A'  et  C',  et  correspondant  au  point 
situé  à l’infini  sur  ac. 

Le  rapport  — est  exprimé  ci-dessus  par  un  rapport  anhar- 
ctl 

monique;  par  conséquent  on  a 


ab sin  ( A',  E'  ) < sin  ( A',  J') 

cd  sin  (C',  E')  ’ sin  (C',  J') 

On  peut  donner  au  second  membre  une  autre  expression. 
Qu’on  mène  la  droite  F'  qui  joint  le  point  d’intersertion  de  A' 
et  B'  au  point  d’intersection  de  C'  et  D'.Ona,  dans  le  triangle  formé 
par  les  trois  droites  A',  C',  F',  et  aux  sommets  duquel  sont  menées 
les  trois  droites  B',  D',  E'  qui  passent  par  un  même  point, 

sin  ( A',  F/)  _ _ sin  (A',  B')  _ sin  (F',  D') 
sin(C',E')  ^ , sin  (F',  B')  sin  (C',  D')  ' 

Il  vient  donc 


ab  sin  (A',  B')  "sin  (F',  B')  ^ sin  (J',  A')  1 

7d  ~~  ~ sin  (C\  D')  ’ [ sin  { F',  Dr)  X sin  (J',  C')J’ 


(*)  Voir  Mémoires  sur  la  transformation  parabolique  des  propriétés  métri- 
ques des  figures.  (Correspondance  mathématique  de  M.  Quételet , tomes  V 
et  VI;  ifri»).)  M.  Poncelet  a inséré,  au  sujet  de  ces  Mémoires,  dans  le 
même  Hecueil,  des  développements  sur  les  relations  projectives,  où  il 
montre  que  la  théorie  des  polaires,  avec  une  conique  quelconque,  conduit 
à la  môme  relation  que  la  parabole.  Ctln  est  évident  ici,  puisque  celte  rela- 
tion a lieu  dans  le*  figures  corrélatives  les  plus  générales. 
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Remarque.  — La  ligure  proposée  se  compose  de  quatre  points  , 
a , b,  c,  rfj  et  il  entre  dans  la  figure  corrélative,  indépen- 
damment des  quatre  droites  A',  B',  C',  D'  correspondantes  à ces 
points,  deux  autres  droites  F'  et  J'  qui  correspondent,  respective- 
ment, aux  points  situés  à l’inlini  sur  les  droites  ab  et  ac. 

621.  Prenons  le  théorème  de  Newton  sur  les  diamètres  des 
courbes  : 

« Si  dans  le  /dan  d'une  courbe  géométrique  on  mène  des  trans- 
versales parallèles  entre  elles,  et  qu’on  prenne  sur  chacune  de  ces 
droites  le  centre  des  moyennes  distances  de  tous  les  points  d’inter- 
section ( réels  ou  imaginaires')  de  la  courbe  par  la  droite , le  lieu  de 
ce  point  sur  toutes  tes  transversales  est  une  droite.  » 

C’est-à-dire  que  a,  b,  c,...  étant  les  points  d’intersection 
(réels  ou  imaginaires)  de  la  courbe  par  une  transversale,  le 
point  m déterminé  sur  chaque  transversale  par  l’équation 
( b ) ma  -y  mb  •+■  me  -+-...  = o 

a pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

Aux  transversales  correspondent,  dans  la  figure  corrélative,  des 
points,  tous  situés  sur  une  même  droite  J correspondante  au  point 
de  concours,  à l’infini,  de  toutes  les  transversales  ; et  aux  points 
a,  b,...,  situés  sur  une  même  transversale,  correspondent  les 
tangentes  A , B ,. . .,  à la  nouvelle  courbe , issues  d’un  même  point 
de  la  droite  J ; au  point  m correspond  une  droite  M menée  par 
le  même  point  de  J.  On  aura  (619  ), 

. sin  ( M , A ) 

ma  = X . 1 — : , 

sin  (J,  A).sm  (J,  y) 

mh  — X (M.  B) 

’ sin  (J,  B). sin  (J,  M ) 


Substituons  ces  valeurs  dans  l’équation  (A);  la  constante  > dispa- 
raît d’ellc-méme,  ainsi  que  le  facteur  sin  (J,  M),  et  l’on  a 

sin(M,A)  sin(M,B)  sin  ( M , C ) 

sin  ( J , A ) sin  ( J , B ' sin  ( J , C ) 

Ce  qui  exprime  celle  propriété  des  courbes  géométriques  : 

Si  l'on  prend  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  une  droits 
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fixe  J , et  qui • l'on  conçoive  toutes  tes  tangentes  n lu  courbe  ( réelles 
ou  imaginaires)  A,  B,  C,.  . . issues  d'un  même  point  iti  de  cette 
droite , et  la  droite  M menée  par  le  même  point , sous  une  direction 
déterminée  par  l’ér/uaticn 

sin  ( M , A ) sin  ( M , B \ 

! — l _i_  i — : — ) 4-  ...  “ o , 

sin  (J,  A)  sin  ( J,  B) 

cette  droite  tournera  autour  d’un  point  fixe , quand  le  point  m 
glissera  sur  la  droite  J. 

Appelons  a , b,  c, ...  les  points  «le  contact  «les  «Iroites  A,  B, 
C, . . . avec  la  courbe  ; a,  S,  y, .. . les  distances  «le  ces  points  à la 
droite  M,  et  a',  6',  y' , . . . leurs  distances  à la  droite  J ; on  aura 

a sin  ( M , A ) € sin(M,B) 

ï7  — sin  (J,  A)  ’ ë7  — sin  (J,  Bp  C'C‘ 

I.Vquation  devient 


Si  l'on  suppose  <|ue  les  points  de  contact  a,  b,...  aient  des 
masses  m , m', ...  en  raison  inverse  de  leurs  distances  a',  à 

la  droite  J , l’équation  se  change  en 

m . a -+r  m' . 6 -f-  m" . y + . . . = O ; 

équation  qui  prouve  que  la  droite  M,  à laquelle  se  rapportent  les 
distances  a,  6,...,  passe  par  le  centre  de  gravité  des  points 
a,  b, . . . (4«52).% 

Or,  ce  centre  de  gravité  est  précisément  le  point  qu’on  a appelé 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  «les  points  a , b,  , relatif 
h la  droite  J (465).  On  a donc  ce  théoième  général  : 

Si  par  un  point  pris  sur  une  droite  fixe  J on  mène  les  n tan- 
gentes ( réelles  ou  imaginaires)  h une  courbe  géométrique  de 
n'™*  classe , les  n points  de  contact  ( réels  ou  imaginaires  ) auront 
pour  centre  des  moyennes  harmoniques  relatif  à la  droite  J,  un 
point  qui  sera  toujours  le  même,  que!  que  soit  le  point  de  la  droite 
J par  lequel  on  a mené  les  tangentes. 

Si  la  droite  .1  est  à l’infini,  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
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devient  le  centre  des  moyennes  distances  (4G2),  de  sorte  qu’on 
peut  dire  que  : 

Étant  donnée  une  courbe  géométrique , si  on  lui  mène  toutes  ses 
tangentes  ( réelles  ou  imaginaires  ) parallèles  à une  même  droite , 
les  points  de  contact  auront  pour  centre  des  moyennes  distances 
un  point  fixe , quelle  que  soit  la  direction  commune  des  tangentes. 

G22.  Autrement.  — Comme  tous  les  segments  de  l'équation 
que  nous  avions  à transformer  ont  une  même  origine,  on  peut 
faire  la  transformation  immédiatement , sans  se  servir  des  for- 
mules (GI9  ).  Pour  cela,  on  écrit  l'équation  ainsi  : 

mb  me 

— ■+■ h • • • ■+■  • — o , 

ma  ma 

ou , en  appelant  j le  point  à l’infini  sur  la  transversale , 

-I- 

Puisque  tous  les  termes  sont  des  rapports  anharmoniques,  on 
a,  dans  la  figure  corrélative, 

sin  (M,  B)  # sin  (J,  B)  sin  ( M,_C]  . sin  ( J,  C)  _ 

sin  (M,  A)  ’ sin  (J,  A)  ~l~  sin  (M,  A)  * «in  (J,  A)  ' °’ 

ou 

sin  (M,  A)  sin  (M,  B) 

sin  ( J , A)  sin  (J  , B)  ‘ ’ ~~  ° ’ 

ce  qui  est  l’équation  trouvée  précédemment. 

11.  Transformation  des  relations  d’angles. 

623.  Quand  les  relations  d’angles  se  peuvent  ramener  à des 
rapports  anharmoniques  de  sinus,  la  transformation  se  fait  d’elle- 
inémc;  mais  il  y a peu  de  questions  où  cela  ait  lieu.  On  conçoit 
qu’il  est  plus  difficile  de  former  des  rapports  anharmoniques  de 
sinus  que  des  rapports  anharmoniques  de  segments,  parce  que, 
pour  ceux-ci,  trois  points  suffisent,  puisqu'on  supplée  au  quatrième 
par  le  point  situé  à l’infini,  tandis  que  pour  les  angles  il  faut  né- 
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cessai  rement  quatre  droites.  Aussi  les  relations  d’angles  transfor- 
mable directement,  c’est-à-dire  sans  qu’on  les  remplace  par  des 
relations  de  segments  sur  lesquels  on  ferait  la  transformation,  ne 
sont  pas  très-variées. 

Cependant  il  est  un  cas  général,  susceptible  de  nombreuses 
conséquences,  auquel  s'appliquent  nos  deux  méthodes  générales 
de  transformation;  c’est  celui  où  tous  les  angles  que  l'on  a à con- 
sidérer dans  une  figure  sont  de  même  grandeur,  quelle  que  soit 
leur  position.  La  propriété  commune  et  caractéristique  de  tous 
ces  angles  se  conserve  dans  la  figure  transformée,  ce  qui  donne 
lieu  à des  résultats  très-intéressants. 

624.  Cette  propriété  s’exprime  par  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a dans  un  plan  plusieurs  angles  (A,  A'),  (B,  B'), 
(C,  C'},  etc.,  de  même  grandeur,  et  comptés  dans  le  même  sens  de 
rotation  à partir  de  leurs  origines  A , B,  C,...,  quelle  que  soit  la 
position  de  ces  angles,  on  peut  considérer  que  leurs  côtés  forment 
sur  la  droite  située  h l’infini  deux  divisions  ! tomographiques  dont 
les  points  doubles  ( imaginaires ) sont  toujours  les  memes,  quelle 
que  soit  la  grandeur  commune  des  angles  ; 

Et,  si  l’on  décrit  dans  te  plan  de  la  figure  un  cercle  quelconque, 
ccs  points  doubles  seront  les  points  d’intersection  de  ce  cercle  par 
la  droite  située  h l’infini. 

Ce  théorème  fort  important  sera  démontré  dans  la  théorie  du 
cercle  (682). 

628.  Becipboqckmest  : Quand,  dans  une  figure,  plusieurs 
angles[k,  A'),  (B,  B'),  (C,  C'),  etc.,  de  grandeur  quelconque , 
mais  comptés  dans  le  même  sens  de  rotation  à partir  de  leurs  ori- 
gines , interceptent  sur  une  droite  des  segments  aa',  bb',  cc',..., 
dont  les  origines  a,  b,  c,...  et  les  extrémités  a',  b',  c',...  forment 
deux  divisions  /tomographiques  ayant  leurs  points  doubles  imagi- 
naires, on  peut  faire  la  transformation  /tomographique  de  la 
figure,  de  manière  à avoir  des  angles  tous  de  même  grandeur. 

En  effet,  nous  avons  vu  (180)  que  si  l’on  forme  plusieurs 
angles  ayant  le  même  sommet  et  sous-tendant  les  segments  aa', 
bb',  etc.,  on  peut  faire  la  perspective  sur  un  plan,  de  manière 
que  tous  ces  angles  deviennent  égaux , et  que  la  droite  abc. . . 
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passe  ii  l’infini.  Alors,  non-seulement  ces  angles  de  même  som- 
met , mais  tous  autres  qui  sous- tendent  les  segments  aa' , bb\  etc., 
deviennent  égaux  en  perspective.  Or  la  perspective  de  la  figure 
est  une  figure  homograpliique  : le  théorème  est  donc  démontré. 

020.  D’après  le  théorème  (024),  quand  on  a dans  une  figure 
plusieurs  angles  de  même  grandeur,  il  leur  correspond  dans  la 
figure  homographique  des  angles  dont  les  côtés  marquent  sur  une 
certaine  droite  deux  divisions -homographiques.  Celle  droite  est 
celle  qui  correspond  à l’infini  de  la  première  figure;  et,  si  dans 
la  première  figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la 
seconde  figure,  une  conique  dont  les  points  d’intersection  par  la 
droite  en  question  sont  précisément  les  points  doubles  des  deux 
divisions. 

Si  c’est  la  transformation  corrélative  que  l’on  fait,  aux  angles 
(A,  A'),  (B,  B'),  etc.,  delà  première  figure,  correspondent,  dans 
la  seconde,  des  segments  aa',  bb',...,  situés  sur  des  droites  diffé- 
rentes, correspondantes  aux  sommets  des  angles,  et  ces  segments 
sont  tels,  que  les  droites  menées  d’un  certain  point  fixe  à leurs  ori- 
gines a,  b,...  et  à leurs  extrémités  a',  b',...,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques.  Le  point  fixe  est  celui  qui , dans  la  seconde 
figure,  correspond  à l’infini  de  la  première  : et,  si  dans  la  première 
figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la  seconde, 
une  conique  dont  les  tangentes  menées  par  le  point  en  question 
sont  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux. 

C27.  Faisons  quelques  applications  de  ces  principes. 

« Si , autour  d’un  point  d’une  circonférence  de  cercle  on  fait 
tourner  un  angle  de  grandeur  constante  (A,  A'),  la  corde  que  ses 
deux  côtés  interceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  second  cercle 
concentrique.  » 

Los  deux  côtés  A,  A'  de  l’angle  mobile  forment  deux  faisceaux 
bomographiques  dont  les.  rayons  doubles  passent  par  les  points 
d’intersection  du  cercle  et  de  la  droite  située  l’infini  (624)  : et 
les  deux  cercles,  étant  concentriques,  ont  un  double  contact  sur 
cette  droite  (7 19);  par  conséquent  la  figure  homographique  donne 
lieu  à ce  théorème  : 

Si  lieux  faisceaux  honiagrajjhiijucs  oui  leur  sommet  commun  en 
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un  point  d’une  conii/nc,  les  cordes  interceptées  dans  cette  courbe 
par  les  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  enveloppent  une 
seconde  conique  qui  a un  double  contact  avec  la  première  sur  la 
corde  interceptée  dans  celle-ci  par  les  rayons  doubles  des  deux  fais- 
ceaux (*). 

02(1.  Dans  le  cas  du  cercle,  si  l'angle  de  grandeur  constante 
(A,  A')  est  droit,  la  corde  <|u’il  intercepte  est  un  diamètre;  par 
conséquent  la  droite  qui  lui  correspond  dans  la  ligure  transformée 
passe  par  un  point  fixe.  Mais  alors  les  deux  faisceaux  formés  par 
les  côtés  A , A'  sont  en  involution  ( 2A6  ) ; on  a donc  ce  théo- 
rème : 

Si  par  un  point  d’une  conique  on  mène  trois  couples  de  droites 
formant  une  involution,  les  trois  cordes  que  leurs  angles  intercep- 
tent dans  ta  courbe  passent  par  un  même  point. 

029.  Le  théorème  sur  le  cercle  (027)  donne,  par  la  figure  cor- 
rélative, le  suivant  : 

Si  deux  divisions  /tomographiques  sont  formées  sur  une  tangente 
à une  conique , et  que  par  deux  points  homologues  on  mène  deux 
tangentes  h la  courbe,  le  lieu  du  point  d’intersection  de  ces  deux 
tangentes  sera  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posée ; le  pâle  de  contact  sera  le  point  d’intersection  des  tangentes 
menées  à la  conique  par  tes  deux  points  doubles  des  divisions  ho- 
rnographiques. 

Si  l’angle  (A,  A'  ) dans  le  cercle  est  droit,  les  deux  divisions 
homographiques,  sur  la  tangente  à la  conique,  sont  en  involu- 
tion , et  alors  le  lieu  du  point  d’intersection  des  tangentes  à la 


(*)  Ici  semblerait  se  présenter  une  tlifTictiKé;  c'est  qu'il  n'y  aurait  de 
conte  interceptée  dans  lu  conique,  qu'autant  que  les  deux  rayons  doubles 
seraient  réels,  ce  qui , précisément,  n'a  pas  lieu  dans  la  Ggttre  résultante 
de  ta  transformation  du  cercle;  mais  l'objection  n'est  qu'apparente,  car,  en 
général,  un  système  de  duux  droites  imaginaires  dont  le  point  de  concours 
est  réel , (elles  que  les  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques, 
donne  lieu , à l'égard  d'une  conique  , h deux  droites  toujours  réelles,  qui 
rencontrent  la  conique  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites  imaginaires. 

Quand  celles-ci  ont  leur  point  de  rencontre  sur  la  conique,  l'une  des 
deux  droites  réelles  est  la  tangente  en  ce  point. 

*9 
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conique , menées  par  deux  points  homologues  des  deux  divisions 
en  invohttiou , est  une  ligne  droite.  Celte  droite  est  la  polaire  du 
point  de  concours  des  deux  tangentes  menées  par  les  points  dou- 
bles des  deux  divisions. 

050.  Supposons  dans  ces  théorèmes  que  la  tangente  à la  co- 
nique soit  à l’inlini,  auquel  cas  cette  courbe  est  une  parabole; 
et  prenons,  pour  les  deux  divisions  liomographiques , celles  qui 
seraient  formées  par  les  deux  côtés  d’un  angle  de  grandeur  con- 
stante tournant  autour  de  son  sommet.  On  en  conclut  que  : 

Si  un  angle  de  grandeur  constante  se  meut  de  manière  que  scs 
côtés  soient  toujours  tangents  à une  parabole,  son  sommet  décrira 
une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  parabole. 

Et,  si  l'angle  est  droit,  le  sommet  décrit  une  ligne  droite. 

051.  « Si  autour  du  rentre  d’un  cercle,  comme  sommet,  on 
fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante,  la  corde  qu’il  inter- 
cepte dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  » 

La  transformation  homographique  donne  ce  théorème  : 

51,  autour  d'un  point  fixe,  on  fiait  tourner  deux  rayons  formant , 
par  leurs  positions  successives , deux  faisceaux  hontograp/tiques 
dont  les  rayons  doubles  soient  les  tangentes  à la  conique  issues  du 
point  fixe,  la  corde  que  ces  deux  rayons  à angle  variable  inter- 
ceptent dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a un 
double  contact  avec  la  proposée  sur  la  polaire  du  point  fixe. 

052.  Par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  le  théorème  du 
cercle  donne  le  suivant  : 

Si  sur  une  droite  fixe,  dans  le  plan  d’une  conique,  on  forme  deux 
divisions  homographiques  ayant  pour  points  doubles  les  points  de  la 
conique  situés  sur  cette  droite  , et  que  l’on  fasse  tourner  un  angle 
de.  grandeur  variable  circonscrit  à ta  conique,  de  manière  que  les 
points  où  ses  côtés  rencontrent  ta  droite  fixe  soient  toujours  deux 
points  homologues  des  deux  divisions  homographiques,  le  sommet 
de  l’angle  décrira  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posée , sur  la  droite  fixe 

055.  En  quelque  point  d’une  circonférence  de  cercle  qu’on 
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place  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  donnée,  et  quelle  que  soit 
la  position  de  cet  angle,  la  corde  qu’il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un  cercle  concentrique.  » 

Soient  A et  A'  les  deux  côtés  de  l'angle,  comptes  toujours  dans 
le  même  sens  de  rotation  : ils  vont  rencontrer  la  droite  à l'infini 
en  deux  points  a , a'  qui  appartiennent  à deux  divisions  homo- 
graphiqucs  dont  les  points  doubles  sont  les  points  du  cercle  situés 
à l’infini  (Oîi't  ).  D’après  cela,  si  l’on  fait  la  déformation  homogra- 
phique,  on  a ce  théorème  : 

Si,  sur  une  droite  menée  dans  le  plan  d'une  conique,  on  forme 
deux  divisions  /tomographiques  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
points  d’intersection  de  la  conique  et  de  ta  droite,  les  droites  me- 
nées de  deux  points  homologues  quelconques  des  deux  divisions  à 
un  point  quelconque  de  la  conique,  intercepteront  dans  cette  courbe 
une  corde  qui  enveloppera  une  seconde  conique  ayant  un  double 
contact  avec  la  proposée  sur  la  droite  sur  laquelle  sont  les  deux 
divisions. 

054.  Par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  on  conclut  du  théo- 
rème sur  le  cercle,  celui-ci  : 

Quand  deux  faisceaux  /tomographiques  émanés  d’un  même 
point  fixe  ont  pour  rayons  doubles  les  deux  tangentes  menées  de 
ce  point  à une  conique,  si  l’on  mène  une  tangente  quelconque  à cette 
courbe,  et  que  par  les  points  ou  elle  rencontre  deux  rayons  homo- 
logues quelconques  des  deux  faisceaux  on  mène  deux  autres  tan- 
gentes à ta  conique,  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes 
aura  pour  lien  géométrique  une  seconde  conique  qui  aura  un  double 
contact  avec  la  proposée:  le  point  fixe , centre  commun  des  deux 
faisceaux,  sera  le  pôle  de  contact  des  deux  courbes. 

658.  On  peut  appliquer  ces  procédés  de  transformation  à beau- 
coup d’autres  propriétés  du  .cercle  ; mais  il  est  inutile  de  nous  y 
arrêter  ici.  Nous  ferons  seulement  remarquer  que  cette  théorie 
donne  la  solution  d’une  question  qui  a pu  se  présenter  souvent  à 
l’esprit  des  géomètres,  dans  ces  sortes  de  transformations,  parti- 
culièrement dans  les  applications  de  la  perspective  : Qu’est-ce  que 
deviennent  des  polygones  réguliers  ; et  comment  peut-on  construire 

2Çf. 
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à priori  un  polygone  qui  puisse  devenir,  dans  une  transformation 
liomographique  ou  corrélative,  un  polygone  régulier? 

Dans  un  polygone  régulier,  tous  les  côtés  sont  sous-tendus  par 
des  angles  au  centre  du  cercle  circonscrit,  tous  égaux  entre  eux. 

D’après  cela  , concevons  que  par  un  point  fixe  O,  pris  dans  l’in- 
térieurd’une  conique,  on  mène  m rayons  A , B,  C,...,  formant  un 
premier  faisceau  ; les  rayons  pris  en  commençant  par  le  second , 
savoir  B,  C,  D,...,  formeront  un  second  faisceau;  si  les  «leux  fais- 
ceaux, dans  lesquels  les  rayons  B,  C,  D,...  du  second  seront  les 
homologues  respectifs  des  rayons  A,  B,  C,.  . . du  premier,  sont 
(tomographiques,  les  cordes  interceptees  dans  la  conique  par  les 
angles  (A, B),  (B,  C),  etc.,  seront  les  côtés  d’un  polygone  pro- 
venant de  la  perspective  ou  déformation  homographique  d’un  po- 
lygone régulier. 

Par  conséquent , les  propriétés  relatives  aux  polygones  régu- 
liers s’appliqueront  aux  polygones  dont  il  est  question. 

030.  Prenons  ce  théorème  : « Un  polygone  régulier  de  m côtes 
étant  inscrit  à un  cercle , la  somme  des  puissances  n {n  étant  m ) 
des  distances  de  ses  sommets  à une  droite  fixe,  reste  constante  quand 
on  fait  tourner  le  polygone  autour  du  centre  du  cercle  (709).  » 
On  en  conclut,  par  une  deformation  liomographique,  que  : 

Si  un  point  O,  pris  dans  l'intérieur  d'une  conique,  est  le  centre 
il'un  faisceau  de  m rayons  OA,  OB,  OC,...,  tels,  que  les  rayons 
pris  consécutivement  en  commençant  par  le  second,  savoir  OB,  OC, 
OD,...,  forment  un  second  faisceau  liomographique.  Ut  somme  des 
puissances  n ( n étant  m ) des  distances  des  points  oit  tous  ces 

rayons  rencontrent  /(i  courbe , a une  droite  fixe,  divisées  respective- 
ment par  les  puissances  n des  distances  des  mêmes  points  à la  po- 
laire du  point  fixe,  restera  constante  quand  on  fera  tourner  le  fais- 
ceau de  rayons  autour  du  point  O. 

037.  Si  c’est  la  figure  corrélative  que  l’on  fait  à l’egard  du 
théorème  sur  le  cercle,  on  ohtient  un  théorème  relatif  à un  poly- 
gone circonscrit  à une  conique  : 

Si  un  point  O pris  dans  l'intérieur  d’une  conique  est  le  centre 
d un  faisceau  de  m rayons  OA,  OB,  OC,...,  déterminés  comme  il  a 
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été  <lit  dans  te  théorème  précédent , et  que  par  les  points  où  ces 
rayons  rencontrent  la  courbe  on  mène  les  tangentes,  la  somme  des 
puissances  n ( n étant  <f  mi  j des  distances  de  ces  tangentes  à un 
point  fixe , divisées  par  tes  puissances  n des  distances  des  memes 
tangentes  au  point  O,  reste  constante  quand  on  fait  tourner  le 
faisceau  des  m rayons  autour  du  point  O. 

Ce  théorème  elle  précédent  donnent  lieu  à diverses  autres  pro- 
positions dont  le  développement  ne  peut  trouver  place  ici  (*). 

Hl.  Usage*  (Je  la  théorie  des  figures  homologiques  et  de  celle  des  polaires 
réciproques  pour  les  transformations  d'argles. 

638.  La  théorie  des  figures  homologiques  donne  parfois  le 
moyen  d’appliquer  à une  figure  des  propriétés  d’angles  d’une  autre 
figure;  c’est  dans  le  cas  oit  tous  les  angles  que  l’on  considère  ont  le 
même  sommet.  On  prend  ce  point  pour  le  centre  d'homologie  des 
deux  figures;  et  il  peut  en  résulter  certaines  conséquences 

Par  exemple , deux  coniques  qui  se  touchent  en  un  point  sont 
homologiques  par  rapport  à ce  point  pris  pour  centre  d’homolo- 
gie (**)  : un  angle  qui  a son  sommet  en  ce  point  intercepte  dans  les 
deux  courbes  deux  cordes  qui  sont  deux  droites  correspondantes 
ou  homologiques;  et  si  cet  angle  tourne  autour  de  son  sommet, 
les  deux  cordes  envelopperont  deux  courbes  qui  seront  homolo- 
giques; de  sorte  que  les  propriétés  de  l'une  feront  connaître  les 
propriétés  de  l’autre.  Cela  posé , concevons  que  l’une  des  coniques 
soi  t un  cercle,  et  que  l’angle  tournant  soit  droit;  la  corde  qu’il 
intercepte  dans  le  cercle  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  nor- 
male commune  aux  deux  courbes,  puisque  ce  point  est  le  centre 
du  cercle.  Il  s’ensuit  que  ta  corde  interceptée  dans  la  conique  passe 
aussi  par  un  point  fixe  situé  sur  la  même  normale  Ce  qui  est  un 
théorème  bien  connu. 

Si  l’angle  tournant  n’est  pas  droit , la  corde  qu’il  intercepte  dans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique;  donc  la  corde  inter- 
ceptée dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique. 

(*)  Voir  Comptes  rendus  des  Séances  de  V Académie  des  Sciences , t.  XXVI  ; 
séance  du  m mai  »848- 

(**)  Poncelut;  Traité  des  Propriétés  projectives  ■ p 17 1 et  280. 
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Or  deux  cercles  concentriques  peuvent  être  regardés  comme 
avant  un  double  contact  sur  la  droite  située  à l'infini  ( 719)  ; donc 
la  nouvelle  conique  a un  double  contact  avec  la  proposée  st.r  la 
droite  qui,  dans  cette  conique,  correspond  à l'infini  du  cercle. 
On  a donc  ce  théorème  : 

Si , autour  d'un  point  d'une  conique , comme  sommet,  on  fait 
tourner  un  angle  de  grandeur  constante , la  conte  qu'il  intercepte 
dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a un  double 
contact  avec  la  proposée  (*). 

Cela  est,  comme  on  voit,  un  cas  particulier  du  théorème  (027  ), 
obtenu  par  la  méthode  générale. 

039.  Une  conique,  et  un  cercle  ayant  son  centre  en  l’un  de 
ses  foyers,  sont  deux  courbes  homologiques  dont  le  centre  d’ho- 
mologie est  au  foyer  (**).  Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne 
autour  de  ce  point,  comme  sommet,  la  corde  qu’il  intercepte  dans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Donc  la  corde  inter- 
ceptée dans  ta  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a un 
double  contact  avec  ta  proposée.  Le  contact  (imaginaire)  a lieu  sur 
la  directrice  correspondante  au  foyer;  parce  que  cette  droite  est 
la  polaire  du  foyer,  et , par  conséquent , correspond  à la  droite  à 
l’infini  dans  le  cercle,  laquelle  est  la  polaire  du  centre. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  la  théorie  des 
figures  homologiques  a pu  servir  à faire  des  transformations  de 
propriétés  relatives  aux  angles.  C’est  dans  le  Traité  des  Propriétés 
projectives  de  M.  Poncelet,  que  l’on  trouve  les  premiers  exemples 
et  les  plus  heureuses  applications  de  cette  méthode. 

CIO.  Pour  la  transformation  des  angles , dans  les  figures  corré- 
latives, on  peut  se  servir  de  la  théorie  des  polaires  réciproques, 
en  prenant  un  cercle  pour  conique  auxiliaire.  En  effet,  dans  le 
cercle,  le  pôle  d’une  droite  est  sur  le  rayon  perpendiculaire  à la 
droite.  Il  s’ensuit  que  l’angle  de  deux  droites,  dans  une  figure, 
est  égal  ii  l’angle  des  rayons  menés  d’un  point  fixe  aux  deux  points 
qui  correspondent  à ces  droites  dans  la  ligure  polaire.  De  là  résulte 


( * ) Poncelet  ; Traite  tirs  l'ropi  irtet  projectives  di:s  fiputes;  |>.  ’jHo. 
C ’ * ) thid  ; )(i  i 
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la  méthode  féconde  due  à M.  Poncelet  et  dont  les  géomètres  depuis 
ont  fait  de  nombreuses  applications. 

Ainsi,  de  ce  théorème:  « Les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  d’un  triangle  sur  les  côtés  opposes , passent  par  un  même 
point,  » on  conclut  celui-ci  : Si  il’ un  point fixe  on  mène  des  droites 
aux  trois  sommets  d'un  triangle,  les  perpendiculaires  h ces  droites, 
menées  par  le  même  point , vont  rencontrer  les  côtés  opposés  aux 
trois  sommets  respectivement , en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

011.  Dans  ce  système,  où  l’on  prend  les  pôles  et  polaires  par 
rapport  à un  cercle,  la  conique  qui  correspond  à un  cercle  a l’un 
de  ses  foyers  situé  au  centre  du  cercle  auxiliaire.  Supposons  que 
l’on  considère  dans  le  cercle  proposé  un  angle  de  grandeur  donnée, 
ayant  son  sommet  sur  la  circonférence,  cet  angle  intercepte  dans 
le  cercle  une  corde  qui  enveloppe  un  second  cercle  concentrique. 
On  en  conclut  ce  théorème  : Si , autour  du  foyer  d’une  conique,  un 
fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante , et  que  par  les  points 
où  scs  côtés  rencontrent  une  tangente  quelconque  à la  conique  on 
mène  deux  tangentes  à ta  courbe,  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  tangentes  aura  pour  lieu  géométrique  une  seconde  conique 
ayant  un  double  contact  avec  la  première , sur  ta  directrice  cor- 
respondante au  foyer. 

Si  l’angle  tournant  est  droit , le  lieu  est  la  directrice  elle-même . 

014.  Dans  ces  exemples , les  angles  que  nous  avons  eu  à trans- 
former sont  égaux,  de  sorte  que  notre  méthode  générale  s’v 
applique  aussi,  et  elle  procure  immédiatement  des  résultats  plus 
généraux,  puisque  les  angles  de  la  nouvelle  ligure  n’y  sont  pas 
nécessairement  de  même  grandeur.  Ainsi  le  théorème  précédent 
n’est  qu’un  cas  particulier  du  théjirèmc  (051)  conclu  de  1a  même 
propriété  du  cercle  par  la  méthode  générale,  puisque  celui-ci 
exprime  une  propriété  relative  à un  point  quelconque  pris  dans 
le  plan  d’une  conique,  tandis  que  ce  point  est,  dans  le  théo- 
rème (011),  nécessairement  un  des  deux  foyers  de  la  courbe. 

Il  est  vrai  qu’après  avoir  démontré  un  théorème  relatif  au  foyer 
d’une  conique  par  la  transformation  polaire  d’un  cercle,  on  peut 
généraliser  ensuite  ce  théorème  et  l'appliquer  à un  point  quel- 
conque, par  une  transformation  homngraphique. 
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Si  la  méthode  des  polaires  réciproques  ne  conduit  pas  immé- 
diatement aux  résultats  les  plus  généraux , elle  peut  offrir  un  autre 
avantage , Var  elle  serait  seule  applicable  dans  des  questions  où 
l’on  aurait  à considérer  des  angles  de  grandeurs  différentes.  Mais 
ce  cas  ne  s’est  probablement  présenté  que  fort  rarement  dans  les 
applications  que  l’on  a pu  faire  de  cette  méthode  ingénieuse,  qui 
a puissamment  contribué  aux  progrès  de  la  Géométrie  depuis  l’ap- 
parition du  Truité  des  Propriétés  projectives. 
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QUATRIÈME  SECTION. 

DES  CERCLES. 


CHAPITRE  XXVIll. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A VN  CERCLE. 


§ I.  — Du  rapport  an  harmonique  de  quatre  points  d’un 

cercle . 

1. 

(>-13.  La  seule  propriété  du  cercle  que  nous  supposerons 
connue  est  celle-ci  : Tous  les  angles  qui  ont  leurs  sommets 
en  des  points  de  ta  circonférence  et  qui  sous-tendent  une 
même  corde,  sont  égaux  ou  suppléments  l’un  de  l'autre. 
Cette  proposition  va  nous  servira  introduire,  dans  la  théo- 
rie du  cercle,  la  notion  du  rapport  anharinoniquc  qui  de- 
viendra la  base  des  développements  ultérieurs. 

<>44.  Si  de  deux  points  fixes  P,  P',  pris  sur  la  circonfé- 
rence <V un  cercle  (lig.  i34),  on  mène  des  droites  à chaque 
point  m de  la  circonférence , ces  droites  forment  deux 
faisceaux  /tomographiques . 

En  effet,  deux  droites  P/n,  Pn  du  premier  faisceau  font 
entre  elles  le  même  angle  que  les  deux  droites  correspon- 
dantes P'm , P'n  du  second  faisceau;  donc  les  deux  fais- 
ceaux sont  liomographiques  (1  43). 

11  est  clair  que  le  rayon  PP'  du  premier  faisceau  a pour 
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homologue,  dans  le  second,  la  tangente  au  cercle  en  P'; 
et  pareillement,  que  la  tangente  en  P,  considérée  comme 
rayon  du  premier  faisceau,  a pour  homologue,  dans  le  se- 
cond, le  rayon  P' P (541). 

645.  Le  théorème  précédent  est  susceptible  d’un  autre 
énoncé  ; on  peut  dire  que  : Si  par  quatre  points fixes  a , 1» , 
c,  d,  pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle  (fig.  i35),  on 
mène  quatre  droites  à un  même  point  p de  la  circonfé- 
rence, le  rapport  anhannoniqiie  de  ces  quatre  droites 
est  constant,  quel  que  soit  ce  cinquième  point. 

Nous  appellerons  cette  valeur  constante  le  rapport  an- 
harmonique  des  quatre  points  a,  b,  c , d du  cercle. 

646.  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  droite  et 
d'un  cercle. 

Les  deux  rayons  tournants  P m , P' ni  [fig.  1 36)  mar- 
quent sur  la  droite  deux  divisions  hoinographiques , dont  les 
points  doubles  seront  évidemment  les  points  d’intersection 
cherchés. 

On  construira  ces  points,  soit  au  moyeu  de  trois  couples 
quelconques  de  points  conjugués  a,  a'  des  deux  divisions, 
soit  en  se  servant  des  points  I cl  J',  dont  les  homologues  sont 
à l'infini  (154). 

Ol>se/vation.  — Il  résulte  de  là  que  les  propriétés  rela- 
tives aux  points  d’intersection  d un  cercle  par  une  droite 
se  peuvent  conclure  de  celles  des  points  doubles  de  deux 
divisions  hoinographiques. 

Ce  que  celle  méthode  a de  plus  utile  ici , c’est  qu  elle 
permet  d’introduire  dans  la  théorie  du  cercle  la  notion  des 
points  imaginaires,  qui  semblait  exiger  l’emploi  de  la  Géo- 
métrie analytique.  On  lève  par  là  une  grande  difliculté  qui 
entravait  la  marche  de  la  Géométrie  pure.  Nous  verrons 
plus  loiu  (*)  combien  la  considération  des  imaginaires  peut 


C)  Cbap.  XXXtllot  XXXIV. 
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être  utile  comme  moyen  de  démonstration,  même  dans  des 
propositions  exclusivement  relatives  à des  objets  réels. 

647.  Prenons  pour  les  poiuts  P,  P' les  extrémités  d’un 
diamètre  ( fig.  1^7),  et  soit  p le  point  où  ce  diamètre  ren- 
contre la  droite  proposée  L. 

Qu’on  mène  la  corde  P'M  parallèle  à cette  droite,  puis 
la  corde  PM  ; celle-ci  marquera  sur  la  droite  le  point  1 (loi), 
qui  sera,  par  conséquent,  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  P sur  la  droite.  De  môme,  la  perpendi- 
culaire P' J'  marque  le  point  J'.  Le  point  milieu  O des  deux 
1 et  J'  est  le  milieu  des  deux  points  d’intersection  (loi). 
Par  conséquent , on  en  conclut  que  : Le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  d'un  cercle  sur  ntic  droite 
est  le  milieu  des  deux  points  d’intersection  ( réels  ou  ima- 
ginaires) de  la  droite  et  du  cercle. 

618.  Considérons  le  point  p comme  appartenant  à la 
première  division,  et  conséquemment  au  rayon  PP'  du 
premier  faisceau,  son  homologue  p'  sera  sur  la  tangente 
en  P'  (614) , laquelle  est  perpendiculaire  à PP'.  On  peut 
exprimer  les  deux  divisions  homographiques  par  l’équation 

pa.pa' — p J',  pa  — pl.prt'  4-  pl.pp'~  o ( ti>2)  ; 

et  les  points  d’interseclion  de  la  droite  et  du  cercle  se  dé- 
terminent par  celle-ci  : 

J 

pa  — (pi  -t-  pJ')po  4-  p I.p p'  = o. 

Soient  e,  f ces  points  (réels  ou  imaginaires);  le  produit 
pe.pf  est  égal  au  dernier  terme  pl.pp' . 

Autrement.  Considérons  les  deux  points  p et  I de  la 
première  division,  dont  les  homologues  , dans  la  seconde, 
sont  p'  et  I'  (celui-ci  à l’infini);  les  deux  couples  p,  1',  et 
I , p'  forment  avece,  j\  une  involulion  (259)  dont  le  point 
central  est  p,  puisque  son  conjugué  l'est  à l’infini;  on  a 
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donc 

pe.py=  pi  .pp'  (197). 

Cela  posé,  on  a,  dans  les  deux  triangles  semblables  pIP, 

ppy5 

pi  oP' 

Jp=j7’  ou  fi-PP'  = pP-pP'- 

Donc 

pe.pf—  pP.pP'  = ronst. 

Donc  : Si  autour  d'un  point  p on  fait  tourner  une  trans- 
versale, le  produit  des  segments  compris  entre  ce  point  et 
les  deux  points  ( réels  ou  imaginaires)  où  cette  droite  ren- 
contre le  cercle,  reste  constant . 

Soit  C le  centre  du  cercle,  et  II  son  rayon  ; on  a 

pP.pP'  = Pc"-R', 

et,  par  conséquent, 

pe.pf  = pC  ' — R* . 

Si  le  point  p est  le  milieu  O des  deux  points  e,f,  on  a 

O/—  — Or  ut  07=  R — ôc! 

049.  Puisque  le  milieu  des  deux  points  d'intersection 
d’une  droite  et  d’un  cercle  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  la  droite  (647) , il  s’ensuit  que  : 

Si  autour  d'un  point  on  fait  tourner  une  droite , le  mi- 
lieu des  deux  points  ( réels  ou  imaginaires)  où  elle  ren- 
contre un  cercle  fixe , a pour  lieu  géométrique  un  second 
cercle  ayant  pour  diamètre  la  droite  menée  du  point  fixe 
au  centre  du  cercle  proposé. 

650.  Quand  une  droite  A ne  rencontre  pas  un  cercle,  les 
points  doubles  des  deux  divisions  liomographiques  par  les- 
quelles on  cherche  à déterminer  les  points  d intersec- 
tion (646)  sont  imaginaires,  et  l’on  en  conclut  cette  pro- 
priété remarquable  (4/1):  d existe,  de  part  et  d’autre 
de  la  droite  A (fig.  t .16) , un  point  d où  ! on  voit  tous 
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les  segments  tels  que  a.a!  sons  tics  angles  île  même  gran- 
deur j et  ce  point  est  toujours  le  même,  quels  que  soient 
les  deux  points  fixes  P,  P',  pris  sur  la  circonférence. 

F,n  eflet,  la  distance  du  point  en  question  à la  droite  A a 
son  carré  égal,  avec  le  signe  — , au  carré  du  demi-segment- 
compris  entre  les  deux  points  doubles  (171) , et,  par  con- 
séquent, au  carré  de  la  demi-corde  imaginaire  interceptée 
sur  la  droite  par  le  cercle  (*). 

651 . Déterminer  les  points  imaginaires  d’un  cercle,  situés 
à l'infini. 

L'infini  est  une  ligne  droite,  il  faut  donc  déterminer  les 
points  d’intersection  du  cercle  par  celte  droite  située  à 1 in- 
fini. Les  rayons  P//i,P'wi,  qu’on  fait  tourner  autour  de 
deux  points  fixes  P,  P'  (fg.  i36),  et  qui  se  croisent  en  un 
autre  point  quelconque  de  la  circonférence,  rencontrent  la 
droite  en  deux  points  a , a1  situés  à l’infini  et  formant 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  demandés.  Or,  si  par  le  point  P on  mène  la 
droite  P ni1  parallèle  à P'/n,  elle  ira  passer,  à l’infini , par 
le  point  a'\  de  sorte  que  les  deux  divisions  homographiques 
sont  formées  par  les  deux  côtés  de  l’angle  mVm' . Or  cet 
angle  est  de  grandeur  constante,  par  conséquent  ses  côtés 
Pm,  Pm',  en  tournant,  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques dont  les  rayons  doubles  (imaginaires)  répondent 
aux  points  doubles  des  deux  divisions  homographiques  à 
l’infini.  On  a donc  ce  théorème  : 

Les  points  d intersection  d'un  cercle  par  la  droite  située 
à l'infini , sont  sur  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux 
homographiques  formés  par  les  deux  côtés  d’un  angle 
de  grandeur  constante , tournant  autour  de  son  sommet. 

L’angle  change  de  grandeur  si  le  point  P'  se  déplace  sur 


'*)  (!e  théorème  Aura  diverses  applications;  nous  nous  en  sertirons  no- 
tamment pour  démontrer  qu'un  cône  à base  circulaire  peut  être  coupé  d'une 
seconde  manière  suivant  un  cercle,  (Chap.  XXXIV.) 
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la  circonférence;  il  en  résulte  que  les  rayons  doubles  des 
deux  faisceaux  formés  par  les  deux  côtés  sont  toujours  les 
mêmes,  quel  que  soit  cet  angle,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà 
démontré  directement  (172). 

632.  Si  par  un  point  quelconque  on  mène  deux  droites 
A,  A'  parallèles  aux  deux  côtés  de  l’angle  ml? ni'  considéré 
dans  une  de  ses  positions,  ces  deux  droites  passeront  par 
deux  points  homologues  des  deux  divisions  homographiques 
situées  à l’infini.  Il  en  résulte  ce  théorème  général  : 

Si  l’on  a des  angles  (A,  A'),  (.6,  IV),  (C,C'),  etc., 
tous  de  même  grandeur  et  Jormés  dans  le  même  sens  de 
rotation  à partir  de  leurs  origines , mais  placés  d’une  ma- 
nière quelconque , leurs  côtés  forment  sur  la  droite  située 
à T infini  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles,  imaginaires,  sont  toujours  les  mêmes,  quelle  que 
soit  la  grandeur  commune  des  angles-  et  ces  points  don  ■ 
blés  sont  les  points  d’ intersection  d’un  cercle  quelconque 
tracé  dans  le  plan  de  la  figure,  par  la  droite  située  à 
l’infini  (*). 

II.  Polygones  inscrits  à un  cercle. 

633.  Soient  PA,  P'A  et  PB,  P'B  deux  couples  de  rayons 
homologues  fixes,  etPm,  P 'm  deux  rayons  homologues  va- 
riables; l’homographie  des  deux  faisceaux  considérés  pré- 
cédemment (611)  s’exprime  par  l’équation  générale 

sin  m PA  sin  m P'A  ,,,,, 

= X — 145). 

sin  m PB  sin  ni  P B 7 

Mais  ici  la  constante  X est  égale  à l’unité;  car  les  deux 
angles  m PA  et  w P'A  sont  égaux  ou  suppléments  l’un  de 
l’autre,  ainsi  que  les  deux  mPB , mP'B.  Ainsi  l'équation  est 

sin  m PA  sin  m P'A 

sin  /«  PB  sin  m P'B 


(•)  (i’e»l  ce  théorème  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les  applications 
des  méthodes  do  Iran* foi malion  dos  figures  ( 024  ) 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  463 
Le  premier  membre  est  égal  au  rapport  des  distances  du 
point  ni  aux  deux  droites  PA , PB,  et  le  second,  au  rap- 
port des  distances  du  même  point  aux  deux  droites  P'A, 
P' B.  Ce  qui  exprime,  à l'égard  du  quadrilatère  PAP'  B, que: 
Dans  un  quadrilatère  inscrit  à un  cercle,  le  produit 
des  distances  de  chaque  point  de  la  circonjérence  à deux 
côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  distances  du  même 
point,  aux  deux  autres  côtés  opposés. 

65 i.  On  peut  étendre  ce  théorème  à un  polygone  quel- 
conque d’un  nombre  pair  de  côtés;  c’est-à-dire  que  : 
Quand  un  polygone  d’un  nombre  pair  de  côtés  est  in- 
scrit au  cercle,  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  la  circonjérence  aux  côtés  de  rang  pair  est  égal 
au  produit  des  distances  du  môme  point  aux  côtés  de  rang 
impair. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  d’observer  que 
s’il  a lieu  pour  un  polygone  de  in  côtés,  il  aura  lieu  pour 
un  polygone  de  2«  -f-  2 côtés,  parce  que  celui-ci  se  dé- 
compose, au  moyen  d’une  diagonale,  en  un  polygone  de 
2 n côtés  et  1111  quadrilatère,  et  que  les  équations  relatives 
à ces  deux  figures  fournissent  immédiatement  l’équation 
relative  au  polygone  de  in  -+-  2 côtés.  On  conclut  de  là  que 
le  théorème  étant  vrai  pour  un  quadrilatère,  il  l’est  aussi 
pour  un  hexagone,  pour  un  octogone,  etc.  Donc,  etc. 

655.  Un  polygone  inscrit  dans  un  cercle  peut  être  re- 
gardé comme  ayant  un  côté  infiniment  petit,  dirigé  sui- 
vant la  tangente  au  cercle,  en  l’un  de  scs  sommets.  Celte 
considération  permet  d’appliquer  le  théorème  à des  poly- 
gones quelconques.  On  en  conclut,  par  exemple,  que  : 
Quand  un  polygone  est  circonscrit  à un  cercle , si  l’on 
considère  te  polygone  inscrit  qui  a pour  sommets  les  points 
de  contact  des  côtés  du  polygone  circonscrit , le  produit 
des  distances  d’un  point  île  la  circonjérence  aux  côtés  du 
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premier  polygone  est  égal  an  produit  des  distances  du 
même  point  aux  côtés  <lu  second. 

056.  Soit  un  quadrilatère  PmP'n  inscrit  au  cercle 
(fig.  1 38 ) . Une  droite  L rencontre  les  deux  côtés  Pm,  P n 
en  a,  ô;  les  deux  P'm,  P'«  en  a\  b',  et  la  circonférence 
en  deux  points  e,f  (réels  ou  imaginaires);  ces  deux  points 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques 
dont  a,  b et  a ',  b'  sont  deux  couples  de  points  homolo- 
gues (646).  Par  conséquent,  les  trois  couples  e,f-,  a,  b'  et 
a',  b sont  en  involution  (207).  Or  a,  b'  appartiennent  à 
deux  côtés  opposés  du  quadrilatère , et  a1,  b aux  deux  autres 
côtés  opposés.  Donc, 

Quanti  un  quadrilatère  est  irisent  dans  un  cercle,  une 
transversale  quelconque  rencontre  scs  deux  couples  de 
côtés  opposés  et  la  circonférence,  en  trois  couples  de  points 
qui  sont  en  involution. 

Cette  proposition  est  celle  que  Ton  appelle  le  théorème 
de  Desargues  sur  Y involution. 

Autrement.  Les  droites  menées  des  deux  sommets  P,  P' 
du  quadrilatère  PmP'n  aux  quatre  points  rn,  n,  e,  f de 
la  circonférence  forment  deux  faisceaux  qui  ont  le  même 
rapport  anharmonique  (044).  Conséquemment  les  deux  sé- 
ries de  quatre  points  dans  lesquels  ces  droites  rencontrent 
la  transversale,  savoir  a,  b , e,  / et  a',  b',  e , f \ ont  le 
même  rapport  anharmonique;  et  l’on  a 

ea  fa  ea'  fa! 

7b  fb~7b'  fb' ’ 
ou 

ea . cb'  fa  .fb' 

rn'.rb  fa' .fb 

Ce  qui  est  une  des  équations  d’involulion  à huit  segments. 
Donc,  etc. 

Celte  seconde  démonstration  exige,  à la  rigueur,  que  les 
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ilous  points  e,  J'  soient  imaginaires,  puisqu'on  les  consi- 
dère isolément,  tandis  que  dans  la  première  ces  points  sont 
réels  ou  imaginaires,  indifféremment. 

637.  L’équation  précédente  s’étend  à un  polygone  d’un 
nombre  pair  de  côtés;  c’est-à-dire  que  : 

Quanti  un  polygone  rl'un  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit 
dans  un  cercle , si  l’on  mène  une  transversale  qui  rencon- 
tre les  côtés  dej'ting  pair  en  des  points  a,  a. ',  a",...,  les 
côtés  de  rang  impair  en  des  points  o , c',  6",...,  et  la  cir- 
conférence en  deux  points  e,  f,  on  aura  la  relation 

ea.ea'.ea". . . fa.  fa!  .fa" 

c%  e-n’-ed".  . . .f 

La  démonstration  se  fait  par  le  même  raisonnement  que 
pour  le  théorème  (634) . 

III.  Hexagone  inscrit  au  cercle. 

638.  Les  droites  menées  de  quatre  points  d'un  cercle  à 
deux  autres  points  de  la  circonférence  forment  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux  (644);  on  en  conclut,  en  considérant  les  six 
points  comme  les  sommets  d’un  hexagone  (417) , le  théo- 
rème de  Pascal  : 

Quand  un  hexagone,  est  inscrit  dans  un  cercle,  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

§ II. — Du  rapport  enharmonique  de  quatre,  tangentes 
h un  cercle. 

I. 

* 

639.  Deux  tangentes  à un  cercle  étant  fixes , si  l’on 
mène  plusieurs  autres  tangentes,  leurs  parties  comprises 
entre  les  deux  premières  seront  vues,  du  centre  du  cercle, 
sous  des  angles  égaux  ou  suppléments  l’un  de  l'autre. 

3 o 
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En  effet,  soient  À et  A'  ( fig . 139)  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  fixes  , et  ni  le  point  de  contact  d une 
troisième  tangente  les  deux  droites  Ca,  C a',  issues 
du  centre  du  cercle,  sont  perpendiculaires  aux  deux  in  A, 
m A',  et  font  entre  elles  un  angle  «Cn'  supplément  de 
l’angle  A ///A',  dont  les  deux  côtés  sous-tendent  la  corde 
fixe  AA'.  Or  tous  ces  angles  A ni  A1  sont  égaux  ou  supplé- 
ments l'un  de  l’autre.  Donc,  etc. 

Corollaï he.  — Quand  les  deux  tangentes  fixes  sont  pa- 
rallèles, l’angle  aCa1  est  droit.  Donc,  la  portion  d’une 
tangente  au  cercle,  comprise  entre  deux  tangentes  paral- 
lèles, est  vue  du  centre  sous  un  angle  droit. 

0(30.  On  conclut  du  théorème  précédent,  que  : 

Une  tangente  mobile , roulant  sur  un  cercle,  rencontre 
deux  tangentes  fixes,  en  deux  points  qui  forment  deux 
divisions  homographiques . 

En  effet,  l’angle  ntrt'  restant  de  même  grandeur,  les 
deux  rayons  C a , C a'  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  et,  par  conséquent,  les  deux  points  a , a'  for- 
ment deux  divisions  homographiques. 

661 . Les  droites  menées  d’un  point  fixe , aux  deux  sé- 
ries de  points  a et  a ',  formeront  deux  faisceaux  homogra- 
phiques  dont  les  rayons  doubles  seront,  évidemment,  les 
tangentes  au  cercle  menées  par  ce  point.  Les  rayons  doubles 
peuvent  être  imaginaires;  les  tangentes  le  seront  aussi.  O11 
conçoit  donc  bien  ce  que  l’on  entendra  par  deux  droites 
imaginaires  tangentes  à un  cercle.  Cette  notion  nous  sera 
très-utile. 

662.  On  conclut  du  théorème  (660)  que  : Quatre  tan- 
gentes à un  cercle  sont  rencontrées  par  une  cinquième  en 
quatre  points  dont  le  rapport  an/iarmonique  reste  con  ■ 
s tant , quelle  que  soit  cette  cinquième  tangente. 
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Nous  appellerons  celte  quantité  constante,  le  rapport 
aidiannoniqiw  ries  quatre  tangentes  fixes. 

(iüii.  Ix.  rapport  an  harmonique  fie  quatre  tangentes  à 
un  cercle  est  égal  à celui  fies  quatre  points  tle  contact. 

En  effet , le  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  a , 

b,  c,  d (Jig.  i4o) , est  celui  des  quatre  droites  menées  de 
ces  points  à un  autre  point  m de  la  circonférence  ((>45)  ; et 
le  rapport  anliarmonique  des  quatre  tangentes  aux  points 
«,  b , c , d est  celui  des  quatre  points  d’intersection  de  ces 
tangentes  par  une  cinquième  quelconque  ((>02),  et,  par 
conséquent,  par  la  tangente  au  point  m.  Soient  a,  6,  y, 
à ces  quatre  points  d’intersection  : leur  rapport  anharmo- 
nique  est  égal  à celui  des  quatre  rayons  menés  du  centre 
du  cercle  à ces  points;  et  comme  ces  rayons  sont  perpendi- 
culaires, respectivement,  aux  quatre  droites  qui  vont  du 
point  m aux  quatre  points  a , b , c , </,  leur  rapport  anhar- 
monique  est  égal  à celui  de  ces  quatre  droites.  Mais  celui-ci 
exprime  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  «,  ô, 

c , d\  donc  ce  rapport  est  égal  à celui  des  quatre  tangentes. 

C.  Q.  F.  D. 


II.  Polygones  circonscrits  au  cercle. 

664.  Soit  un  quadrilatère  circonscrit  abb'a'  (Jig.  I41) 
et  une  tangente  mobile  mm'  qui  rencontre  ses  côtés  opposés 
«ô,  a'b'  en  m et  m'.  Ces  deux  points  forment  deux  divi- 
sions homographiques  (660) , et,  par  conséquent,  on  a 


ma 
ni  b 


/ ///' 

' m'  h' 


(IIS). 


Le  rapport  — est  égal  au  rapport  des  distances  de  la 

tangente  mm'  aux  deux  sommets  a , h du  quadrilatère, 

et  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la  même  tan- 
in' h' 


4<>8  traité  de  GÉOMÉTRIE  supérieure. 

gentc  aux  doux  autres  sommets  a',  b'.  Il  s’ensuit  que  réqua- 
tion précédente  exprime  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un  cercle , si 
une  tangente  roule  sur  le  cercle , le  produit  de  ses  distan- 
ces à deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  est  au  pro- 
duit de  ses  distances  aux  deux  autres  sommets,  dans 
une  raison  / qui  reste  constante. 

La  constante  /.  peut  prendre  une  expression  très-simple. 
On  a , dans  les  triangles  C am , C bm , 

ma  sin  ni  Ca  C a 

mb  sin/nCè  Ci 

Et  de  même 

m'a'  sin  m'Ca'  Ca' 

m'b'  sin  m'C  b'  C b' 

Or  les  deux  angles  ni  Ca  et  m'Ca'  ont  leurs  sinus 
égaux  (t»59),  ainsi  que  les  deux  mCb,  m'C//.  Donc 

ma  m'a'  Ca  Ca' 
mb  ' m’b'  ~ Cb  ' CÏ7’ 

El  par  conséquent, 

Ca  Ca'  Ca.Cb' 

Cb  ’ C b'  Cb . Ca' 

Ainsi  : 

Ixi  raison  A est  égale  an  produit  des  distances  du  centre 
du  cercle  aux  deux  premiers  sommets  opposés  du  quadri- 
latère, divisé  par  le  produit  des  distances  du  même  centre 
aux  deux  autres  sommets. 

Le  centre  du  cercle  lient  lieu,  en  quelque  sorte,  d'une 
tangente. 

Autrement . Voici  une  seconde  démonstration  de  ce  ré- 
sultat singulier,  qui  montrera  mieux  la  raison  première 
«le  la  propriété  dont  jouit  ici  le  centre  du  cercle.  Il  suffit 
d’appliquer  le  théorème  aux  deux  tangentes  imaginaires 
issues  de  ce  point,  considérées  simultanément  (HG1). 
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En  effet , soient  d’abord  deux  tangentes  quelconques  M , 
M,  et  soit  O leur  point  de  concours.  Le  produit  desdistanccs 
des  deux  sommets  a , l>'  du  quadrilatère  à ces  deux  tan- 
gentes, divisé  par  le  produit  des  distances  des  deux  autres 
sommets b,  a'  aux  mêmes  tangentes,  est  égal  à une  con- 
stante X*,  d’après  la  première  partie  du  théorème:  il  s’ensuit 
qu’on  a la  relation 

nO.b'O  sin aOM.sin a OM*.  sin 4'OM . sin  4'OM' 

7771  TT,1  sin  èOM.sin èOM' . sin  «'DM  .sinn'OM' 

I/O  . a O 

Les  deux  tangentes  issues  du  point  O sont  les  rayons 
doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  dont  h»  rayons 
passeraient,  les  uns  par  les  points  a,  b,  c,...,  et  les  autres 
par  les  points  a',  b',  c\.  .. , que  les  tangentes  au  cercle 
déterminent  sur  deux  tangentes  fixes  (litil).  Or,  quand  le 
point  O est  le  centre  du  cercle,  les  angles  des  deux  fais- 
ceaux sont  égaux , deux  à deux  ; par  exemple,  l’angle  «O b 
est  égal  à l’angle  a'Ub ou  à son  supplément  (15511) , ce  qui 
revient  au  même-,  et  alors  ou  a,  à l’égard  des  deux  rayons 
doubles  M , M', 

sinaOM  sinrtOM'_. 

sin  40M  sinAOM'  ’ 

et  de  meme 

sin  a'  OM  sin  a'  OM' 
sinè'OM  sinè'O.M' 

L’équation  précédente  se  réduit  donc  à 
«O  I/O  . 

40  ’ 7/0  ~ >m 

G.  Q.  V.  D. 

(5155.  Le  théorème  précédent  s’étend  à un  polygone  quel- 
conque d’un  nombre  pair  de  côtés;  c’est-à-dire  que  : 

Un  polygone  d’un  nombre  pair  de  côtés  étant  circon- 
scrit, à un  cercle,  si  l'on  mène  une  tangente  iptelconque , le 
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produit  de  ses  distances  aux  sommets  de  rang  pair  sera 
au  produit  de  ses  distances  aux  sommets  de  rang  impair, 
dans  une  raison  constante  , égale  au  produit  des  distances 
des  sommets  de  rang  pair  au  centre  du  cercle , divisé  pat- 
te pivduil  des  distances  des  sommets  de  rang  impair  au 
même  centre. 

La  démonstration  est  tout  à l’ait  semblable  à celle  du 
théorème  ( 65-t  ) . 

666.  On  peut  regarder  le  poiut  de  contact  d’une  tangente 
à un  cercle  comme  le  sommet  d’un  angle  circonscrit  dont 
les  deux  côtés  seraient  infiniment  peu  différents  en  direc- 
tion. De  sorte  que  le  point  de  contact  d'un  côté  d’un  poly- 
gone circonscrit  |>eut  être  regardé  comme  un  sommet  d’un 
polygone  qui  aurait  un  sommet  de  plus.  11  résulte  de  ces 
considérations,  que  les  théorèmes  précédents  peuvent  être 
appliqués  à des  polygones  circonscrits,  d’un  nombre  quel- 
conque de  côtés.  On  a,  entre  autres,  ce  théorème  : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  à un  cercle,  le  pro- 
duit. des  distances  de  ses  sommets  à une  tangente , est  au 
produit  des  distances  îles  points  de  contact  de  ses  côtés  à 
la  même  tangente , dans  une  raison  constante , quelle  que 
soit  cette  tangente. 

607.  Les  tangentes  a un  cercle  rencontrant  deux  tan- 
gentes fixes  L,  L'  en  des  points  a , b,...  et  a',  b',...,  qui 
forment  deux  divisions  homographiques  (060) , les  droites 
P a,  Pi,.  .,  et  Po',  Pi',...,  menées  d’un  même  point  P à 
ces  deux  séries  de  points,  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques,  et  les  rayons  doubles  de  ces  deux  faisceaux 
sont  les  tangentes  au  cercle , menées  par  le  point  P (601  ) . Or 
ces  rayons  doubles  forment  un  faisceau  en  involution  avec 
les  deux  couples  de  droites  Pc/,  Pi',  et  Pi,  P a'  (207).  On 
a donc,  en  considérant  le  quadrilatère  abb'a'  circonscrit  au 
cercle . ce  théorème  : 
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Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un  cercle,  les 
deux  couples  de  droites  menées  d'un  même  point  à ses 
sommets  opposés , et  les  deux  tangentes  menées  du  même 
point  à la  circonférence  du  cercle  , forment  un  faisceau  en 
insolation . 

Il  nous  sera  utile  de  remarquer  ici  que  la  démonstration 
implique  le  cas  où  les  deux  tangentes  sont  imaginaires. 

Appelons  K et  F ces  deux  tangentes  (réelles  ou  imagi- 
naires), a,  a'  les  droites  menées  à deux  sommets  opposés 
du  quadrilatère,  et  S , 6'  les  droites  menées  aux  deux  autres 
sommets;  on  aura,  entre  autres,  l'équation  d'involution 
suivante  : 

sin(E,  a).sin(E,  a')  sin  (F,  ff).sin(F,  a') 
sin ( E,  6 ).sin ( E,  6')  sin ( F,  S).  sin ( F , 6') 

ÜG8.  Celte  équation  s’étend  à un  polygone  circonscrit 
au  cercle , d’un  nombre  pair  de  sommets  ; c’est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  sommets  est 
circonscrit  à un  cercle , si  d’un  même  point  on  mène  les 
tangentes  au  cercle  et  îles  droites  aboutissant  aux  sommets 
du  polygone,  on  aura,  en  appelant  E,  F les  deux  tan- 
gentes, et  a,  a1,  a",..,  les  droites  menées  aux  sommets 
de  rang  pair,  et  G,  G',  S",...  les  droites  menées  aux  som- 
mets de  rang  impair , ta  relation 

sin(E,  a)  .sin  (E,  al) . sin  ( E, a")...  sin  (F,  a). sin  (F,  a')  .sin  (F,  a'')... 

sin(E,  6).sin(E,6').sin  ( E,  S")...  sin(  K,  ê).  sin  (F,  6').  sin  (F,  6")... 

La  démonstration  se  l’ait  comme  celle  que  nous  avons 
indiquée  pour  le  théorème  ((Rio)  ; et  la  remarque  qui  a 
donné  lieu  au  théorème  (066)  s’applique  également  ici. 

III.  Hexagone  circonscrit  au  cercle. 

669.  Quatre  tangentes  à un  cercle  rencontrent  deux 
autres  tangentes  en  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont  le 
même  rapport  anharmonique  (662).  Donc, en  considérant 
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les  six  tangentes  comme  formant  un  hexagone  circonscrit 
au  cercle,  on  a,  d’après  la  proposition  (4*4)  i le  théorème 
suivant,  dù  à M.  Briauchon  : 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  à un  cercle,  les  trois 
diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par 
un  meme  point  (*  ). 


$ 111.  — Propriétés  diverses. 


I. 

# 

670.  Si  sur  le  diamètre  d’un  cercle  on  prend  deux 
points  qui  divisent  harmoniquement  ce  diamètre , les  dis- 
tances de  chaque  point  de  la  circonférence  à ces  deux 
points  fixes  ont  leur  rapport  constant. 

En  effet,  soient  e,J  les  deux  points  qui  divisent  harmo  - 
niquement le  diamètre  AA'  (f‘g-  i42)’,  les  droites  menées 
d’un  point  de  la  circonférence  à ces  deux  points  font  des 
angles  égaux  avec  la  droite  menée  du  même  point  à l’une 
des  extrémités  du  diamètre  (81).  Or  on  a,  dans  les  deux 
triangles  em  A , fm  A 


cm  sin  A fm  sin  A 
e A sin  em  A ’ /A  sin  fm  A 


Il  s'ensuit , puisque  les  deux  angles  ernA  , J/n  A sont  égaux  , 
que 


em  f m 
f A f\  ’ 


ou 


me  A f 

7fr=  Tf~ c0,lsl' 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 

671.  Si  par  deux  points  e,  f,  qui  divisent  harmonique- 
ment le  diamètre  AA'  d’un  cercle  (fig.  t 43 ) , on  élève  deux 
perpendiculaires , toute  tangente  au  cercle  rencontre  ces 
droites  en  deux  points  e',  f tels,  que  les  droites  menées 


(*)  Nous  avons  dit  comment  M.  iirianchon  a déduit  ce  théorème 

do  celui  de  Fa.Ncal  sur  rheiapone  inscrit 
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du  centre  à ces  deux  points  sont  également  inclinées  sur 
la  droite  menée  du  centre  au  point  où  fa  tangente  ren- 
contre la  tangente  fixe  en  l’une  des  extrémités  du  dia- 
mètre AA'. 

En  ell’ct,  les  deux  droites  Ce',  C J'  forment  avec  les 
deux  C a,  C «'  un  faisceau  harmonique,  tir  celles-ci  sont 
rectangulaires  (059,  coroll.).  Donc  chacune  d’elles  fait  des 
angles  égaux  avec  les  deux  Ce',  Cf  (00).  Donc,  etc. 

Corollaire.  — Il  suit  de  là  que  : Le  rapport  des  deux 


droites  Ce',  CJ'  est  constant  et  égal  à 


A r 

W 


Car,  la  droite  C a divisant  l’angle  e'C J ' en  deux  égale- 


Ce'  ne  , , . ne  /se  r. 

ment,  on  a — r.  = — Mais  — ■=■  = Donc,  etc. 

G f a J af  A f 


A e 


II. 


072.  Si  sur  les  cordes  d’un  cercle  issues  d’un  même 
point  p de  la  circonférence  (fig.  i44),  0,1  prend  des  seg- 
ments pp\  en  raison  inverse  des  cordes,  le  lieu  de  leurs 
extrémités  p'  est  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre 
qui  passe  parle  point  p. 


En  ellet , on  a , par  hypothèse,  pp'  — — s À étant  une  con- 


stante. Soit  pris  sur  le  diamètre  p O,  le  segment  pF.  = 


X 


on  aura 


pp'.pse  = p E.pO  ou 


PfL 

pE 


P®, 
pa  ’ 


ce  qui  prouve  (jue  les  deux  triangles  pEp'  et  oa O,  qui  ont 
l’angle  en  p commun  , sont  semblables , et , par  conséquent , 
que  le  premier  est  rectangle  eu  E,  de  même  que  le  second 
l’est  en  a.  Donc  le  lieu  du  point  p'  est  la  droite  élevée  par 
le  point  E perpendiculairement  au  diamètre  p O. 

C.  Q.  F.  I». 
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073.  Quanti  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle,  le 
produit  de  deiuc  côtés  est  égal  au  produit  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  opposé  sur  le  troisième  côté , 
multipliée  parle  diamètre  du  cercle. 

En  effet , soient  ABC  (Jig-  t45)le  triangle,  Ap  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet  A sur  le  côté  opposé,  et  AA' 
le  diamètre  du  cercle.  Les  deux  triangles  rectangles  15  A p 
et  A'AC  sont  semblables,  parce  que  leurs  angles  en  15  et 
A' sont  égaux;  de  sorte  qu’on  a la  proportion 


AB 
A P 


AA' 

AC’ 


ou  AB . AC  = A p . A A 


Corollaire  1.  — 11  suit  de  laque 


c. 


Q. 


K.  n. 


AB.BC  CA  = Ap.  BC.  AA'; 


d’où  l’on  conclut  que  : 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  est  égal 
ait  produit  des  trois  côtés  dà’isé  par  le  double  de  l'aire  du 


triangle. 


Ainsi,  «,  b , c étant  les  trois  côtés  du  triangle,  S sa 
surface  et  r le  rayon  du  cercle  circonscrit,  ona  4 '.S  = abc. 

En  écrivant  — ^ ^ on  dira  que  Y aire  du  triangle 

est  à l aire  du  cercle  circonscrit,  comme  te  produit  des  tiois 
côtés  du  triangle  est  au  cube  du  rayon  tlu  cercle. 
Corollaire  II.  — En  appliquant  l’équation 

Ap.  AA'  — AB . AC, 


relative  à la  corde  15G,  à tous  les  côtés  consécutifs  d’un  po- 
lygone, d’un  nombre  pair  de  côtés,  inscrit  au  cercle,  on  en 
conclut  immédiatement  le  théorème  (Uni). 


III. 

fu  t.  Un  triangle  ABC  étant  tracé  dans  le  /dan  d'un 
cercle . si  de  ses  sommets  on  mène  les  tangentes  A a , A a'  ; 
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li A,  B A'  et  Ce,  Ce  ( réelles  ou  imaginaires ),  on  aura, 
entre  les  sinus  fies  angles  que  ces  tangentes  Jont  arec  les 
côtés  (lu  triangle , la  relation 

sin  a AB .sin «'  AH  sin  c CA.  sin  c' CA  sin  ABC. sin  A'BC  _ 
sin  a AC  .sin  a'  AC  sin  r CB  .sin  d CB  sin  A BA  . sin  A'  B A 

Supposons  d’abord  que  les  deux  sommets  B , C du  triangle 
soient  extérieurs  au  cercle , le  sommet  A pouvant  être  inté- 
rieur ou  extérieur,  indifféremment. 

Soit  D le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  BA 
et  Ce  : les  trois  droites  menées  de  ce  |>oinl  aux  sommets  du 
triangle  ABC  donnent  la  relation 

sin  ABC  sincCA  sin  DAB 

— • — • = — 1 3ot> , 

sin  ARA  sine  CB  sin  DAC 

On  a pareillement,  à l'égard  du  point  d’intersection  D' 
des  deux  tangentes  BA',  Ce', 

sin  A'BC  sine* CA  sinü'AB_ 
sin  A'  BA  sin  d CB  sin  D'AC 

Multipliant  ces  deux  équations  membre  à membre , il  vient 

sin  ABC. sin  A'BC  sin  < CA  .sin  c'CA  sin  DAB. sin  D' AB  _ 
sin  A BA . sin  A'  BA  sin  cCB.sin  c'  CB  sin  DAC.  sin  D'AC 

ür,  les  quatre  tangentes  BA,  B A',  Ce,  Ce/  forment  un  qua- 
drilatère circonscrit  BDCD'.  Les  droites  menées  du  point  A 
aux  sommets  de  ce  quadrilatère,  et  les  deux  tangentes  A a , 
A a'  (réelles  ou  imaginaires)  forment  une  invnlution  (0(17). 
On  a donc  l'équation 

sin  BAD.sin  BAD'  sin  BA«  sin  BAn' 

sin  CAD.  sin  CAD'  sin  CA  a sinCAn' 

d’après  laquelle  la  précédente  devient  précisément  celle 
qu’il  faut  démontrer. 

Passons  au  cas  où  deux  sommets  A,  B sont  intérieurs, 
et  un  seul  C extérieur. 
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(^luo  sur  le  colt;  AB  on  prenne  un  point  extérieur 
on  a deux  triangles  B’AC,  BMlC,  dont  chacun  n’a  qu'un 
sommet  intérieur,  et  auxquels  s'applique  le  théorème;  et, 
des  deux  équations  relatives  à ees  triangles,  résulte  natu- 
rellement celle  qui  exprime  le  théorème  à démontrer  poul- 
ie triangle  ABC  dont  les  deux  sommets  A , B sont  intérieurs 
au  cercle. 

Enfin,  considérons  le  cas  où  le  triangle  a ses  trois  som- 
mets A,  B,  C intérieurs  au  cercle.  Alors  on  prend  sur  l’un 
des  côtés,  AC  par  exemple,  un  point  extérieur  C',  et  l’on 
a deux  triangles  C'  BA  , C'BC  , auxquels  s’applique  le  théo- 
rème, puisqu’ils  n’ont,  chacun,  que  deux  sommets  inté- 
rieurs; et,  des  deux  équations  relatives  à ees  triangles, 
résulte  celle  qu’il  s'agit  de  démontrer  à l’égard  du  trian- 
gle ABC. 

Ainsi,  le  théorème  est  démontré  complètement,  quelle 
que  soit  la  position  des  trois  sommets  du  triangle  par  rap- 
port au  cercle. 

^ IV.  — Des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle. 

I.  Polaire  d’un  point.  — Pôle  d’une  droite. 

675.  Si  autour  d'un  point  p (fig.  1 46 ) , dans  le  plan 
tl’un  cercle,  on  fait  tourner  une  transversale,  sur  laquelle 
on  prend  le  point  p'  conjugué  harmonique  de  p,  par  rap- 
port aux  deux  points  où  cette  droite  rencontre  le  cercle , 
le  lieu  de  ce  point  p'  sera  une  droite. 

En  ell’et , soit  a le  milieu  des  deux  points  du  cercle  a,  a' ; 
on  aura 

pn  .pa'  = pp'.pa  (70). 

Or  le  rectangle  pa.pa'  est  constant  et  égal  à pA.pA'.  Donc 
le  segment  pp'  est  en. raison  inverse  de  pa.  Mais  le  point  a 
est  sur  un  cercle  qui  passe  par  le  point  p (649).  Donc  le 
point  p'  est  sur  une  droite  (672).  c.  y.  f.  i>. 
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O11  appelle  cotte  droite  la  polaire  du  point  p ; et  réci- 
proqucinent,  ce  point  est  dit  le  pôle  de  la  droite. 

Cette  polaire  est  perpendiculaire  au  diamètre  «pii  passe 
parle  pôle  p;  et  le  point  e où  elle  rencontre  ce  diamètre 
se  peut  déterminer  par  la  relation 

Ce.Co  = CA  = R’  (CO; , 

R étant  le  rayon  du  cercle. 

Remarques . — Quand  la  droite  menée  par  le  point  p ne 
rencontre  pas  le  cercle,  les  deux  points  a.  a'  sont  imagi- 
naires; mais  leur  milieu  a est  toujours  réel  (Gi7);  de  sorte 
que  le  point  p'  se  construit  par  la  même  loi-mule 

_pA.pA' 

P pa 

ou  par  celle-ci , 

ap.  ap'  = aa  (69) , 

dans  laquelle  on  peut  remplacer  aa  par  (il*  — aC  ) 
ce  qui  donne 

xp.ap'—  R: — aC  . 

Celte  relation  fait  voir  que  les  deux  points  p , p1  sont  du 

même  côté  de  a,  ou  de  côtés  différents,  selon  que  (R* — a C ) 
est  positif  ou  négatif;  c'est-à-dire  selon  que  la  transversale 
rencontre  le  cercle  en  des  points  réels  ou  imaginaires. 

Observons  encore  que  ces  diverses  relations  servent  à con- 
struire la  polaire  d’un  point,  sans  que  le  cercle  soit  dé- 
crit, parce  que  l'on  n’y  fait  usage  que  du  centre  et  du  carré 
du  rayon. 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  plus  lard. 

(576.  Les  polaires  des  différents  points  rf  une  droite  pas- 
sent toutes  par  le  pôle  de  la  droite. 

Car  les  deux  "points  p,  p\  dont  le  seconrl  est  sur  la  po- 
laire du  premier,  étant  conjugués  harmoniques  par  rap- 
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port  aux  doux  a,  a',  la  polaire  flu  point  p'  passe  par  le 

point  p (675). 

677 . Si  l’on  mène  par  un  point  p fieux  transversales  p aa', 
p bb'  (fig.  147)?  Ie  point  d’intersection  des  deux  droites 
ab,  a'b'  et  le  point  d’intersection  des  deux  ab\  a'b  seront 
surin  polaire  du  point  p. 

En  eflet,  soient  p ',  p"  les  points  de  la  polaire,  sur  les 
deux  transversales;  on  a les  deux  équations 

ea  . p'a  _ , pA.pül 

pa'  p'a'  pi'  ' p 

Donc 

pa  p’a  pi  p' i 

pa' " p'a'  pi'  p"i' 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  p , a , p1,  a1  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre  points  p , b , 
p ",  b'.  Donc  les  trois  droites  ab , p' p",  a' b'  concourent  en 
un  même  poiut  (38)  ; c’est-à-dire  que  les  deux  droites  ab  , 
a' b'  se  coupent  sur  la  droite  p' p". 

Or,  les  deux  points  b et  b'  entrant  de  la  même  manière 
dans  la  seconde  équation,  on  peut  substituer  l’un  à l’autre, 
et  il  en  résulte  que  ce  qui  est  démontré  des  deux  droites 
ni,  a'b'  s’applique  aux  deux  ab'  et  a' b.  Donc,  etc. 

Autrement.  Les  équations 


pa  p'a  pi  p"i 

yâ’~~~pÂ" 

montrent  que  les  deux  arcs  de  la  circonférence  auxquels 
appartiennent,  respectivement,  les  deux  points  a et  a1, 
ainsi  que  les  deux  b et  b' , forment  deux  courbes  liomologi- 
quesdont  le  point  p est  le  centre  d'homologie,  et  la  polaire 
p' p"  l’axe  d’ homologie  (520).  Far  conséquent,  les  deux 
droites  homologues  ai,  a' b'  se  rencontrent  sur  la  polaire. 

El  si  l’on  considère  les  deux  points  a,  b'  connue  appar- 
tenant à tin  même  arc,  et  les  deux  a',  b comme  leurs  ho- 
mologues sur  l’arc  homoiogique , il  s’ensuivra  que  les  deux 
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droites  ab'  cl  a' b se  rencontrent  aussi  sur  la  polaire  du 
point  p . Donc,  etc. 

078.  Si  l’on  conçoit  que  les  deux  transversales  p ab,  pn'  b' 
soient  infiniment  voisines , les  cordes  ab,  a' b'  se  croiseront 
toujours  sur  la  polaire  du  point  p , cl  deviendront  les  tan- 
gentes en  a et  a'.  Donc  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe , les 
tangentes  menées  par  les  deux  points  où  elle  rencontre 
le  cercle  se  croisent  sur  la  polaire  du  point  fixe. 

En  d’autres  termes  : La  polaire  d'un  point  est  le  lieu 
des  sommets  des  angles  circonscrits  au  cercle , dont  les 
cordes  de  contact,  passent  par  le  point. 

Et  réciproquement  : Le  pôle  d’une  droite  est  un  point 
par  lequel  passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles 
circonscrits  a i cercle,  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  droite. 

079.  Si  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à un 
cercle  on  mène  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  à ces  deux  tangentes , le  pôle  de  l’une  sera  situé 
sur  l'autre. 

Car  les  deux  droites  rencontrent  la  cordc  de  contact  des 
deux  tangentes  en  deux  points  qui  sont  conjugués  harmo- 
niques parrapport  auxdeux  points  de  contact  (79).  Donc  la 
polaire  de  l’un  de  ccs  points  passe  par  l’autre  (070).  Mais 
ces  polaires  passent  par  le  pôle  de  la  corde  de  contact  (070) 
lequel  est  le  poiut  de  rencontre  des  deux  tangentes.  Donc 
ce  sont  les  deux  droites  qu’on  a menées  par  ce  point. 
Donc,  etc. 

Corollaire.  — 11  suit  de  là  que  : Étant  donné  un  cercle, 
si  par  chaque  point  d’une  droite  fixe  on  mène  une  se- 
conde droite  qui  soit  la  conjuguée  harmonique  de  la  pre- 
mière, par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle  issues 
de  ce  point,  cette  droite  passera  toujours  par  un  même 
point  qui  sera  le  pôle  de  la  droite  fixe. 
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II.  Autre  manière  <le  démontrer  les  propositions  précédentes. 

080.  Des  théorèmes  précédents , les  tinsse  rapportent  à 
des  points  et  les  autres  à des  droites  ; de  sorte  qu'ils  peuvent 
se  correspondre  mutuellement,  comme  cela  a lieu  pour  la 
plupart  des  propositions  que  renferme  cet  ouvrage  : par 
exemple,  le  dernier  théorème,  par  lequel  on  construit  le 
/h t/e  d’une  droite,  correspond  au  premier  (07a)  par  lequel 
on  construit  la  polaire  d’un  point.  Cependant  nous  n’avons 
pas  fait  cette  distinction , comme  à l'ordinaire  , ayant  voulu 
traiter  d’abord  ce  sujet  de  la  manière  la  plus  élémentaire, 
en  ce  qu  elle  n'exige  la  connaissance  d’aucune  autre  pro- 
priété notable  du  cercle. 

M ais  nous  allons  reprendre  notre  marche  accoutumée, 
et  suivre  les  deux  voies  parallèles  qui  sont  si  propres  à 
marquer  le  caractère  distinctif  des  différentes  propositions, 
à les  classer  dans  un  ordre  naturel  et  à répandre  toute  la 
clarté  désirable  sur  leur  ensemble. 

081 . Deux  transversales  p aa\  p bb',  issues  du  point  p et 
rencontrant  le  cercle,  donnent  lieu  au  quadrilatère  aa'b'b 
(Jig.  >47)-  Due  troisième  transversale  quelconque,  menée 
par  le  même  point,  rencontre  les  deux  côtés  opposés  ab , 
a' b'  en  deux  points  c,  c',  et  le  cercle  en  deux  autres  points 
£ , j>  (réels  ou  imaginaires).  Ces  deux  couples  de  points  ap- 
partiennent à une  involution  dont  le  point  p est  un  des  points 
doubles  (050).  Or  la  droite  RC,  qui  joint  le  point  de  con- 
cours des  deux  côtés  opposés  ab , a' b'  à celui  des  deux  dia- 
gonales ab' , a' b , et  la  droite  llp  divisent  harmoniquement 
l’angle  des  deux  côtés  ab , a' b'  (340);  donc  la  transversale 
rencontre  la  droite  RG  en  un  point  p'"  qui  est  le  conjugué 
harmonique  de  p par  rapport  aux  deux  c,  c ' . Donc  ce  point 
p'"  est  le  second  point  double  de  1 involution  (205) . Donc  les 
deux  points  p,  p sont  conjugués  harmoniques  par  rappirt 
aux  deux  points  £ et  J.  de  la  courlre. 
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1)<*  là  résulte  tout  à la  fois  la  démonstration  des  deux 
théorèmes  (675  et  677),  relatifs  à la  polaire  d’un  point. 

682.  Considérons  le  quadrilatère  circonscrit  AEBF 
( fig.  148) , dont  les  sommets  opposés  sont  A , 15  et  E,  F. 
Si  d’un  point  quelconque  m de  la  droite  EF  on  mène  les 
droites  m A,  mB  et  les  deux  tangentes  au  cercle  me,  m y 
(réelles  ou  imaginaires),  ces  deux  couples  de  droites  appar- 
tiendront à une  involution  dont  la  droite  EF  sera  l’un  des 
rayons  doubles  (667).  Mais  la  droite  A6  est  divisée  harmo- 
niquement en  G et  R par  les  deux  tld 1 et  EF  (341).  Donc  la 
droite  rnG  et  la  droite  m F.  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  ni  A,  ///15.  Donc  la  droite  mG  est  le 
second  rayon  double  de  l’involntion.  Donc  cette  droite  et 
la  ligne  «iE  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  tangentes  issues  du  point  m.  Or,  d’une  part,  le 
point  G,  par  lequel  passe  cette  droite , est  fixe , quel  que  soit 
le  point  ni , puisque  c’est  l'intersection  des  diagonales  du 
quadrilatère  circonscrit  \d\\d.  Et,  d'autre  part,  si  le 
point  m est  à l'infini,  auquel  cas  les  deux  tangentes  sont 
parallèles  à la  droite  EF,  on  reconnaît  que  le  point  G et  la 
droite  EF  divisent  harmoniquement  le  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  à celte  droite  ; ce  qui  montre  que  le  point  G 
est  le  point  que  l’on  a appelé  précédemment  le  pâle  de  la 
droite  EF  (675). 

On  a donc  ce  premier  théorème  : 

Si  de  chaque  point  d’une  droite  fixe  on  mène  les  deux 
tangentes  à un  cercle  et  la  droite  qui,  avec  la  r/roite  fixe, 
divise  harmoniquement  l’angle  tics  deux  tangentes  ( réelles 
ou  imaginaires),  cette  droite  passe  toujours  par  un  même 
point , qui  est  le  pôle  de  la  droite  fixe  (*). 

Que  l’on  remarque  maintenant  que  ce  point  fixe,  se  trou- 

( n)  Celte  proposition  ne  diffère  pas  du  corollaire do  (070)  ; mais  ici  les 
doux  tangentes  au  cercle  peuvent  Aire  imaginaires , tandis  que  dans  lu  de- 
monstration  du  théorème  (07Î))  on  les  supposait  réelles, 

3i 
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vant  déterminé  par  les  droites  menées  des  dillércnts  points 
de  la  droite  fixe,  est  indépendant  de  la  position  des  deux 
points  E,  F ijue  nous  avons  considérés  sur  celte  droite.  On 
en  conclut  ce  second  théorème  : 

Si  fie  deux  points  d'une  droite fixe  on  mène  des  tan- 
gentes à un  cercle,  les  tliagonales  du  quadrilatère  formé 
par  ces  deux  couples  de  côtés  opposés , passent  par  un 
point  fixe,  quels  que  soient  les  deux  points  pris  sur  la 
droite  ; ce  point  fixe  est.  le  pôle  de  la  droite. 

Corollaire.  — Quand  les  deux  points  pris  sur  la  droite 
sont  inliniment  voisins,  les  deux  diagonales  du  quadrila- 
tère deviennent  infiniment  peu  différentes,  et  à la  limite 
se  confondent  suivant  la  corde  de  contact  des  deux  tan- 
gentes uniques.  D’où  l’on  conclut  que  : 

Quand  le  sommet  d’un  angle  circonscrit  à un  cercle 
glisse  sur  une  droite , la  corde  de  contact  passe  par  un 
point  fixe  , qui  est  le  pôle,  de  la  droite. 

III.  Propositions  relatives  h la  théorie  des  pôles  et  polaires. 

683.  Quand  une  corde  d’un  cercle  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  la  somme  algébrique  des  valeurs  inverses  des 
distances  de  ses  extrémités  à la  polaire  de  ce  point,  reste 
constante. 

Soient  aa‘  ( fig.  1 49)  la  corde  qui  tourne  autour  du  point 
fixe  p,  et  p'  le  point  où  elle  rencontre  la  polaire  de  ce 
point:  on  a 

-7-  = -7-  + -r~,  («*)• 

p p fia  fia 

Or  les  trois  segments  p'a,  fia,  p' p sont  proportionnels 
aux  distances  ap,  a' p'  et  pq  des  trois  points  a , a'  et  p à la 
polaire.  l/équation  devient  donc 

1 1 2 

1 — — = — = const. 

ap  a p oq 

C.  Q.  F.  D. 
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Dans  cette  équation,  les  signes  îles  pcrj*cndieulaires  dé- 
pendent de  leur  direction  à partir  des  points  a , a'.  Ainsi, 
dans  la  figure,  où  le  point  p est  pris  au  dehors  du  cercle, 
les  deux  perpendiculaires  ap,  a' p'  ont  des  signes  contraires. 
Elles  auraient  le  même  signe,  si  le  point  p était  intérieur 
au  cercle. 


08t.  Le  théorème  peut  prendre  cet  énoncé  plus  général  : 
Si  autour  <t  'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  corde  d 'un 
cercle,  les  distances  de  ses  extrémités  à un  axe Jixe  quel- 
conque, divisées  respectivement  parles  distances  des  deux 
memes  points  à la  polaire  du  point  fixe , ont  une  somme 
constante.  En  effet,  soient  a P,  a'  P'  et  oQ  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  trois  points  a , «'et  p sur  l'axe  fixe: 
on  aura  l’équation 


pQ  _ «P  a'  P' 

p'p  n o'  a' 


(««); 


et,  comme  précédemment, 

«P  _ pQ 

ap  a' p'  orf 


< onst . 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 

(585.  Si  de  chaque  point  d’une  droite  on  mène  deux 
tangentes  à un  cercle , la  somme  des  distances  de  ces  deux 
tangentes  à un  point  fixe  quelconque , divisées  par  leurs 
distances  au  pôle  de  la  droite,  est  constante. 

En  ellet,  soient  p le  pôle  de  la  droite,  m le  point  fixe,  et 
a , n',  p'  les  points  où  la  droite  pm  rencontre  les  deux  tan- 
gentes et  la  droite,  polaire  du  point  o;  on  a l’équation 


2 m p'  ma 
pp'  — pa 


ma' 

pa' 


(«*)• 


. ma  ma'  m o'  , 

Or  les  trois  rapports  — > — - et  sont  égaux,  rcspec 
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tivemcut,  aux  rapports  des  distances  des  deux  tangentes  et 
de  la  droite  fixe  aux  deux  points  m et  o;  l’équation  exprime 
donc  le  théorème  énoncé. 


686.  Si  de  chaque  point  d 'une  droite  fixe  on  mène  deux 
tangentes  à un  cercle,  le  produit  des  sinus  des  angles 
quelles  font  avec  celte  droite  est  au  carré  du  sinus  de 
l’angle  que  le  rayon  mené  du  même  point  au  centre  du 
cercle  fait  avec  cette  même  droite , dans  une  raison  con- 
stante. 

En  effet,  on  a (Jig.  *70), 


si  il  am  L — 


sin  a 0 p = 


R 


a I . sin  I 
R 


«I  • ~ , 

— • sin  OotL; 

IV 


et  de  même 


IJonc 


sin  a' ni  L = ~tT'  s'n  O m L . 


. , , «I.«'I  . • IA. IA'  . ^ . 

sin  am  L . sut  a m L = — — — sin’  Om  L = — — — sm’  OraL. 


R’ 


R’ 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 
Corollaire.  — Onpeut  écrire 


sin  a ut  L . sin  a'  ni  L = 


IA.  IA' 
R = 


op’ 

Ont 


De  sorte  que  le  produit  des  deux  sinus  est  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  du  point  m au  centre  du  cercle. 

687.  Nous  appellerons  points  conjugués  par  rapport  à 
un  cercle,  deux  points  tels,  que  la  polaire  de  l'un  passe 
par  l’autre.  11  est  clair  que  si  la  polaire  d’un  point  passe 
par  un  autre  point,  réciproquement  la  polaire  de  celui-ci 
passera  par  le  premier  (676). 

On  peut  dire  aussi  que  deux  points  conjugués  sont  deux 
points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points 
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d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle  par  la  droite 
sur  laquelle  sont  pris  ces  deux  points  (675). 

Pareillement,  nous  appellerons  droites  conjuguées  par 
rapport  à un  cercle , deux  droites  telles,  que  le  pôle  de 
l'une  se  trouve  sur  l'autre. 

On  peut  dire  aussi  que  les  deux  droites  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle 
(réelles  ou  imaginaires)  menées  par  leur  point  de  con- 
cours (679). 

686.  Puisque  deux  points  conjugués,  pris  sur  une  droite 
quelconque,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle 
par  la  droite,  il  s’ensuit  que  : 

Trois  couples  de  points  conjugués,  pris  sur  une  même 
droite , forment  une  involution  de  six  points , dont  les 
points  doubles  sont  les  deux  points  d'intersection  du  cercle 
par  la  droite. 

689.  Pareillement  : Trois  couples  de  droites  conju- 
guées, menées  par  un  même  point,  forment  un  faisceau  de  * 
six  droites  en  in  solution , dont  les  deux  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  au  cercle,  menées  par  ce  point . 

690.  11  résulte  du  théorème  (688),  qu’on  peut  détermi- 
ner les  points  d’intersection  d’un  cercle  et  d’une  droite,  en 
prenant  sur  eette  droite  deux  couples  de  points  conjugués  ; 
les  points  doubles  de  l’involution  déterminée  par  ces  deux 
couples  de  points,  ou , en  d’autres  termes,  les  points  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  couples,  sont  les 
points  d'intersection  cherchés  (réels  ou  imaginaires). 

Pareillement,  on  peut  déterminer  les  tangentes  à un 
cercle,  issues  d’un  point  donné,  en  menant  par  ce  point 
deux  couples  de  droites  conjuguées  ; les  rayons  doubles  de 
l’involution  déterminée  par  ces  deux  couples,  ou,  en  d’au- 
tres termes,  les  droites  conjugées  harmoniques  par  rapport 
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aux  deux  couples  sont  les  tangentes  cherchées  (réelles  ou 

imaginaires). 

Observation.  — On  conçoit  bien  qu’il  ne  s’agit  pas  ici  de 
solutions  pratiques  de  ces  deux  problèmes,  les  plus  simples 
que  l’on  puisse  se  proposer  sur  le  cercle.  Il  s’agit  de  pro- 
priétés qui  seront  fort  utiles  dans  plusieurs  questions,  d’au- 
tant plus  qu’elles  impliquent  le  cas  des  imaginaires. 

691 . Quatre  points  en  ligne  droite  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à celui  de  leurs  polaires.  En  effet,  quatre 
points  a,  b,  e,  d pris  sur  une  même  droite,  ont  leur  rap- 
port enharmonique  égal  à celui  de  leurs  conjugués  a',  //, 
c',  d',  car  ces  points  forment  deux  divisions  homographi- 
ques  (688).  Or  ces  points  conjugués  sont  sur  les  polaires 
des  quatre  poi  nts  a,  6,  c,  d (687) , lesquelles  passent  par 

un  même  point  (676)  ; par  conséquent,  leur  rapport  anhar- 
monique  est  égal  à celui  des  quatre  droites,  lequel  est  donc 
égal  à celui  des  quatre  points  a , ô,  c,  d.  c.  q.  f.  n. 

Corollaire.  — Il  suit  de  là  que,  si  Von  a deux  divisions 
homographiques  sur  deux  droites,  les  polaires  des  points 
de  division  forment  deux  faisceaux  homographiques . 

IV.  Quadrilatère  circonscrit  au  cercle. 

692.  Soit  un  quadrilatère  Ac/lW'  circonscrit  au  cercle 
(fig.  i48);  les  droites  a' b,  ah' , qui  joignent  les  points 
de  contact  des  côtés  opposés , se  croisent  sur  la  diagonale 
AH,  parce  que  les  deux  sommets  A,  H et  le  point  d’inter- 
section des  deux  droites  ah' , a! h sont  trois  points  apparte- 
nant à la  polaire  du  point  de  concours  des  deux  droites 
aa\  bb'  (678  et  677).  Par  la  même  raison  , le  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  ab' , a' b se  trouve  aussi  sur  la 
seconde  diagonale  dd' . Donc  : 

Quaml  un  quadrilatère  est  circonscrit  au  cercle,  ses 
deux  diagonales  et  1rs  droites  qui  joignent  les  points  de 
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contact  des  côtés  opposés  passent  toutes  quatre  par  le 
même  point. 

Remarque.  — Quatre  tangentes  à un  cercle  donnent  lieu 
à trois  quadrilatères  différents , parce  que  l’une  de  ces  tan- 
gentes étant  regardée  comme  le  premier  côté  du  quadrila- 
tère, on  peut  prendre  chacune  des  trois  autres  comme  côté 
opposé. 

Les  trois  quadrilatères  sont  kd'Wd,  AEBF  et  ILd'Vd. 
Si  l’on  considère  la  tangente  en  a'  comme  côté  commun 
aux  trois  quadrilatères , le  côté  opposé  sera  la  tangente  en  b 
dans  le  premier  quadrilatère,  la  tangente  en  b'  dans  le  se- 
cond, et  la  tangente  en  a dans  le  troisième. 

Appliquant  le  théorème  précédent  aux  trois  quadrila- 
tères, on  en  conclut  que  les  quatre  droites  ab' , a' b,  AB  et 
dd'  passent  par  un  même  point,  comme  nous  l’avons  dit; 
que.les  quatre  ab,  a'  b',  AB,  EF  passent  aussi  par  un  môme 
point  R;  et  les  quatre  aa' , bb d'd , EF  par  un  même 
point  p. 

693.  Dans  un  quadrilatère  circonscrit  à un  cercle , le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales  est  le  pôle  de  la 
droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  pôle  de  la  droite'qui  joint  les  points  de  concours  E, 
F des  côtés  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  A d' B d 
est  le  point  de  croisement  des  deux  cordes  de  contact  ab' , 
a' b (678).  Or  ce  point  de  croisement  est  le  même  que  celui 
des  deux  diagonales  AB,  dd'  (692)  ; donc,  etc. 

694.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un  cercle, 
les  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  forment  un  triangle  dont  chaque 
sommet  a pour  polaire  le  côté  opposé. 

Car,  en  appliquant  le  théorème  précédent  aux  deux  autres 
quadrilatères  dont  il  a été  question,  on  en  conclut  que  le 
point  R est  le  pôle  de  la  diagonale  dd',  et  le  point  p celui 
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de  la  diagonale  A lî ; de  sorte  que  les  trois  droites  AB,  dd' 
et  EK  forment  un  triangle  (JRp  dont  chaque  sommet  est  le 
pôle  du  côté  opposé.  Donc,  etc. 

Remarque.  — Il  suit  de  là  que  les  deux  diagonales  sont 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle. 

695.  ■Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un  cercle , 
si  l’on  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  deux  dia- 
gonales en  dent  points,  et  qu’on  prenne  les  deux  autres 
points  qui  avec  ceux-là,  respectivement , divisent  harmo- 
niquement les  deux  diagonales,  ces  deux  points  et  le  pôle 
de  la  droite  dans  le  cercle,  sont  tous  trois  en  ligne  droite. 

En  elfet,  soitE  la  transversale  et  1/  la  droite  qui  joint  h» 
deux  points  qui,  avec  ceux  où  L rencontre  les  deux  diago- 
nales, divisent  harmoniquement  ces  diagonales.  Si  du  point 
d’intersection  des  deux  droites  L et  L'on  mène  les  tangentes 
au  cercle  et  des  droites  aux  extrémités  des  deux  diagonales, 
ces  six  droites  seront  en  involulion  (667).  Mais  les  deux 
droites  L,  L'  sont  les  rayons  doubles  de  l’involulion  , parce 
qu’elles  divisent  harmoniquement  chacune  des  deux  diago^- 
nales;  donc  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  tangentes  au  cercle  ; donc  le  pôle  de  la  droite  L est 
snr  la  droite  L'  (679).  Ce  qu’il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 

Corollaire.  — Si  la  droite  L est  à l’infini , il  s’ensuit  que  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un  cercle,  les 
mdieux  de  ses  deux  diagonales  et  le  centre  du  cercle  sont 
sur  une  même  droite. 

V.  Quadrilatère  inscrit  au  cercle. 

696.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cercle,  les 
points  de  concours  des  tangentes  en  ses  sommets  opposés, 
et  les  points  de  concours  de  ses  cotés  opposés,  sont  quatre 
points  en  ligne  droite. 

Car  dans  le  quadrilatère  au'  b' h les  quatre  points  E,  K, 
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p , K soûl  en  ligne  droite,  parce  qu'ils  appartiennent  à la 
polaire  du  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a' b, 
les  deux  II  et  p en  vertu  du  théorème  (677),  et  les  deux  E, 
F en  vertu  du  théorème  (678). 

697.  Dans  un  quarlrilatère  inscrit  nu  cercle,  le  point 
de  concours  des  deux  diagonales  est  le  pôle  de  In  droite 
tjui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab',  a b 
est  le  pôle  de  la  droite  pli  (677). 

698.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cercle,  le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales,  et  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés,  sont  trois  points  dont  chacun 
a pour  polaire  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 

Car  GR  est  la  polaire  du  point  p,  et  G p la  polaire  du 
point  R,  de  même  que  la  droite  pR  est  la  polaire  du  point 
de  croisement  des  deux  diagonales  ah',  a' b. 

Remarque.  — Il  suit  de  là  que  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  d’un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  sont  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  cercle. 

699.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle, 
les  polaires  d 'un  point  quelconque , relatives  au  cercle  et 
aux  angles  formés  par  les  deux  couples  de  côtés  opposés, 
passent  par  un  même  point. 

En  effet,  soit  P'  le  point  d’intersection  des  polaires  d’un 
point  P relatives  aux  deux  angles  formés  par  les  deux  couples 
de  côtés  opposés  du  quadrilatère,  la  droite  PP'  rencontre 
ces  côtés  en  deux  couples  de  points  a , a'  et  b,  b',  et  la 
conique  en  deux  points  e , f.  Ces  six  points  sont  en  involu- 
tion  (656).  Or  les  deux  points  P,  P'  divisent  harmonique- 
ment les  deux  segments  aa' , bb';  donc  ils  divisent  aussi 
harmoniquement  le  troisième  segment  ef  (205).  Donc  la 
polaire  du  point  P relative  au  cercle  passe  par  le  point  P'. 
Donc, _ etc. 
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VI.  Propriétés  relatives  à trois  cordes  passant  par  un  mémo 
point. 

700.  Quand  trois  cordes  d’un  cercle  concourent  en  un 
même  point,  les  droites  menées  d’un  point  de  la  ciivon- 
Jérence  à leurs  extrémités  forment  un  faisceau  en  inso- 
lation . 

Soient  aa',  bb' , ce'  (fig.  i5o)  les  trois  cordes  qui  pas- 
sent par  un  même  point  p.  Je  dis  que  les  droites  menées 
d’un  point  m de  la  circonférence  à leurs  extrémités  forment 
trois  couples  en  iuvolution.  11  suflit  de  prouver  que  les 
quatre  droites  ma,  rnb , me,  me'  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à celui  des  quatre  ma',  mb',  me'  et  me  (182). 

Joignons  le  point  m au  point  p,  et  soit  m1  le  point  où  la 
droite  mp  rencontre  la  circonférence.  Les  quatre  droites 

ma,  mb,  me,  me'  ont  leur  rapport  anharinonique  égal  à 
celui  des  quatre  m'a,  m'b,  m'e  et  me',  menées  du  point 
m'  aux  quatre  mêmes  points  a,  b,  c,  c'  (6-io).  Mais  celles- 
ci  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à celui  des  quatre 
droites  ma',  mb',  me'  et  me,  parce  que  ces  huit  droites  se 
rencontrent  deux  à deux  en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite  (877).  Donc  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  ma , 

mb,  me,  me',  et  ma',  mb',  me',  me  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques  égaux.  Ce  qu’il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Il  est  évident  que,  réciproquement:  Si  l’on  prend  un 
point  de  la  circonférence  d’un  cercle  pour  sommet  commun 
de  trois  angles  dont  les  côtés  soient  en  insolution,  les 
cordes  sous-tendues  par  les  trois  angles  concourront  en  un 
même  point. 

Corollaire. — Quand  la  transversale-  p au'  tourne  au- 
tour du  point  p (fig.  i5  i),  les  deux  droites  ma,  ma'  for- 
ment deux  faisceaux  en  involution  ; et  les  droites  menées 
aux  extrémités  A , A'  du  diamètre  sur  lequel  est  le  point  p , 
sont  les  deux  rayons  rectangulaires  de  l’involution.  Parcon- 
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séquent,  ou  a 

tangfl/nA.tang<i’«; A = const.  (3fS'2,  3“.); 
cl,  par  suite, 

tangy  AOa.tangy  AOa'  = const. 

Donc  : 

Quand  une  cordc  d’un  cercle  tourne  autour  d'un  point 
Jixe,  les  rayons  menés  du  centre  à scs  extrémités  font , 
avec  le  rayon  qui  passe  par  ce  point , deux  angles  tels , que 
le  produit  des  tangentes  des  demi-angles  reste  constant. 

701 . Puisque  les  droites  menées  d'un  point  de  la  circon- 
férence aux  trois  couples  de  points  a,  a';  b , b1  et  e,  c ' sont 
eu  involution,  il  existe  entre  leurs  angles,  et,  par  consé- 
quent, entre  les  demi-arcs  compris  entre  ces  six  points, 
toutes  les  relations  d’involutiou  relatives  à un  faisceau  de 
six  droites.  Par  exemple,  on  aura  les  équations 

sin  } ab . sin \ ab'  sin  y n'è.sin-yu'i' 

sin -y  ae.sin  ÿ ad  sin  yn'c.sin  ÿ a' c' 

sin  y ab  sin  ÿ b'  c.  sin  ÿ c'a'  — — sin  ÿn'6'  sin  ÿ bc  . sin  ÿ ca. 

VII.  Propriétés  relatives  à trois  angles  circonscrits  qui  ont  leurs 
sommets  en  ligne  droite. 

702.  Quand  trois  angles  circonscrits  à un  cercle  ont 
leurs  sommets  en  ligne  droite,  les  segments  qu’ils  inter- 
ceptent sur  une  tangente  au  cercle  sont  en  involution. 

Soient  A,  B,  C (fig-  i52)  les  sommets  des  trois  augles, 
et  au',  bb',  cc1  les  segments  qu’ils  interceptent  sur  une 
tangente  M ; il  suffit  de  prouver  que  1rs  quatre  points  a , b , 
c,  c'ont  leur  rapport  anliarmonique  égal  à celui  des  quatre 

b\  c',  c.  Que  par  le  point  de  rencontre  de  la  droite  ABC 
et  de  la  tangente  M on  mène  une  seconde  tangente  M'  qui 
rencontrera  les  côtés  des  trois  angles  en  des  points  a,  a'; 
c,  6'  et  y , y'.  Les  quatre  points  a.  A,  c,  c'  ont  leur  rap- 
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porl  anharmonique  égal  à celui  des  quatre  points  a,  c, 
y,  y'  ((5(52).  Mais  celui-ci  est  égal  à celui  des  quatre  points 
a',  b',  c\  c,  parce  que  les  quatre  droites  ax' , bo',  cy\  c' y 
passent  par  un  même  point  qui  est  le  pôle  de  la  droite 
ABC  ((382).  Donc  le  rapport  enharmonique  des  quatre 
points  a',  b ',  c',  c est  égal  à celui  de  quatre  a,  b,  c,  c'. 
Doue , etc. 

Corollaire.  — Les  deux  tangentes  F.D,  E'D' parallèles 
à la  droite  AK  ( fig . t53)  rencontrent  la  tangente  M en 
deux  points  D,  I)'  qui  sont  deux  points  conjugués  de  l’iu- 
volulion.  Ces  points  sont  vus  du  centre  sous  un  angle 
droit  (659,  corail.)-,  par  conséquent,  le  produit  des  tan- 
gentes des  angles  DOn.  I)U  a'  est  constant  (252,  3°.).  Mais 
ees  angles  sont  les  moitiés  des  angles  que  les  deux  tangentes 
A a,  An'  font  avec  la  tangente  DE,  lesquels  sont  égaux 
à KArt  , KAfl'.  11  en  résulte  donc  ce  théorème  : 

Si  fie  chaque  point  (C une  droite  on  mène  deux  tan- 
gentes à un  cercle,  le  produit  des  tangentes  trigonomé- 
triques  des  demi-angles  qu  elles  font  avec  la  droite  est 
constant  (¥). 


VIII.  F igtires  polaires  réciproques. 

703,  Étant  donnée  une  figure  quelconque , les  polaires 
de  scs  points  forment  une  figure  corrélative. 

Eu  effet,  les  deux  figures  ont  entre  elles  les  relations 
descriptives  qui  appartiennent  aux  figures  corrélatives  . 
puisque  à des  points  dans  l’une  correspondent  des  droites 
dans  l’autre;  et,  d’après  le  théorème  (691),  les  deux  figures 
ont  aussi  les  relations  métriques  des  figures  corrélatives; 
donc  elles  sont  corrélatives. 


( * ) Les  deux  angles  doivent  être  comptes  de  manière  qvo,  quand  leu  d**ux 
ungentfs  deviennent  parallèles  n la  droite  AK.  1*1111  d'eux  soit  nul,  et 
l'autre  égal  •*  180  degrés. 
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70*4.  S’il  se  trouve  dans  la  première  figure  une  courbe , 
il  lui  correspond  dans  la  seconde  figure  une  autre  courbe, 
qui  est  l’enveloppe  des  polaires  des  différents  points  de  la 
première;  celte  courbe  jouit  d’une  autre  propriété,  savoir, 
d'être  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à la  première  courbe. 

En  effet,  un  point  de  la  seconde  courbe  est  l’intersec- 
tion de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  lesquelles  sont 
les  polaires  de  deux  points  de  la  première  courbe,  infini- 
ment voisins.  Donc  ce  point  de  la  deuxième  courbe  est  le 
pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  la  premjère; 
. mais,  ces  points  étant  infiniment  voisins,  cette  droite  est  la 
tangente  à la  première  courbe.  Donc,  etc. 

Il  suit  de  là  que  la  première  courbe  pourrait  être  formée 
au  moyen  de  la  deuxième , de  la  même  manière  que  celle-ci 
a été  formée  avec  la  première  c’est-à-dire  qu’il  suffit  de 
prendre , soit  les  polaires  des  points  , soit  les  pôles  des  tan- 
gentes de  la  seconde  courbe. 

A raison  de  ces  propriétés  réciproques , les  deux  courbes 
sont  dites  polaires  réciproques.  Le  cercle  par  rapport  au- 
quel on  prend  les  pôles  et  polaires  s’appelle  le  cercle  auxi- 
liaire, ou  directeur. 

705.  La  courbe  polaire  d’un  cercle  est  une  section  co- 
nique, c'est-à-dire  une  courbe  provenant  de  l'intersection 
d'un  cône  à base  circulaire  par  un  plan. 

En  effet , la  courbe  polaire  d’un  cercle  est  le  lieu  des 
pôles  des  tangentes  à ce  cercle  (les  pôles  étant  pris  par  rap- 
port au  cercle  auxiliaire).  Considérons  deux  tangentes 
fixes  et  une  tangente  mobile;  il  leur  correspond  sur  la 
courbe  polaire,  deux  points  fixes  et  un  point  variable.  Aux 
deux  points  de  rencontre  des  deux  tangentes  fixes  et  de  la 
tangente  mobile,  lesquels  font  deux  divisions  homogra- 
phiques  (660),  correspondent,  dans  la  figure  polaire,  les 
droites  menées  des  deux  points  fixes  au  point  variable, 
pt  res  droites  forment  deux  faisceaux  homographiqurs 
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(WM,  corol/.).  Donc,  en  appliquant  ici  la  seconde dénious- 
tration  du  théorème  (547  bis),  on  en  conclut  que  la  courbe, 
lieu  du  point  d'intersection  des  rayons  homologues  de  ces 
deux  faisceaux,  est  une  section  conique.  c.  q.  f.  n. 

706.  Toutes  les  propriétés  métriques  des  figures  corré- 
latives s'appliquant  d’clles-mèmcs  aux  figures  polaires  réci- 
proques (703),  il  en  résulte  ce  théorème  : 

Étant  pris  dans  le  plan  d’un  cercle  deux  points  fixes 
a,  b et  leurs  polaires  A , 11,  si  l'on  prend  un  autre  point 
quelconque  m et  sa  polaire  M , le  rapport  des  distances 
île  ce  point  aux  deux  droites  A , H sera  au  rapport  des 
distances  de  ta  droite  M aux  deux  points  a , b , dans 
une  raison  constante  (588). 

Ainsi  l’on  aura 

(">>  A ) _ , (JM^n) 

[m.  B)  (M,  A) 

Pour  déterminer  la  constante , on  j>eut  supposer  que  la 
droite  M soit  à l'infini',  scs  distances  aux  deux  points  a , l> 
seront  égales,  et  son  pôle  m sera  le  centre  O du  cercle.  On 
aura  doue 

(O.  A) 

(O, B)  ' 

(.équation  devient 

('«,  A)  (M,  a)  _ (O,  A) 

("'>  B)  ’ (M,  è)  (O,  B) 


Il  faut  remarquer  que  le  rapport  ^ j est  égal  à la  va- 

(O,  B) 

leur  inverse  des  distances  des  deux  points  a , />  au  cen- 
tre O (675),  c’est-à-dire  à 


( * ) Noua  ii vont»  «leji  employé  la  notation  (i»,  pour  représenter  la 
i^iMancc d'au  point  m ;i  unnlroitc  A (5ilO.  N il  V 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DK  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  4y5 
On  peut  déterminer  la  constante  X d une  autre  manière 
qui  conduit  à une  expression  différente.  Supposons  que  le 
point  ni  se  confonde  avec  h,  et,  par  conséquent,  la  droite  M 
avec  la  droite  R;  il  vient 

(A.  A) 

‘(B,  A)’ 

ou 

• - (A* b) 
k (B,  a)' 

El,  par  suite, 

(«G  A)  _ (M,  a)  _ (A,  b) 

( <».»  B ) " ( M,  b)  ( B, a ) 

707.  I.cs  deux  expressions  de  X montrent  que 

(A  » A)  _ (0 , A) 

(B, a)  (O , B ) " 

c’est-à-dire  que  : 

Si  F on  prend,  dans  un  cercle , les  pôles  de  deux  droites , 
les  distances  respectives  de  chacune  de  ces  droites  au  pôle 
de  l’autre  sont  entre  elles  comme  les  distances  des  deux 
droites  au  centre  du  cercle. 

708.  Dans  ce  théorème , les  deux  droites  A , B sont  quel- 
conques; supposons  que  la  première  soit  fixe,  et  la  se- 
conde mobile,  et  représentons  celle-ci  par  M et  son  pôle 
parm;  on  a l’équation 

(M,a)  _{m.  A) 

• ( M , O)  ( O , A )* 

Si  Ton  considère  la  droite  M comme  appartenant  à une 
première  figure,  son  pôle  m appartiendra  à une  figure  cor- 
rélative (703)  ; et  cette  équation  pourra  servir  à passer  des 
propriétés  de  l’une  des  deux  figures  à celles  de  l’autre. 

Par  exemple,  on  passe  du  théorème  (054),  concernant 
un  polygone  inscrit  au  cercle,  au  théorème  (065)  relatif 
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n un  polygone  circonscrit.  Caron  aura 

(».  A)  = (M,  a), 

OU 

(».  A)  = (M-  ")•  57/ 

709.  Prenons  ce  théorème  de  Sicwart  (*)  : « Si  d’un 
point  on  abaisse  sur  les  côtés  d'un  polygone  régulier  de  m 
côtés  circonscrit  à un  cercle,  des  perpendiculaires,  la  somme 
de  leurs  puissances  n ( n étant  </  ni)  ne  dépendra  que  de 
la  distance  du  point  au  centre  du  cercle,  et  non  de  la  posi- 
tion du  polygone  ». 

Concevons  que  la  droite  A soit  un  des  côtés  du  polygone  ; 
son  point  de  contact  a sera  le  sommet  d’un  polygone  régu- 
lier inscrit  au  cercle,  et  l'on  aura 

(w,'a)  = (m,")(m7Ô)' 

Par  conséquent,  si  la  droite  M change  de  position,  en 
conservant  la  même  distauce  au  point  O,  la  somme  des 
puissances  n des  distances  ( M , a)  restera  constante;  c’est- 
à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  régulier  de  m cotés  est  inscrit  à un 
cercle,  la  somme  des  puissances  n ( n étant  plus  petit  (pie  m ) 
des  distances  de  ses  sommets  à une  droite , ne  dépend  que 
de  la  distance  de  cette  droite  au  centre  du  cercle. 

Observation.  — On  voit  qu'il  sera  fort  utile  d’introduire 
les  relations  métriques  générales  des  ligifres  corrélatives, 
dans  la  théorie  des  polaires  réciproques  où  l’on  a plus  par- 
ticulièrement considéré,  jusqu'ici,  les  relations  descrip- 
tives et  les  relations  d'angles. 

( * ) Somr  genn  al  lheorrms  of  comidrrahlc  uir  in  ihr  highrr  parti  aj  mathr— 
malin.  Kilinb.,  '74^*  in -8° 
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CHAPITRE  XXIX. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A DEl'X  CERCLES. 


I.  Des  centres  de  similitude  de  deux  cercles. 

710.  Deux  cercles  peuvent  être  considérés  comme  deux 
figures  homothétiques  (semblables  et  semblablement  pla- 
cées), et  cela  de  deux  manières,  parce  qu’ils  ont  toujours • 
deux  centres  de  similitude. 

En  effet , que  l’on  mène  dans  les  deux  cercles  deux 
rayons  On,  O'  a'  ( fig . 1 54 ) parallèles  et  de  même  direction  ; 
la  droite  qui  joint  leurs  extrémités  rencontre  la  ligne  des 
centres  en  un  point  S déterminé  par  la  proportion  sui- 
vante, qui  résulte  de  la  similitude  des  deux  triangles  uOS, 
<iaa' , 

Du  au  Ou  — O'u' 

os  ~ aû7  = ôtr  ’ 


ou,  en  appelant  R et  / les  rayons  des  deux  cercles, 


OS  = 


R.  00' 
R — r' 


Cette  expression  de  OS  est  constante  et  montre  que  le 
point  S est  fixe,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des 

deux  rayons  ü«,  O'u'.  Mais  le  rapport est  aussi  coti- 
sa 

so 

stant,  car  il  est  égal  à — f.es  deux  cercles  sont  donc  deux 


figures  semh/nhles  dont  le  centre  de  similitude  est  le  point  S. 

Pareillement,  si  l’on  mène  le  rayon  O'u"  en  sens  opposé 
à la  direction  de  Ou,  la  droite  un"  rencontrera  OO'  eu  un 

3a 
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4<)8  TRAITÉ  DE  GEOMETRIE  SUPERIEURE, 
point  (ixc  S',  déterminé  par  l'équation 


et  qui  est  encore  un  centre  de  similitude. 

Ainsi  les  deux  cercles  ont  deux  centres  de  similitude.  11 
résulte  de  la  construction  par  laquelle  ces  points  se  déter- 
minent, que  le  premier  est  situé  au  delà  de  la  ligne  des 
centres  des  deux  cercles , et  le  second  entre  les  deux  centres , 
quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  cercles.  Le  pre- 
mier est  dit  centre  de  similitude  directe , et  le  second  centre 
de  similitude  inverse. 

Quand  les  deux  cercles  se  touchent,  leur  point  de  con- 
tact est  un  centre  de  similitude  directe , ou  inverse,  selon 
tjue  les  deux  cercles  se  touchent  intérieurement , ou  exté- 
rieurement. 

711.  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  sont  deux 
points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  cen- 
tres de  figure. 

Car  on  a 

SO  R S' O R 

so' ~ / ’ cl  S'O'  7’ 

d’où 

SO  _ SjO 
SÔ'  ~ S ' O 7 ‘ 

M ais  l’un  des  deux  centres  de  similitude  est  situé  au  delà 
des  deux  centres  O,  O',  et  l'autre  entre  ces  deux  points; 

SO  S'O 

donc  l’un  des  deux  rapports  — ,,  est  positif  et  l’autre 

négatif,  et,  par  conséquent,  les  deux  points  S.  S'  divisent 
harmoniquement  le  segment  OO' (56).  c.  q.  r.  n. 

712.  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  forment 
une  involution  avec  tes  deux  couples  de  points  des  deux 
circonférences  situés  sur  la  ligne  des  centres. 
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En  effet,  on  a ( fig.  k 55) 

SA R SB  R 

S/7  ~ r ’ S b r ' 

donc 

SA .SB  R : 

S «.SA  r 1 

Et.  pareillement. 

S' A . S' B R 

S'«  . S 'A  r 1 

Donc 

SA  .SB  _ S' A. S' B 
Sa  .SA  S'«  .S'/< 

Pour  que  cette  équation  soit  une  des  relations  d’involu- 
tion  de  six  points,  il  faut  que  les  deux  membres  soient 
de  môme  signe.  Or  cela  a lieu  évidemment,  parce  que  cha- 
cun des  deux  points  S,  S'  est,  ou  au  dehors  des  deux  courbes, 
ou  dans  l’intérieur  des  deux  à la  fois,  de  sorte  que  les  deux 
produits  SA. SH  etSn.Sfe  sont  toujours  de  môme  signe;  et 
pareillement  des  deux  S'A  . S'B  et  S'/i.S'A.  Donc,  etc. 

713.  Toute  droite  menée  par  le  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  coupe  leurs  circonférences  sous  des  angles 
égaux. 

Cela  est  évident;  car,  d’une  part,  les  deux  angles  en  a’ 
et  a , dans  le  cercle  O'  { fig.  i54)  sont  égaux,  et,  d’autre 
part,  les  deux  angles  en  «'  et  a sont  aussi  égaux,  puisque 
les  deux  figures  sont  semblables  et  semblablement  placées, 
et  que  le  point  S est  leur  centre  de  similitude.  Dore,  etc. 

II.  Corde  commune  à deux  cercles,  ou  axe  radical. 

714.  Aous  appelons  corde  commune  à deux  cercles  une 
droite  dont  les  points  d’intersection  (réels  ou  imaginaires) 
avec  les  deux  cercles  sont  les  mêmes. 

Le  cas  où  les  deux  cercles  ne  se  coupeut  pas  douue  lieu  à 

3 1. 
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cc  théorème  : 

Deux  cercles  ont  toujours  une  cordc  commune. 

El»  çlFet,  que  l'on  mène  une  droite  quelconque  qui  ren- 
contrera les  deux  cercles  en  deux  couples  de  points  a , h 
et  a',  b'  (réels  ou  imaginaires)-,  il  existera  toujours  sur  cette 
droite  un  point  ///  tel,  que  les  produits  ma.mb  et  nia'.mb' 
seront  égaux  (208).  Que  de  ce  point  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  la  di'oilc  qui  joint  les  centres  des  deux 
cercles;  cette  droite  sera  la  coitlc  commune  aux  deux 
cercles,  c'est-à-dire  qu  elle  les  rencontrera  aux  deux  mêmes 
points  (réels  ou  imaginaires).  En  eilèt , les  deux  points  sur 
chacun  des  cercles  auront  le  même  point  milieu,  qui  sera 
sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  (647);  et  le  rec- 
tangle de  leurs  distances  au  point  m sera  aussi  le  même, 
car  il  sera  égal  à ma . mb  dans  l’un  des  cercles,  et  à ma'.tnb' 
dans  l’autre  (648).  noue,  etc. 

Conoi.LAtnE.  — 11  résulte  de  là  que,  quand  une  transver- 
sale rencontre  deux  cercles  en  deux  couples  de  points  a,  b et 
a',  b',  et  leur  corde  commune  en  m , on  a toujours  l égalité 
ma.mb  = ma' .mb'-,  et  que,  réciproquement,  quand  cette 
égalité  a lieu,  le  point  ni  appartient  à la  corde  commune 
aux  deux  cercles. 

71  S.  Les  tangentes  menées  à deux  cercles,  d’un  même 
point  de  leur  corde  commune , sont  de.  même  longueur. 

J 

Car  on  a (fig.  *55),  ml—me.nif. , en  appelant  e , J' 
les  deux  points  d’intersection  (réels  ou  imaginaires)  des 

7 

deux  cercles-;  et  de  même  ml'  = me  . rnj\  Donc  tnt  = ntl' . 

Réciproquement  : St  les  tangentes  menées  d’un  même 
point  à deux  cercles  sont  égales,  ce  point  appartint  né- 
cessairement à la  corde  commune  aux  deux  cercles. 

En  eilèt . la  tangente  au  second  cercle  ntl'  rencontre  le 
premier  en  deux  points  c et  <p  (réels  ou  imaginaires),  et  l’on 
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a m i . ino  = mt  (G 18)  5 mais,  par  hypothèse,  mt  = mt-, 

donc  ni  £ ,in<f  = mt' . Donc  le  point  m appartient  à la  corde 
commune  aux  deux  cercles  (711,  cortill,). 

A raison  de  cette  propriété,  et  parce  que  la  longueur  de 
la  tangente  menée  d’un  point  à un  cercle  s’exprime  par  un 
radical , on  a appelé  la  corde  commune  à deux  cercles  axe 
radical  (*). 

71  li.  L'axe  radical  de  deux  cercles  est  à égale  distance 
des  deux  polaires  de  chaque  centre  de  similitude. 

En  ell'et,  si  l’on  conçoit  une  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  le  point  où  elle  rencontre  l’axe  radical  est,  d’après 
le  théorème  précédent,  à égale  distance  des  points  de  con- 
tact; mais  ces  points  sont  sur  les  polaires  du  centre  de 
similitude  par  lequel  passe  la  tangente,  et  ces  polaires  sont 
parallèles  à l’axe  radical.  Donc  , etc. 

717.  Si  par  un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles 
on  mène  deux  droites  quelconques,  les  quatre  points  (réels 
ou  imaginaires),  dans  lesquels  elles  rencontrent , l'une, 
un  cercle,  et  l’autre,  l’autre  cercle,  sont  sur  nu  même  cercle. 

Car  soient  in  le  point  de  l’axe  radical , a , b les  points  de 
rencontre  du  premier  cercle  par  lutte  des  transversales, 
a',  b'  les  points  de  rencontre  du  second  cercle  par  l’autre 
transversale,  ele,J~  les  points  communs  aux  deux  cercles 
sur  l’axe  radical;  les  deux  rectangles  ina.inb,  ina'.rnb ' 
sont  égaux  à nie.mj,  et,  par  conséquent,  égaux  entre  eux; 
ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  b,  a',  b'  sont  sur 
une  même  circonférence  de  cercle  (018). 

718.  La  corde  commune  à deux  cercles  jouit  de  la  pro- 
priété, que  les  polaires  de  chacun  de  ses  points,  par  rap- 
port aux  deux  cercles,  se  croisent  sur  cette  droite. 

(*)  Celte  cxpn'ssion  a fié  proposée  par  M.  Gaultier  (de  Tours;,  dans 
un  Mémoire  sur  les  contacts  des  cercles.  ( Journal  ,tc  l'Êcotr  l'otj  technique,» 
XVIe  cahier,  année  18 1 3.' 
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En  elTet,  les  polaires  d’un  point  de  la  corde  commune 
passent  par  le  point  qui  est,  sur  cette  droite,  le  conjugué 
harmonique  du  premier  par  rapport  aux  deux  points  d’in- 
tersection (réels  ou  imaginaires)  des  deux  cercles  (675). 

Réciproquement  : Quand  une  droite  est  telle,  que  les 
polaires  de  chacun  de  ses  points  par  rapport  à deux  cer- 
cles se  rencontrent  sur  cette  droite , cette  droite  est  une 
corde  commune  aux  deux  cercles. 

En  effet,  si  deux  systèmes  de  points  sur  une  même  droite  L 
sont  conjugués  par  rapport  à chacun  des  deux  cercles  , les 
points  d'intersection  de  l'un  et  de  l’autre  cercle  par  celte 
droite  sont  les  mêmes  (690).  Donc,  etc. 

719.  Un  point  situé  à l’infini  a pour  polaires  dans  deux 
cercles  deux  diamètres  parallèles , lesquels  se  rencontrent 
à l’infini;  de  sorte  que  la  droite,  située  à l'infini  peut  être 
considérée  comme  une  corde  commune  aux  deux  cer- 
cles. 

Ainsi  l'on  peut  dire  que  deux  cercles  ont  quatre  points 
d’intersection,  situés,  deux  à deux,  sur  deux  cordes  com- 
munes toujours  réelles;  que  sur  l’une  de  ces  droites,  située 
à distance  finie  et  appelée  axe  radical,  les  deux  points  sont 
réels  ou  imaginaires,  ét  que  sur  l’autre,  située  à l’infini, 
les  deux  points  sont  toujours  imaginaires. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles  sont  concen- 
triques, leur  axe  radical  est  lui-même  à l'infini , et  leurs 
deux  cordes  communes  se  confondent;  on  peut  dire  alors 
que  les  deux  cercles  ont  un  double  contact  imaginaire  à 
l'infini,  parce  que  leurs  quatre  points  d’intersection  coïn- 
cident, deux  à deux,  sur  la  droite  située  à l’infini  ('•‘J. (*) 


(*)  Celle  notion,  d'une  cordu  commune  à de  ut  cercles  située  à l'infini, 
et  de  deux  cercles  ayant  un  double  contact  imaginaire,  a été  émise  par 
M.  Poncelet,  dans  son  Traité  tin  Propriétés  projectives  des  figures  ( voir 
page  48). 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


5o3 


1(1.  Des  cercles  considéré»  comme  figures  homologiques. 

720.  Deux  cercles  sont  deux  figures  /lomologit/ues  dans 
lesquelles  l’axe  d'Iioinologie  est  la  corde  commune , ou 
axe  radical  des  deux,  cercles,  et  le  centre  d'homologie , 
l'un  ou  l’autre,  indifféremment,  îles  deux  centres  île  simi- 
litude. 

En  effet-,  soient  M et  m ( Jig . i56)  deux  points  homo- 
logues par  rapport  au  centre  de  similitude  S:  et  \IP.  tnp 
les  distances  de  ces  points  aux  polaires  du  point  S relatives 
aux  deux  cercles.  On  a,  en  vertu  de  la  similitude  des  deux 
figures, 

S ni  mp 

SM  = MP 


Soient  m,  le  second  point  du  cercle  o sur  la  droite  S m , et 
m, />,  la  distance  de  cc  point  à la  polaire  du  point  S,  on  a 


S m 
S ni, 


mp 

m,  P i 


(073). 


De  ces  deux  équations  résulte  celle-ci , 


SM  _ MP 
S ni,  ni,  p, 

Cette  équation  prouve  (520)  que  les  deux  points  M et  m, 
appartiennent  à deux  ligures  homologiques  dans  lesquelles 
les  polaires  du  point  S sont  deux  droites  homologues. 

Deux  figures  homologiques  rencontrent  leur  axe  d'ho- 
mologie dans  les  mêmes  points;  donc  l’axe  d'homologie  des 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

721 . Deux  cordes  homologiques,  telles  que  MM,  m,  n, , 
comprises  entre  deux  droites  issues  d’un  centre  d’homo- 
logie, se  coupent  sur  l'axe  radical. 

Cela  résulte  des  propriétés  des  figures  homologiques. 
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722.  Pareillement:  Les  tangentes  en  deux  points  lio- 
mo logiques  M,  ni,  se  rencontrent  sur  l'axe  radical. 

Réciproquement  : Si  d’un  point  de.  l'axe  radical  on 
mène  une  tangente  à chacun  des  deux  cercles,  les  deux 
points  de  contact  sont  en  ligne  droite  avec  l’un  ou  l'autre 
des  deux  centres  de  similitude. 

Cela  est  évident,  d’après  ce  qui  précède. 

723.  Puisque  deux  cordes  homologiquès  se  croisent  sur 
l’axe jd’homologio , on  en  conclut  que  : 

Deux  couples  de  points  homologiquès  sur  deux  cercles 
sont  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence  de 
cercle  (717). 

721.  Le  rectangle  des  distances  de  deux  points  homo- 
logie/ues  de  deux  cercles,  au  centre  d’homologie,  est  con- 
stant, quels  que  soient  ces  deux  points. 

Car,  les  quatre  points  M,  N,  m ,,  nx  étant  sur  une  même 
circonférence  (723),  on  aj 

SM.  S»»,  = SN.S/j,. 

725.  Autre  manière  df.  démontrer  les  théorèmes  pré- 
cédents.— Ces  divers  théorèmes , "que  nous  avons  conclus 
naturellement  des  propriétés  les  plus  simples  des  figures 
homologiquès,  se  démontrent  aussi  d’une  manière  directe 
fort  simple,  mais  en  suivant  une  marche  inverse. 

Les  deux  points  M,  m étant  homologues  par  rapport  au 
centre  de  similitude  S,  on  dit  que  les  deux  M,  /«,  sont 
anti-homologues,  et  l'on  démontre  d'abord  notre  dernière 
proposition  , savoir,  que  le  rectangle  SM  .S  m,  est  constant, 
quels  que  soient  les  deux  points  anti-homologues  M,  mt. 
F.n  effet , on  a ( fig.  if>6) 

SM  R , „ „ — * 

— = — : et  S m S»i,  — — r1; 

S m r 
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d’où 

R / — 1 \ 

SM  . S ///,=  — \ S o — rJ  / rr:  constant»* . 
r 

De  là  résulte  que,  deux  couples  de  points  anti-homo- 
logues ISI,  m,  et  1 N , // , sont  sur  une  même  circonférence 
de  cercle. 

Conséquemment,  v étant  le  point  de  concours  des  deux 
cordes  MN,  fn tnt,  on  a 

vM  »N  =» iTi, .»/?,. 

Donc  les  tangentes  aux  deux  cercles,  menées  par  le  point  v, 
sont  égales  ; donc  ce  point  est  sur  l’axe  radical  (Tl S)  ; donc 
deux  cordes  anti-homologues  se  coupent  sur  l’axe  radical. 

En  supposant  que  les  deux  cordes  deviennent  infiniment 
petites,  on  en  conclut  que  les  tangentes  en  deux  points 
anti-homologues  se  coupent  sur  l’axe  radical. 

Cela  résulte  encore  de  ce  que  ces  tangentes,  qui  font  des 
auglcs  égaux  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  con- 
tact (713) , sont  de  même  longueur. 

Enfin,  les  cordes  anti-homologues,  telles  que  MN,  m,n„ 
se  coupant  sur  l’axe  radical,  on  en  peut  conclure  que  les 
deux  cercles  sont  deux  figures  homologitpies  dont  le 
centre  et  l’axe  d'homologie  sont  le  centre  de  similitude  S 
et  l’axe  radical  (318) . 

Ce  que  nous  disons  du  centre  de  similitude  S s’entend, 
évidemment,  du  second  centre  de  similitude  S\ 

72fi.  Le  rapport  d'homologie  de  deux  cercles  est  égal , 
avec  un  signe  contraire,  à leur  rapport  de  similitude. 

Soit  p le  point  où  la  droite  Sm,M  ( fig.  107)  rencontre 
l’axe  radical , ou  axe  d’homologie,  on  a 

SM  _ . M a 
S m,  /»,  a 
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La  constante  A est  ce  que  nous  avons  appelé  le  coefficient 
ou  rapport  d'homologie  des  deux  figures  (520). 

Soient  E,  a les  points  appartenant  aux  polaires  du 
point  S dans  les  deux  cercles;  ces  points  sont  homologues 
par  rapport  au  centre  de  similitude  S,  et  l’on  a 

SE  R 
Se  r ’ 


Mais  ils  sont  hoinologiques  par  rapport  au  point  S consi- 
déré comme  centre  d’homologie,  de  sorte  qu’on  a 


SE  pE 

Se  fie 


\ (820),  ou 


parce  que  pE  = — fie  (710).  Donc 


SK 
S c 


. R 

r 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  — Les  rapports  d homologie  relatifs  aux 
deux  centres  d’homologie  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires, de  même  que  les  rapports  de  similitude  (711). 

727.  Les  pôles  de  l'axe  radical  de  deux  cercles  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  centres  de 
similitude. 

En  elFet,  les  deux  cercles  sont  hoinologiques  par  rapport 
au  point  S ( fig . ta?)*  et  l’axe  radical  est  l’axe  d’homo- 
logie (720)-,  par  conséquent  ses  pôles  P,  p sont  deux  points 
hoinologiques;  on  a donc 

Sp  nP  _ . 

S p il  p 

À étant  le  rapport  d'homologie.  Et  de  même , à l’égard  du 
second  centre  d’homologie  S', 

S^P  a P 
S'/;  llp 
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IV.  Propriété»  de  deux  cercles  relatives  à l'axe  radical. 

728.  Étant  donnes  deux  cercles  , si  de  chaque  point  de 
l'un  on  mène  une  tangente  au  second  et  une  perpendicu- 
laire à leur  axe  radical,  le  carré  de  la  tangente  sera  à la 
perpendiculaire , dans  une  raison  constante. 

En  ell'et,  une  transversale  rencontre  les  deux  cercles 
( fig.  1 58  ) en  deux  couples  de  points  ni , m'  et  a , a! , et  l’axe 
radical  en  w,  qui  est  le  point  central  de  l’involution  dé- 
terminée par  ces  deux  couples  de  points,  puisque  l’on  a 
esm.u>m'  = uia.ua'  (714,  corolli).  il  s’ensuit  cette  équa- 
tion d’involution , 

■7--"'-'-  = - (189), 

m a .m  a m « 

ou,  en  appelant  mt,  m' t'  les  tangentes  au  second  cercle 
menées  par  les  points  m , m' , 

— a 

mt  m w 

. j1  ni  ta 

m r 

Soient  mp,  m' p'  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
m,  ni'  sur  l’axe  radical,  on  a 


m ta  mp 
nia  ni  p' 

Donc 

mt  ni  t' 

mp  m' p' 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

7211.  Si,  d'un  point  de  l’axe  radical  de  deux  cercles. 


Digitized  by  Google 


5o8  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


on  mène  deux  transversales  passant,  respectivement , par 
les  pôles  de  cet  axe  dans  les  deux  cercles,  les  droites  qui 
joindront  les  points  de  rencontre  de  ces  transversales  et 
des  deux  cercles,  respectivement , concourront  en  deux 
points  Jixes  qui  seront  les  centres  de  similitude  des  deux 
cercles. 

En  effet,  l’axe  radical  étant  l’axe  d’iiomologic  des  deux 
cercles,  ses  pôles  sont  deux  points  homologiques;  donc  les 
deux  droites  menées  d'un  même  point  de  l’axe  radical  à ces 
deux  points  sont  deux  cordes  homologiques.  Donc  leurs 
extrémités  sur  1rs  deux  cercles  sont  des  points  homologiques; 
donc  ces  points  sont,  deux  à deux,  sur  des  droites  passant 
par  les  centres  d'homologie.  c.  q.  f.  n. 

Autrement.  Le  point  J [Jig-  1^9)  étant  le  pôle  de  l’axe 
radical , on  a 


ne  a'  e 

et  r-eY- 

ar  .ac 

iS 

a 

1 

> 

w)  “ 

af.  a' f 

et  de  même 

(1)'- 

ch  cb' 
gB.gB” 

donc 

ac  bc  ^ 

/P 7p'. 

af  ' bS  ' 

//A  ./A'’ 

car  ea.ea'  = eb.eb\  puisque  le  point  e est  sur  l’axe  radi- 
cal des  deux  cercles. 

Soit  S le  point  où  la  droite  ab  rencontre  la  ligne  J'g^ 
on  a,  dans  le  triangle  efs  coupé  par  cette  droite, 


(w»i 

af  l>g  bf 

donc 

^ = ±V/p]p;=con,t. 

S / V/A./A' 

Donc  le  point  S est  fixe.  Or  il  est  clair  que  ce  résultat  s'ap- 
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pliquc  au  second  centre  de  similitude  S',  parce  (|u’on  peut 
changer  b en  b'  dans  la  figure.  Ainsi  le  théorème  est  dé- 
montré. 


730.  Corollaire.  — L’un  des  signes,  dans  l’expression  de 

S#  . ,,  S'#  ..  , 

s applique  a ce  rapport , et  I autre  a 11  s ensuit  que 


j*  y.  = — jj—.:  ce  qui  prouve,  ainsi  qu'il  a été  démontré  di- 


rectement (727),  (jue  dans  deux  cercles,  /es  pôles  de  l’axe 
radical  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
centres  de  similitude. 


On  arrive  encore  à celte  conséquence , en  considérant 
le  quadrilatère  nba' b'\  car  les  deux  centres  de  similitude 
S,  S'  sont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  les 
deux  pôles  f , g sont  les  points  où  les  deux  diagonales  aa\ 
bb'  rencontrent  la  droite  SS'.  Donc  les  quatre  points  sont 
en  rapport  harmonique  (341). 


731.  Observation.  — Du  théorème  (720),  démontré  de 
la  seconde  manière,  on  peut  conclure  que  les  deux  cercles 
sont  deux  figures  homologiqnes.  Ici,  celte  démonstration 
importe  peu;  mais  elle  a l’avantage  de  s’appliquer  à deux 
sections  coniques,  c’est-à-dire  que  l’on  démontre  ainsi  direc- 
tement que  deux  coniques  quelconques  sont  deux  figures 
hoinologiques ; proposition  fort  importante  dont  on  n'a  pas 
encore  donné,  je  crois,  de  démonstration  directe,  et  que 
l’on  a coutume  de  conclure,  par  voie  de  perspective  ou  de 
transformation  , de  la  similitude  ou  de  l’homologie  de  deux 
cercles. 

732.  Si,  de  chaque  point  de  l'axe,  radical  de  deux 
cercles',  on  leur  mène  deux  tangentes,  le  rapport' des  tan- 
gentes 1 rigonométnqucs  des  angles  que  ccs  deux  droites 
font  avec  l’axe  radical  est  constant. 
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En  ellet,  on  a,  dans  le  cercle  c (fig.  160), 


tang  ÿ/ncS.  tang  ÿ/n,cS  = const.  (700,  rorolt.). 


Or  l'angle  mcS  = MCS,  et  m,cS  est  le  supplément  de 
ni,  c C-,  l’équation  devient  donc 


ou 


taug  y MCS! 
tang  y m , c C 


cotist., 


tang  | M 0 X 
tang  y m,  OX 


= const. 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 

733.  Si  d’un  point  do  l’axe  radical  de  deux  cercles 
on  leur  mène  des  tangentes,  les  quatre  points  de  contact 
sont  sur  un  cercle  décrit  du  point  de  I ’axe  radical  comme 
centre ; et  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des  centres  des 
deux  cetc/es  proposés  en  deux  points  fixes  ( réels  ou  ima- 
ginaires) qui  sont  conjugués  par  rapport  aux  deux  cercles. 

Les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  cercle  (fi g-  161); 
cela  est  évideut,  puisque  les  tangentes  aux  deux  cercles, 
issues  d’un  même  point  to  de  l’axe  radical , sont  égales  (71  S). 

Soient  d , d' les  points  où  le  cercle  qui  a son  ceutre  en  w 
rencontre  l’axe  radical , et  appelons  e , / les  deux  points 
(réels  ou  imaginaires)  où  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des 
centres  Ce.  On  a 

0e.0/=  — Oc  = Of/.Orf'  = Ow’—  Z7l' . 


Soient  t et  © les  points  d’intersection  des  deux  cercles  pro- 
posés ; on  a 

m d oit  = w c . w <p . 

Donc 

— i — j — > 

Oc  =ut.uo  — o»0  — — Os. 


Ainsi  Oe  est  constant,  quel  que  soit  le  point  o>  pris  sur  Taxe 
radical  ; c est-à-dire  que  le  cercle  décrit  de  ce  point , eomme 
rentre,  rencontre  toujours  la  ligne  des  centres  Ce  dans  les 
mêmes  points. 
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Maintenant  observons  que  O*. O®  ■= — Oc  = On.O«', 
et  par  conséquent 

Or  = On.Oa’. 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  e,  / sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  a.  a'  (60).  Ainsi  le  théo- 
rème est  démontré. 

Corollaire.  — II  résulte  du  théorème,  que  tous  les  cer- 
cles décrits  des  points  ta  de  Taxe  radical,  comme  centres,  ont 
pour  axe  radical  commun  la  ligne  des  rentres  Ce  des  deux 
cercles  proposés,  puisqu’ils  rencontrent  cette  droite  dans 
les  mêmes  points  e,f  (réels  ou  imaginaires). 

V.  Propriétés  relatives  au  quadrilatère  circonscrit  à deux  cercles. 

734.  Les  diagonales  ih , gk  du  quadrilatère  ighk  cir- 
conscrit à deux  cercles  ( Jig . i6u),  rencontrent  la  ligne 
des  centres  en  deux  points  dont  chacun  a la  meme  po- 
laire dans  les  deux  cercles. 

F.n  effet,  quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à un 
cercle,  les  deux  diagonales  «A,  gk  et  la  droite  SS'  qui  joint 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  forment  un  triangle 
dont  chaque  sommet  a pour  polaire  le  côté  opposé  (694). 
Donc  le  point  e où  la  droite  ih  rencontre  la  droite  SS'  a 
pour  polaire  dans  les  deux  cercles  la  droite  gk\  et  pareille- 
ment, le  point  f a pour  polaire  la  droite  ih.  Donc,  etc. 

735.  La  circonjêrence  décrite  sur  la  droite  qui  joint,  les 
centres  de  deux  cercles,  comme  diamètre,  passe  par  les 
quatre  sommets  ilu  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tan- 
gentes communes  aux  deux  cercles. 

EnelTet,  le  rayon  ch  mené  au  point  d intersection  des 
deux  tangentes  S/i , S'A  communes  aux  deux  cercles,  divise 
en  deux  également  l’angle  SAS'  formé  par  ces  tangentes;  et 
le  rayon  CA  divise  en  deux  également  le  supplément  de  cet 
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angle.  Donc  les  deux  rayons  C h et  ch  sont  rectangulaires, 
et  par  suite  le  point  h est  sur  la  circonférence  décrite  sur  Ce 
comme  diamètre.  c.  q.  f.  n. 

730.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscnl  à deux 
cercles,  si  d’un  point  on  mène  les  tangentes  aux  deux 
cercles  et  des  droites  à deux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère, ces  trois  couples  de  droites  sont  en  involution. 

En  elfet,  les  deux  tangentes  au  premier  cercle  forment 
une  involution  avec  les  deux  couples  de  droites  menées  aux 
deux  couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère  (007)  ; 
et  de  même  les  tangentes  au  second  cercle.  Donc  trois  quel- 
conques de  ces  quatre  couples  de  droites  sont  en  involu- 
lion  (15)0).  Donc,  etc. 

Cette  démonstration  suppose  que  les  quatre  sommets  du 
quadrilatère  sont  réels.  En  voici  une  seconde,  qui  s’applique 
au  cas  où  le  quadrilatère  n’aurai l que  deux  sommets  réels, 
savoir  les  deux  centres  de  similitude. 

yi  ut  rement.  Soient  A , A'  et  H,  0'  les  deux  couples  de 
tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  menées  d’un  point  P aux 
deux  cercles  ; F. , F les  tangentes  communes  aux  deux  cercles 
menées  par  le  centre  de  similitude  S,  et  E/,  F'  les  deux  tan- 
gentes communes  issues  du  second  centre  de  similitude  S', 
tangentes  réelles  ou  imaginaires. 

On  a,  relativement  aux  tangentes  au  premier  cercle, 
issues  des  sommets  du  triangle  PSS*,  f équation  (074) 

sinSPA.sinSPA'  sin  PS'E’.sin  PS'F'  sinS'SE.sinS'SF 
sin S' PA  TsinS'PvC  sin  SS'  E'  .sin  SS'  F'  ’ sin  PSE.sinPSF  = ‘ ’ 

El  à l’égard  du  second  cercle,  une  équation  semblable,  dans 
laquelle  les  tangentes  I!,  R'  remplacent  les  tangentes  A , 

Les  deux  équations  donnent  évidemment  celle-ci  : 

sinSPA.sinSPA'  sinSPB.sin SPB' 

sinS  PA.sinS'PA'  sin  S' PB -sin  S' PB' 

Equation  d involution  (243).  Donc,  etc. 
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Observation.  — Dans  celle  démonstration,  les  deux 
points  S,  S',  «pie  nous  avons  appelés  les  sommets  opposés 
du  quadrilatère  circonscrit  aux  deux  cercles , peuvent  èlre 
définis  par  une  autre  propriété  qui  est  précisément  celle 
sur  laquelle  est  fondée  la  démonstration  , savoir  que  : cha- 
cun d’eux  est  le  point  de  concours  de  deux  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  communes  aux  deux  cercles  ; ou, 
en  d’autres  termes  encore,  que  si  par  l’un  des  deux  points 
on  mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à F un  des 
cercles,  elles  sont  conjuguées  par  rapport  à l'autre,  d’où 
résulte  que  les  tangentes  aux  cercles,  issues  de  ces  points, 
sont  les  mêmes. 

737.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à deux  cer- 
cles, si  l’on  mène  une  tangente  quelconque  au  premier,  et 
les  deux  tangentes  parallèles , au  second,  le  produit  des 
distances  de  la  première  tangente  à ces  deux-ci  est  au  pro- 
duit des  distances  de  la  meme  tangente  à deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère,  dans  une  raison  constante. 

Supposons  d’abord  que  les  trois  tangentes,  au  lieu  d’être 
parallèles,  soient  menées  par  un  même  point  pris  sur  une 
droite  lixe  L;  soient  m , a.  et  a'  ces  trois  tangentes,  et 
p,  a,  a'  les  trois  tangentes  menées  semblablement  d’un 
second  point  de  la  droite  L.  Soient  />,  b'  et  o,  o'  les  droites 
menées  de  ces  deux  points  à deux  sommets  opposés  du  qua- 
' drilatère.  Nous  allons  prouver  que  l’on  a la  relation 

sin  (m , a ) . sin  [m , a')  sin  (m,  b) . sin  [ni , b') 
sin(L,  a)  sin  (L,  a')  ’ sin  ( L,  è).  sin  (L,  b‘)  ~ 
sin  (fi,  a) .sin  (pt,  a'  )-,  sin  ( p,  6). sin  ([*,  6') 
sin  (L,  a). sin  (1,,  «')  sin(L.  6). sin  (L,  6') 

En  ellet,  considérons  le  triangle  formé  par  la  droite  L et 
les  deux  tangentes  m et  u au  premier  cercle.  De  deux  de  scs 
sommets  partent  les  quatre  tangentes  au  second  cercle  a,  a' 
et  a,  a'  : soient  A,  A'  les  tangentes  menées  parle  troisième 

33 
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sommet,  situé  à l’intersection  des  deux  tangentes  ni  et  ji  : 
on  a dans  ce  triangle  (674) 

sin  (ni,  a) . sin  [ni,  a')  _ sin  (p,  a)  .sin  (p,  a') sin(oi,  A),  sin  (m,  A’) 

sin  (L,  fl). sin  (L,  a')  sin  (L, a). sin (L, a')  sin  (p,  A)  .sin(p,  A') 

Appelons  B,  B'  les  droites  menées  du  point  d’intersection 
des  deux  droites  metp  aux  deux  sommets  du  quadrilatère. 
Trois  couples  de  droites  aboutissent  à ces  deux  sommets; 
savoir  b,  b':  6,  6'  et  B,  B'.  Ces  droites  partent  des  trois 
sommets  du  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  m , p.  et 
la  droite  L;  on  a donc  (356) 

sin(/w,  è).sin(/n,  b')  sin  (p,  6). sin  (p,  S') sin  (m.  B).  sin(/n,  B') 

sin(L,  è).sin(L,  è')sin  (L,  é).sin  (L,  S')  sin  (p,B).sin(p,B') 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  es$  égal  à celui  de 
l’équation  précédente,  parce  que  les  droites  ni,  fi,  A , A' 
et  B,  B',  issues  d’un  même  point,  sont  en  involution  (736)  ; 
les  premiers  membres  des  deux  équations  sont  donc  égaux  ; 
ce  qui  donne  l’équation  que  l’on  veut  démontrer. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  l’équation  de  manière  qu’elle 
ne  contienne  que  des  rapports  anharmoniques,  de  sorte  que 
si  l’on  mène  une  transversale  quelconque  qui  rencontre  la 
droite  L et  les  tangentes  ni,  a , a et  b,  b'  en  des  points 
désignés  par  les  mômes  lettres,  on  aura 


ma.  ma'  rnb.mb' 
La  . La'  ! Lb.hb' 


constante, 


quel  que  soit  le  point  de  la  droite  L par  lequel  on  a mené 
' les  tangentes. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  L soit  à l’infini , 
les  tangentes  a,  a'  et  les  droites  b,  b'  seront  parallèles,  et 
l’équation  se  réduit  à. 


ma . ma 

mb . mbf 


=.  constante. 
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Ün  peut  prendre  la  transversale,  qui  est  de  direction 
arbitraire,  perpendiculaire  aux  tangentes  • alors  l'équation 
exprime  le  théorème  énoncé.  Donc,  etc. 

Observation . — L’observation  relative  au  théorème  pré- 
cédent (736)  s’applique  ici,  c’est-à-dire  que  le  théorème 
comprend  le  cas  où  le. quadrilatère  circonscrit  aux  deux 
cercles  serait  imaginaire  et  n’aurait  de  réels  que  deux  som- 
mets opposés. 

VI.  Cas  où  un  cercle  se  réduit  à un  point. 

738.  On  peut  avoir  à considérer  un  point  comme  un 
cercle  inliniment  petit,  et  à la  limite,  comme  un  cercle 
d’un  rayon  nul. 

Les  points  d’intersection  d’une  droite  et  d’un  cercle  infi- 
niment petit  sont  imaginaires;  leur  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  général,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  la  droite;  et  le  carré  de  la  demi-corde  que  les 
deux  points  imaginaires  déterminent  est  égal  au  carré  de  la 
distance  de  la  droite  au  centre  du  cercle,  pris  avec  le  signe 
moins.  Cela  résulte  de  l’expression  générale  (648)  dans  la- 
quelle on  suppose  le  rayon  nul. 

On  peut  dire,  plus  généralement,  que  le  produit  des 
distances  d’un  point  de  la  droite  aux  deux  points  imagi- 
naires est  égal  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
du  cercle  (648). 

739.  L’axe  radical  d’un  cercle  et  d’un  point  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  ; c’est, 
la  droite  qui  rencontre  le  cercle  et  le  point  dans  lès  deux' 
mêmes  points  (imaginaires);  en  d’autres  termes,  c’est  la 
droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  points  d’intersec- 
tion du  cercle  et  du  point. 

La  tangente  au  cercle,  menée  d’un  point  quelconque  dit 
l’axe  radical,  est  égale  à la  distance  de  ce  point  au  point 
regardé  comme- cercle  infiniment  petit. 

33. 
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740.  L'axe  radical  d'un  point  et  d’un  cercle  est  à 
rgale  distance  du  point  et  de  sa  polaire  par  rapport  au 

cercle.  • 

Car  appelons  £ l’un  des  points  (imaginaires)  communs 
au  cercle  C et  au  point  e ( fig . i63),  lesquels  sont  sur 
Taxe  radical  ÎIX',  on  aura,  par.  rapport  au  point  e, 

« j a s 

fie  = — fie  (738),  et  dans  le  cercle,  fie  = — fia.  fia'. 

Donc  île  = fia. fia'.  Donc,  si  l’on  prend  flf  = fie,  les 
deux  points  e,f  seront  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a,  a1  ( 69) , et  par  conséquent  la  polaire  du 
pointe,  relative  au  cercle  C,  passe  par  le  point/-,  à la  même 
distance  de  l’axe  radical  que  le  point  e. 

741 . Le  carré  de  la  distance  d’un  point  quelconque  m du 
cercle,  au  point,  est  proportionnel  à la  distance  du  même 
point  in  à l’axe  radical  (728). 

11  en  résulte  cette  propriété  du  cercle  ; 

Étant  pris  un  point  fixe  e dans  le  plan  d'un  cercle , il 
existe  toujours  une  certaine  droite  fixe  fl  X telle , que  le 
carré  de  la  distance  d’un  point  quelconque  du  cercle  à ce 
point  fi  ce,  est  à la  simple  distance  du  meme  point  à la 
droite  fixe , dans  une  raison  constante. 

Ainsi  l’on  a (fig-  i6'i) 

cm  _ en 

, * mp  a 


Cet  axe  fl  X , qui  correspond  au  point  e,  est  à égale  distance 
de  ce  point  et  de  son  conjugué  harmonique / par  rapport 
aux  deux  points  a , a’  (740).  On  peut  le  déterminer  par 
la  proportion 


ail 
ii  il 


(71,  éq.  .5'). 

a'  c 


712.  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à un  cercle  inli- 
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ni  ment  petit  passe  par  le  point  qui  représente  ce  cercle  et  * 
est  perpendiculaire  à la  droite  menée  du  point  à ce  cercle. 

Il  s’ensuit  qtte  deux  points  conjugués  par  rapport  à un 
point  regardé  comme  cercle  infiniment  petit,  sont  vus  de 
ce  point  sous  un  angle  droit. 

Corollaire. — Si  les  deux  points  conjugués  sont  pris 
sur  l’axe  radical  d'un  cercle  et  d’un  point,  ils  seront  aussi  . 
conjugués  par  rapport  au  cercle,  de  sorte'  qu’il  en  résulte 
ce  théorème:  Quand  une  droite  ne  rencontre  pas  un  cercle, 
il  existe , de  part  et  d’autre  de  cette  droite,  un  point  d’où 
l’on  voit  sous  un  angle  droit  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugués  quelconques  par  rapport  au  cercle,  pris 
sur  celte  droite. 
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• / CHAPITRE  XXX. 

SYSTEME  IlE  ' TROIS  Olî  PLUSIEURS  CERCLES  AYANT  LE  MÊME 
AXE  RADICAL. 


I. 

743.  Quand  trois  cercles  ont , deux  à deux , le  même 
axe  radical , tonte  transversale  les  rencontre  en  six  points 
formant'une  involulion  dont  le  point  central  est  sur  l'axe 
radical. 

En  elTet,  soient  a,  a';  b,  b'  et  c,  c'  les  trois  couples  de 
points  et  o le  point  où  la  transversale  rencontre  l’axe  ra- 
dical-, on  a 

oa  ,oa'  = ob  ,ob'  =zoc  .oc'  (714); 
ce  qui  prouve  l’involution. 

Corollaire.  — Quand  la  transversale  est  tangente  à deux 
des  trois  cercles,  les  points  de  contact  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  points  d’intersection  du 
troisième  cercle. 

744.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical , si 
par  un  point  quelconque  m de  l’un  on  mène , dans  une 
direction  quelconque  , une  transversale  qui  rencontre  les 
deux  autres  en  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b,  b',  le 
rapport 

ma . ma' 
mb  ,mb' 

a une  valeur  constante  et  toujours  de  même  signe. 

Eu  edèt , soient  a , 6 et  p les  points  milieux  des  deux 
segments  aa\  bb',  cl  .du  truisicmc'/nm'  intercepté  sur  la 
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transversale  par  le  troisième  cercle;  on  a 


m'a, ma!  p a 

mb.rnb ' 


(221;. 


Or,  les  points  a , S et  pétant  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  des  centres  des  trois  cercles  sur  la  transversale, 


le  rapport  ^ est  égal,  numériquement  et  avec  le  même 

signe,  au  rapport  des  distances  de  l’un  de  ces  centres  aux 
deux  autres.  Donc,  etc. 


Remarque.  — Si  l’on  voulait  démontrer  seulement  que 

. , ...  ma.  ma'  ,, 

la  valeur  numérique  du  rapport  — ^ est  constante,  il 


suffirait  de  remarquer  que  les  six  points  a , a',  b,  b' , m,  m< 
étant  eu  involution  (743),  on  a l'égalité 


ma.  ma'  m'a.m'b 

mb. rnb'  m' a' . m'  b 


On  n’a  à considérer,  le  plus  souvent,  que  la  valeur  numé- 
rique du  rapport;  cependant  il  peut  arriver  qu’il  y ait  lieu 
de  tenir  compte  du  signe,  comme  nous  le  verrons  plus 
loin  (752). 

7 i5.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  les 
tangentes  menées  de  chaque  point  de  l’un  aux  deux  autres 
ont  leurs  longueurs  dans  une  raison  constante. 

En  ell'et , le  rapport  des  carrés  des  tangentes  menées  d’un 
point  m de  l’un  des  cercles  est  égal  au  rapport 

ma . ma' 

mb. rnb' 


lequel  est  constant  (744). 

740.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axé  radical , de 
chaque  point  de  l 'un  on  voit  les  deux  autres  sous  des 
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angles  dont  les  moitiés  ont  leurs  tangentes  trigonomé- 
triques  dans  un  rapport  constant. 

En  effet,  on  a (fig.  164) 


_ Cf  R 

tang  t/n  C = — = — , 
me  me 


et 


Donc 


tang  tm  C R 

tangf'mC'  R' 


ntt 


mt 

mt' 


ml 


Or  le  rapport  des  deux  tangentes  —p-  est  constant  (74:v>). 

Donc  le  rapport  des  deux  tangentes  trigonométriques  est 
constant.  c.  q.  f.  b.  • 

747.  Si  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  similitude 
de  deux  cercles , comme  diamètre,  on  en  décrit  un  troi- 
sième, ce  cercle  passe  par  les  points  d’intersection  (réels 
ou  imaginaires)  ries  deux  premiers et  de  chacun  de  ses 
points  on  voit  ceux-ci  sous  deux  angles  égaux. 

Par  les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  on  peut  en 
faire  passer  un  troisième  ayant  le  même  axe  radical  avec 
ces  deux-là,  parce  que  les  deux  centres  de  similitude'  for- 
ment une  involution  avec  les  points  a , b et  a',  b'  appar- 
tenant sur  la  même  droite  aux  deux  cercles  (712). 

Le  rapport  des  carrés  des  tangentes  aux  deux  cercles,  me- 
nées d’un  point  de  ce  troisième,  est  constant  (7  45)  et  égal  à 

Sa.Sb  R’  n ,,  . , - , , . , , . , 

, _ ■ , = — Donc,  d apres  le  theoreme  precedent,  les 
Sa .Su  R1  1 1 

deux  angles  sous  lesquels  on  voit,  d’un  point  quelconque 

du  troisième  cercle,  les  deux  autres,  sont  égaux. 

c.  Q.  F.  D. 

II. 


748.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
d'un  point  on  leur  mène  des  tangentes,  les  trois  cordes 
de  contact  concoutvnl  en  un  mente  point . 
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En  d'autres  termes,  les  polaires  d’un  même  point,  rela- 
tives aux  trois  cercles,  concourent  en  un  même  point. 

En  cflel,  soit  un  [joint  P,  et  P'  le  point  d'intersection  de 
ses  polaires  relatives  à deux  des  cercles.  La  droite  PP'  ren- 
contre les  trois  cercles  en  trois  couples  de  points  a,  a'  ; b , 
b'  et  c,  c',  qui  sont  en  involution  (743).  Or  les  deux  points 
P.  P'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a'  et  aux  deux  b,  b'  (675),  et  par  conséquent  sont  les 
points  doubles  de  l’involution.  Donc  ils  divisent  harmoni- 
quement le  troisième  segment  cc'\  donc  la  polaire  du  point 
P relative  au  troisième  cercle  passe  par  lv.  Ce  qui  dé- 
montre le  théorème. 

Remarque.  — Les  deux  points  P,  P',  qui  sont  conjugués 
par  rapport  à chacun  des  trois  cercles,  sont  situés  de  part 
et  d’autre  et  à égale  distance  de  l’axe  radical.  Car  ils  sont 
les  points  doubles  d’une  involution  dont  le  point  central 
est  sur  l’axe  radical  (743). 

749.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle , si 
par  deux  points  de  la  circonférence  ( réels  ou  imaginaires) 
on  mène  six  cercles  tangents,  deux  à deux,  respective- 
ment aux  trois  côtés  du  triangle,  le  six  points  de  contact 
sont,  trois  à trois,  sur  quatre  droites. 

On  peut  dire  encore  que  les  six  points  de  contact  forment 
les  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d’un  quadrilatère  dont  les  diagonales  et  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  de  concours  sont,  en  direction,  les 
trois  côtés  du  triangle. 

En  eflet,  soient  a , b , c (fig.  t65)  les  points  de  rencontre 
des  trois  côtés  du  triangle  ABC  par  la  corde  PP',  et  or,  6,  y 
trois  des  points  de  contact  sur  les  trois  mêmes  côtés  rcspec-, 
tivemcnl. 

On  a,  en  représentant  par  (A,  X),  (B,  X),  (C,  X).  les 
distances  des  trois  sommets  A,  B,  C à la  corde  PP' qui  est 
l’axe  radical  commun  au  cercle  proposé  et  aux  cercles  tan- 
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genls  aux  côtés  du  triangle  , 

Ây'  _ (A,X)  Kl'  (B,  X) 

(B,X)’  (C,X)’ 

D’où  résulte 

Ay  Bj  C6  _ 

B y C a AS 

Ainsi  trois  quelconques  des  six  points  de  contact,  pris  sur 
les  trois  côtés  respectivement,  donuent  lieu  à cette  équa- 
tion ; ce  qui  prouve  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
ou  bien  que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  sommets 
du  triangle  se  croisent  en  un  même  point.  Or  cela  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  que  les  six  points  seront  les  quatre 
sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d’un  même  quadrilatère.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Autrement.  Le  point  a est  le  point  central  d’une  invo  • 
lution  dans  laquelle  les  deux  sommets  B,  C sont  deux 
points  conjugués,  et  le  point  a un  des  points  doubles  (743) . 


Ou  a donc 

Ba‘ 

_ Bn 

cT 

Ca 

Et  pareillement 

A y’ 

A c 

ci’ 

_Cb 

- 

By 

~ lie  ’ 

Âê’ 

A b 

Multipliant  membre  à membre  ces  trois  équations,  ou  en 
obtient  une  dont  le  second  membre  est  égal  à l’unité,  parce 
que  les  trois  points  a,  fj,  c sont  eu  ligne  droite;  et  cette 
équation  se  réduit  à 

A y B a CG 
B y C a A G ’ 

comme  ci-dessus.  Doue,  etc 


CG 

Âi‘ 


(C,X) 

(A,X) 


(728). 
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5i3 


III 

750.  Quand  les  côtés  d'un  angle  ( (ig.  1 66)  rencontrent 
deux  cercles  C , C',  chacun  en  quatre  points,  savoir,  a,  1». 
c , d sur  l'un,  et  a',  b',  c',  d' sur  l’autre,  deux  cordes  ad  et 
bc,  sous-tendues  pur  cet  angle  dans  le  premier  cercle,  ren- 
contrent deux  cordes  • a'  d’,  b'c',  sous-tendues  dans  le  se- 
cond cercle  , en  quatre  points  ni , n,  p,  q qui  sont  situes 
sur  un  même  cercle,  et  ce  cercle  a le  même  axe  radical 
avec  les  deux  C , C'. 

Prouvons  d’abord  que  par  deux  points  situés  sur  une 
même  corde  de  l’un  des  cercles,  par  exemple,  par  les  deux 
points  m et  n situés  sur  la  corde  ad  du  cercle  C,  on  peut 
faire  passer  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec  les 
deux  proposés  C et  C'.  En  ellet,  le  quadrilatère  a'  b’  c d' 
étant  inscrit  dans  le  cercle  C',  les  deux  couples  de  points 
a , d et  m,  n,  et  les  deux  points  d’intersection  du  cercle 
C'  par  la  droite  nm  sont  eu  involuliou  (GüG).  Donc,  parles 
deux  points  m,  n on  peut  faire  passer  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  deux  C,  C'  (713).  Par  la  même 
raison,  ce  cercle,  qui  est  déterminé  par  le  seul  point  m , 
passera  par  le  point  q situé,  avec  m,  sur  la  corde  a' d"A\i 
second  cercle  C';  et  passant  par  le  point  q , il  passera  par 
le  point  p situé  , avec  q,  sur  la  corde  bc  du  cercle  C.  Donc 
le  même  cercle  passe  par  les  quatic  points  m , n,  p,  q. 

c.  Q.  F.  I*. 

Corollaires.  — Ce  théorème  est  susceptible  de  divers 
corollaires  auxquels  donne  lieu  la  diversité  des  positions 
que  peuvent  prendre  les  deux  transversales  qui  forment  les 
côtés  de  l’angle  que  l’on  y considère. 

I.  Si  l’une  de  ces  droites  est  tangente  à l’un  des  cercles,, 
les  deux  cordes  dans  ce  cercle  partent  du  point  de  contact; 
et  si  la  seconde  droite  est  aussi  tangente  au  même  cercle, 
les  deux  cordes  se  confondent  en  une  seule.  Cette  corde 
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unique  détermine  sur  les  deux  cordes  du  second  cercle  deux 
points  par  lesquels  passe  un  cercle  tangent  à ces  deux 
cordes  et  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  cercles 
proposés. 

II.  Les  deux  côtés  de  l’angle  peuvent  se  confondre;  alors 
les  cordes  interceptées  dans  les  deux  cercles  deviennent 
des  tangentes , et  Ton  a ce  théorème  : 

Si  une  transversale  rencontre  deux  cercles  en  quatre 
points,  et  qu'on  mène  les  tangentes  en  ces  points,  les  deux 
tangentes • au  premier  cercle  rencontrent  les  tangentes 
au  second  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle, 
lequel  a le  même  axe  radical  avec  les  deux,  cercles  pro- 
posés. 

III.  Si  l'un  des  côtés  de  Pangle  est  tangent  à la  fois  aux 
deux  cercles  (fig-  167),  le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Étant  donnés  deux  cercles,  et  étant  menée  l'une  de 
leurs  tangentes  communes,  si  l’on  prend  les  deux  points 
île  contact  pour  sommets  dç  deux  angles  qui  interceptent 
dans  les  deux  cercles,  respectivement , deux  cordes  situées 
sur  une  même  transversale,  les  cotés  de  ces  deux  angles  se 
rencontreront  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle 
qui / tassera  par  les  points  d’intersection  des  deux  pro- 
posés. 

Ainsi  les  deux  cordes  ca,  cb  du  premier  cercle  rencon- 
trent les  deux  c'a',  c' b du  second,  en  quatre  points  m,  n, 
p.  q situés  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d’intcrscc- 
tion  (réels  ou  imaginaires)  des  deux  premiers. 

Autrement.  On  peut  démontrer  directement  cc  théo- 
lèmc  et  lui  donner  un  énoncé  plus  complet,  en  ajoutant 
que  : Si  la  transversale  sur  laquelle  sont  les  cordes  inter- 
ceptées dans  les  deux  cercles,  tourne  autour  d’un  point 
fixe  de  leur  tangente  commune , le  troisième  cercle  reste 
toujours  le  même. 

En  eflel , soit  p le  point  ou  la  transversale  ad  rencontre 
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la  tangente  commune  cc'  ; on  a dans  le  triangle  mec' , coupé 
par  la  transversale  paa1, 

pc  a'  c'  uni 
p c a!  m ac 

Or 

ne  = D.  sine  et  a' d — D'.  sin  c', 

1)  et  D'  étaut  les  diamètres  des  deux  cercles;  d’où 

a' d D'  sine' D'  me 

ac  D sine  II  me' 


L’équation  devient  donc 


ic  ma.  me  D' 
i d ma!  .me'  D 


ma.  me  D p c 

ma' . me'  D ' p c' 


Donc,  quand  la  transversale  tourne  autour  du  point  p,  le 
rapport  — ; , reste  constant;  ce  qui  prouve  (744)  que  le 

point  m décrit  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec 
les  deux  premiers. 


751.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
d'un  //oint  quelconque  de  l'un  on  mène  une  tangente  à 
chacun  des  deux  autres,  et  qu'on  unisse  les  points  de  con- 
tact par  une  droite,  les  cordes  interceptées  par  les  deux 
cercles  sur  cette  droite  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant. 

C’est-à-dire  qu'on  a (Jig.  168) 
ab 

— constante. 
a b 

En  ellet,  on  a 

ab  = 2 R. sin  Y ah,  et  a[b'  = 2 R'.  sinPn'A', 

R, R' étant  les  rayons  des  cercles. 
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Donc 


ah  R sinPn/j  R Pn' 
VT'  ~ T sin  Va' b'  ~~  R7  TT' 


Or,  le  point  P étant  sur  un  cercle  qui  a le  même  axe  radical 

Va' 

avec  les  deux  proposés , le  rapport  est  constant  (7-45). 
Donc 


ah 

-T-  = constante.  c.  q.  f.  b. 
a b 


Réciproquement  : Si  l'on  mène  une  transversale  telle, 
que  deux  cercles  donnés  interceptent  sur  elle  deux  cordes 
ab,  a' b'  qui  soient  dans  un  rapport  constant,  les  tan- 
gentes aux  deux  points  tels  (pic  a et  a'  se  rencontreront 
en  un  point  dont  la  lieu  géométrique , quand  la  transver- 
sale changera  de  position , sera  un  cercle  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  proposés. 

Car,  de  la  relation  — constante  011  conclut,  comme 


• 11  • P u 

on  vient  «le  le  voir,  — - = constante, 
théorème. 


Ce  «jui  démontre  le 


Corollaire.  — E11  ne  considérant  qu’une  transversale  et 
les  quatre  tangentes  en  a,  h et  a',  b on  en  conclut  que  les 
deux  premières  rencontrent  les  deux  autres  en  quatre  points 
situés  sur  un  même  cercle;  ce  qui  est  un  des  corollaires  du 
théorème  (750). 


752.  Quand  trois  cercles  ont  le  meme  axe  radical,  si 
d’un  point  de  l’un  on  mène  une  tangente  à chacun  des 
deux  autres,  et  qu'on  joigne  les  points  de  contact  par 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  cercles  interceptent  deux 
cordes  ab,  a'V;  que  l'on  place  les  lettres  a,  1>,  a',  b'  aux 

extrémités  de  ces  cordes,  de  manière  que  le  rapport  ‘'j'- 

soit  toujours  île  même  signe,  /mis,  que  l’on  prenne  les 
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fleur  points  qui  divisent  harmoniquement  chacun  des 
deux  segments  aa',  bb';  le  lieu  de  ces  points  sera  un  qua- 
trième cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  proposés. 

En  cllet,  soient  e , f les  deux  points  qui  divisent  harmo- 
niquement les  deux  segments  aa'  et  hb' ; on  a 


ea . cb 
ca' . cb' 


nb 

a'b' 


( 2*54  et  207). 


nb 


Or  le  rapport  -^est  constant,  d’après  le  théorème  (751), 


et  de  même  signe,  par  hypothèse  ; donc  le  rapport  est 

aussi  constant  et  de  même  signe.  Ccqui  prouve  que  le  point 
c est  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d’intersection  des 
deux  cercles  proposés  ( 7 44  ) . 

Donc , etc. 

753.  Réciproquement  : Etant  donnés  trois  cercles 
ayant  te  même  axe  radical ; si  l'on  mène  une  droite  qui 
rencontre  les  deux  premiers  en  deux  couples  de  points 
a,  b et  ar,  b'  tels,  que  les  deux  segments  aa',  bb'  soient 
divisés  harmoniquement  par  le  troisième  cercle , les  tan- 
gentes au  premier  cercle  en  a et  b rencontreront  les  tan- 
gentes au  deuxième  cercle  en  a1  et  b',  en  quatre  points 
situés  sur  un  cercle  qui  passera  par  les  points  d'intersec- 
tion des  deux  cercles  proposés. 

En  eflet,  soient  e,yies  points  où  la  transversale  rencontre 
le  troisième  cercle.  Puisque  le  point  e est  sur  ce  cercle, 

ca.cb  ..... 

— - — — est  constant  744). 
en  .eb 

Mais  les  deux  points  e,  f divisant  harmoniquement  les 
deux  segments  aa' , hb' , on  a 


en  . eb 
en  ' . eb' 


nb 

ITT' 
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Donc 

a b 

-77-  = constante. 
a b 


Ce  qui  prouve  que  les  tangentes  en  a cl  a'  se  coupent  sur 
un  cercle  (751).  c.  q.  f.  n. 


751.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical , si 
chaque  point  de  l'un  est  pris  pour  le  sommet  commun  de 
deux  angles  circonscrits  aux  deux  autres,  le  rapport  des 
sinus  de  ces  angles  est  dans  une  raison  constante,  d'une 
part,  avec  le  rapport  des  carrés  des  cordes  de  contact  qu'ils 
interceptent  dans  les  deux  cercles  ; et , d'autre  part,  avec 
te  rapport  inverse  des  carrés  des  distances  du  point  du  pre- 
mier cercle  aux  centres  des  deux  autres. 

En  cllet,  le  quadrilatère  ambC  (Jtg.  169)  est  inscrip- 
tible  ; par  conséquent , on  a 

. ab 

sin  amb  — — -, 
ru  C 


et 


ab.m  C=  ïam . Ca  = 2 R .am  (29). 

Il  en  résulte  ces  deux  expressions  de  sin  amb , 


sin  amb  = 


ab 

2 R . am 


. 7.  R am 

et  sin  amb  = 

m C 


On  a de  même,  dans  le  second  cercle, 


sin  a'  mb'  — 


a'  b' 


2 R',  a'  m 


et  sin  a'  m b' 


2 R ' .a' m 
m C' 


Donc 


sin  amb 


a b 


R'  a!  m 

,T  ’ 7b' 


R am  m (T 

R'  ’ Tin  -Tri 
ai  t . 


Mais  — — = const.  (7-15):  donc,  etc. 

a m ' 

755.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical , si 
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chaque  point  de  l’un  est  pris  pour  te  sommet  commun  de 
deux  angles  circonscrits  aux  deux  autres , les  segments  que 
ces  angles  interceptent  sur  une  transversale  parallèle  à la 
droite  menée  de  leur  sommet  à un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles , sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant . 

En  cllct,  on  a { ftg . iji) 

sin  amh  R.anj  _ Cm  . 

sin  a' ml)'  R ' .a'  m ' ç, 

El 

sin  am  S.  sin  l>m  S = ^ ~ (B&G,  corail.), 

R!  Cm 


sin  a'  m S . sin  b'  m S = 


i'A'.rB' 

R'’ 


Donc 


sin  nmbo  sin  am  S.  sin  bmS  R.  <7///  /IA.  IB 

sin  a' mb'  ‘ sin  n'raS.sin  b'  ///S  R ’.a'm'  \ R1 


Or  les  points  I et  I',  fjui  sont  les  pôles  de  la  droite  S m,  sont 
en  ligne  droite  avec  le  centre  de  similitude  S,  et  l'on  a 

IA. IB I'AM' B'  CP  _ R* 

R’  R'1  ’ î7  “ R7’’ 

Donc 

sin  nmb  sin  nm  S . sin  bm  S am  R 

sin  a' mb'  sin  a'  m S . sin  b ni  S a' m'  R' 


Si  l'on  mène  une  transversale  parallèle  à mS,  les  segments 
que  les  deux  angles  formeront  sur  relte  droite  auront 
leur  rapport  égal  au  premier  membre  de  cette  équa- 
tion (619).  Mais  le  second  membre  est  constant  (745). 
Donc , etc. 


V. 


756.  I.f.mme.  — Quand  deux  cordes  d’un  cercle  font 

34 
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entre  elles  un  angle  infiniment  petit,  le  rapport  tics  seg- 
ments formés  sur  l'une  d'elles  par  leur  point  d'intersec- 
tion est  égal  au  rapport  des  arcs  de  cercle  compris  entre 
les  deux  cordes. 

C cst-a-dire  que  I on  a ( fig.  172)  - = 

En  effet,  que  du  point  i comme  centre,  et  avec  les  rayons 

ia  et  ih,  on  décrive  les  arcs  no. , b c,  on  aura  — Mais 

10  b S 

les  deux  triangles  nota' , bSb',  ([n  on  peut  considérer 
comme  rectilignes,  puisque  les  côtés  an',  bb'  sont  in- 
finiment petits,  sont  semblables,  parce  qu’ils  sont  rec- 
tangles, et  que  les  angles  en  a'  et  b'  sont  égaux.  O11  a 

. a a an'  , 

donc  jç  = j-p i et , par  conséquent , 

ia  na' 

Jb~W 

c.  Q.  r.  p. 

7n7.  Étant  donnés  trois  cercles  ayant  le  même  axe  ra- 
dical, si  un  angle  de  grandeur  -variable  inscrit  dans  l’un 
et  dont  les  côtés  sont  tangents  aux  deux  autres,  respecti- 
vement , se  meut,  de  manière  que  son  sommet  et  ses  deiur 
côtés  glissent  sur  les  trois  circonférences,  la  corde  que 
cet  angle  intercepte  dans  le  premier  cercle  roule  sur  un 
quatrième  cercle  ayant  le  même  radical  avec  les  trois 
premiers. 

Considérons  l’angle  dans  l’une  de  ses  positions;  soient 
a { fig . 17.I)  son  sommet  sur  le  premier  cercle,  0,  y les 
points  où  ses  côtés  touchent  les  deux  autres  cercles,  et  bc 
la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  premier.  Soit  b'  a'  c'  une 
seconde  position  de  cet  angle,  infiniment  voisine  delà  pre- 
mière; les  côtés  ac,  a'  c'  se  coupent  au  point  de  contact  6, 
et  les  côtés  al),  a'  b'  au  point  de  contact  y.  Soit  a le  point 
d intersection  des  deux  cordes  bc , b'  c';  ce  sera  le  point  où 
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la  première  bc  touche  sa  courbe  enveloppe.  On  a,  d’après 
le  lemme, 

un' 
c€  ce' 


Désignons  par  («,  X),  ( b , X),  (c,  X)  les  distances  des 
trois  points  a,  b,  c à l'axe  radical  des  trois  cercles;  on  a 


Donc 

na' 

ce1 

Donc 

Mais 

Donc 


_ . /!fl» x) 

ce  V ('•,  X; 


(72H). 


Pareillement 


— — t 

bi,'  - y (*,  xT 


rc' 


s/ 


i *,X) 

(*,  X) 


bb'  _ bj. 
ccf  ra 


b x 

COL 


s/ 


(è,X) 
(G  X)' 


Ge  qui  prouve  que  le  point  a est  le  point  de  contact  d’un 
cercle  tangent  à la  corde  bc  et  ayant  le  même  axe  radical 
avec  les  proposés;  ce  cercle  est  donc  tangent  à la  courbe  en- 
veloppe de  la  corde  bc.  Pour  le  point  infiniment  voisin  sur 
cette  courbe  enveloppe,  on  aurait  encore  un  cercle  tan- 
gent. Ces  deux  cercles  auraient  donc  un  point  commun  ; ce 
qui  exige  qu’ils  se  confondent , parce  que  les  deux  cercles  . 
ayant  déjà  deux  points  communs  sur  lei*-  axe  radical , ne 
peuvent  pas  en  avoir  un  troisième.  Donc  la  courbe  enve- 
loppe de  la  corde  bc  est  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d’intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  trois  premiers. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


7o8.  Le  théorème  s’étend  à un  polygone  quelconque,  de 
celle  manière  : 


34. 
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Quand  plusieurs  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
dans  l’un  on  inscrit  un  polygone  dont  tous  les  côtés, 
moins  un,  soient  tangents  aux  autres  cercles,  puis,  que 
l’on  déforme  ce  polygone  en  faisant  glisser  scs  sommets 
sur  le  premier  cercle , et  ses  côtés  sur  les  autres  cercles, 
le  dernier  côté  enveloppera  un  cercle  ayant  le  même  are 
radical  avec  les  premiers. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  le  théorème  étant  dé- 
montré pour  un  triang!e,  on  en  conclut  qu'il  a lieu  pour  le 
quadrilatère,  puis  pour  le  pentagone,  etc. 

Corollaire.  — 11  suit  de  là  que  : Quand  un  polygone 
inscrit  dans  un  cercle  a ses  côtés  tangents  à autant  d'au- 
tres cercles  ayant,  tous  le  même  axe  radical  avec  le  pre- 
mier, on  peut  inscrire  dans  ce  cercle  une  infinité  d'au- 
tres polygones  du  même  nombre  de  côtés,  dont  tous  les 
côtés  soient  tangents  aux  autres  cercles,  un  à un , respec- 
tivement 

Ces  beaux  théorèmes  sont  dus  à M.  Poncelet.  La  démons- 
tration précédente  diffère  de  celle  du  Traité  de  Propriétés 
projectives  (page  3a3 ) , excepté  dans  le  raisonnement  linal 
relatif  à la  courbe  enveloppe.  Cette  démonstration  s’appli- 
quera d’clle-mème  aux  sections  coniques. 

( •)  Nous  verrons , dans  la  Théorie  des  sections  coniques  , que  ces  poly- 
gones jouissent  d'une  propriété  bien  remarquable;  c'est  qu’il  n'est  pas 
nécessaire  de  prendre  les  cercles  toujours  dans  le  même  ordre  pour  déter- 
miner la  direction  des  côtés  consécutifs  d’un  polygone.  (Jucls  que  soient  les 
cercles  qu’on  attribuera  aux  côtés  consécutifs,  un  h un,  respectivement,  le 
polygone  se  fermera  toujours , s'il  se  ferme  une  fois. 

0 
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CHAPITRE  XXXI. 

PROPRIÉTÉS  DE  DEUX  CERCLES,  RELATIVES  AUX  DEUX  POINTS 
DONT  CHACUN  A LA  MEME  POLAIRE  DANS  LES  DEUX 
CERCLES. 


739.  Quand  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  il  existe  sur 
la  ligne  des  centres  deux  points  e,  J dont  chacun  a la  même 
polaire  dans  les  deux  cercles;  la  polaire  de  l’un  passe  par 
l’autre  : ce  sont  les  deux  poiuls  qui  divisent  harmonique- 
ment les  deux  diamètres  situés  sur  la  ligne  des  centres. 
Ces  points  sont  imaginaires  quand  les  deux  cercles  se  ren- 
contrent, parce  qu’alors  les  deux  diamètres  empiètent  l’un 
sur  l’autre  (210). 

Le  [>oint  situé  à l’infini  dans  une  direction  perpendicu- 
laire à la  ligne  des  centres  , jouit  aussi  de  la  propriété  d’avoir 
la  même  polaire  dans  les  deux  cercles;  cette  droite  est  la 
ligne  des  centres.  Mais  nous  ne  considérerons  ici  que  les 
deux  premiers  points  e,f. 

Si  l'on  regarde  ces  deux  points  comme  des  cercles  d’un 
rayon  infiniment  petit,  chacun  d’eux  aura  le  même  axe 
radical  avec  les  deux  cercles  proposés. 

Car  chacun  de  ces  points  a [>our  axe  radical  avec  chacun 
des  deux  cercles,  un  axe  passant  par  leur  milieu  (7-10). 

700.  Si,  sur  une  transversale  menée  arbitrairenumt,  on 
prend  les  deux  points  conjugués  à la  fois  par  rapport  à 
deux  cercles,  ces  points  sont  vus  de  chacun  des  deux 
points  e , f sous  un  angle  droit. 

En  effet,  la  transversale  rencontre  les  deux  cercles  et  le 
point  e,  considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit  (738) , 
en  trois  couples  de  points  en  révolution  (713);  les  deux 
points  conjugués  par  rapport  aux  deux  cercles  sont  les  points 
doubles  de  l’involution  (203)  ; par  conséquent  ils  sont  con- 
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jugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  d'intersec- 
tion du  cercle  e;  donc  ils  sont  vus  du  point  e sous  un  angle 
droit  (74-2). 

7(51 . Quand  deux  cercles  sont  coupés  par  une  transver- 
sale, les  cordes  qu'ils  interceptent  sur  cette  droite  sont 
■vues j de  l’un  quelconque  des  deux  points  e , f , sous  des 
angles  qui  ont  la  meme  bissectrice,  ou  dont  les  bissectrices 
sont  rectangulaires. 

En  cllet,  soient  e et  q [fig.  174)  les  deux  points  qui  di- 
visent harmoniquement  les  deux  cordes  «o,  a’  ô';  les  deux 
droites  et,  eq  sont  rectangulaires  (760);  donc  elles  sont 
les  bissectrices  des  angles  aeë , a!  e 6'  et  de  leurs  supplé- 
ments (80).  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  — Si  la  transversale  est  tangente  au  cercle  . 
C/  {fig.  1 75),  la  droite  menée  du  point  e au  point  de  contact 
a'  est  la  bissectriccde  l’angle  aeë  ou  de  son  supplément. 

Corollaire  II.  — Si  la  transversale  est  tangente  aux 
deux  cercles  {fig.  176),  les  deux  angles  ac  o,  et’ e o'  de- 
viennent infiniment  petits,  et  les  bissectrices  soiit  les  rayons 
ea,  ea’  menés  aux  points  de  contact;  le  théorème  peut 
donc  s’énoncer  ainsi  : 

Si  l'on  mène  une  tangente  commune  à deux  cercles, 
les  points  de  contact  sont  vus  de  chacun  des  points  e,  f 
sous  un  angle  droit. 

Autrement.  Pour  démontrer  directement  ce  théorème, 
il  suffit  de  remarquer  que  les  points  de  contact  de  la  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  d’intersection  du  cercle  e 
par  cette  tangente  (743,  coroll.),  d’où  l’on  conclut  que  ces 
deux  points  de  contact  sont  vus  du  point  e sous  un  angle 
droit  (742). 

762.  Étant  donnés  deux  cercles  C,  C*  qui  ne  se  ren- 
contrent pas , si  autour  du  point  c,  qui  a la  intime  polaire 
dans  les  deux  cercles  (fig.  177),  on  Jait  tourner  un  angle 
<lroit  dont  les  côtes  rencontrent , respectivement , les  deux 
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cercles  en  a et  a',  la  droite  aa'  détermine , sur  les  deux 
cercles,  deux  autres  / joints  b,  b'  ; 

l°.  L'angle  bel)'  est  droit; 

i°.  Les  tangentes  aux  deux  cercles,  en  leurs  points  a,  a', 
ou  b,  b',  ont  leur  point  de  concours  sur  un  troisième  cercle 
qui  passe  par  les  points  d'intersection  des  deux  proposés  ; 

3”.  Enjin,  les  deux  cordes  ab  et  a'b'  sont  entre  elles 
ilans  un  rapport  constant. 

En  ell’et,  considérons  le  pointe  comme  un  cercle  infini- 
ment petit,  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  pre- 
miers (739);  et  appelons  e et  les  points  d'intersection, 
imaginaires,  de  ce  cercle  par  la  droite  aa' . Les  trois  cou- 
ples de  points  a,  b]  a',  b' , et  e,  <f  sont  en  involution  (743). 
Or  les  deux  a et  a'  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle 
infiniment  petit  (742),  et,  par  conséquent,  par  rapport 
aux  deux  points  s et  <f  (687).  Donc  les  deux  b cl  b'  sont 
aussi  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  e, 
f (277),  et  sont,  par  conséquent,  conjugués  par  rapport 
au  cercle  infiniment  petit.  Donc  l'angle  beb'  est  droit. 

Maintenant,  puisque  les  deux  points  £ , <p,  qui  divisent 
harmoniquement  les  deux  segments  aa'  et  bb\  appartien- 
nent au  cercle  e,  qui  a le  même  axe  radical  avec  les  deux 
cercles  proposés,  il  eu  résulte,  d’après  le  théorème  (733) , 
que  les  tangentes  à ceux-ci,  menées  par  les  points  «,  a', 
se  coupent  sur  un  cercle  qui  a le  même  axe  radical  avec  les 
deux  proposés;  et,  par  suite,  que  les  deux  cordes  a b , a'  b' 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  (731). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

763.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical , si 
l'on  mène  une  transversale  quelconque  qui  rencontre  le 
premier  en  deux  points  a,  a1,  et  les  deux  autres  en  deux 
points  in,  n . respectivement , on  a (fig.  î -8-) 

sin  ///rrt.sin  tnea'  MA. MA'  Mc 

sin  «rn.sin  rira'  NA  . NA'  ’ r-1 
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En  effet,  on  a (744) 


nia.  ma'  MA.  MA' 

sin  mea  .sin  mea' 

MA.  MA' 

me  Mc 

sin  a .sin  a ' 

mT-1 

et , de  même  , 

na.na'  NA.  NA' 

sin  nta . siu  nea' 

NA.NA' 

2 — — * ’ 

ne  Ne 

ou  . . . 

sin  n . sin  a 

7 ÎU 

Ik 

1 

Donc,  etc. 

Corollaire.  — Si  la  transversale  est  tangente  au  pre- 
mier cercle,  en  un  point  i,  on  aura 


sin  iem 
sin  ien 


v/ 


MA.  MA'  Me 
NA. NA'  : N? 


= const. 


Remarque. — En  désignant  par  ot,  p,  v les  centres  des 


i MA. MA'  Mc  pa  pe 

■rois  cercles,  on  a — ■ : ==i  = — : — (741),  rapport 

anliarmonique  des  quatre  points  a,  a,  v,  e. 

704.  Quand  deux  cercles  C,  C'  (lig.  179)  ne  se  ren- 
contrent pas,  si  deux  tangentes  à l’un  C'  rencontrent 
l’autre  en  quatre  points  a,  b et  a',  b',  les  distances  de  ces 
points  au  point  e,  qui  a la  même  polaire  dans  les  deux 
cercles,  sont  proportionnelles  aux  distances  des  mêmes 
points  à la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  au  cet'cle  C. 

En  effet,  concevons  qu’un  troisième  cercle,  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  deux  proposés,  passe  par  le  point 
d’intersection  o des  deux  cordes  ab , a’ b1  du  cercle  C,  qui 
sont  tangentes  en  1" et  t'  au  cercle  C';  on  aura,  d’après  le 
théorème  précédent , 

sin  aei  sin  a'  ci' 

sin  oei  sin  oei' 


I.es  deux  triangles  «et,  oei  donnent 

sin  ari ai  en 

- _ sin  oei  oi  ro 

Mais  le  rapport  est  égal  au  rapport  des  perpendicu- 


laires abaissées  des  points  a et  o sur  toute  droite  passant 
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par  le  point  i,  et,  par  conséquent,  sur  la  droite  ii' \ on  a 
donc,  en  appelant  «or,  ow  ces  perpendiculaires, 
sin  ari  ax  ca  ax  ou 
sin  oci  ou  co  ca  ’ co 

Ou  a de  même , en  appelant  a'  <x'  la  distance  du  point  a'  à 
la  droite  ii', 

sin a'it a 3!  ou 

sin  oci'  ca'  co 

Et  puisque  les  deux  rapports  de  sinus  sont  égaux,  il  s’en- 
suit 

ti  • 

a a a a 

ca  ca' 

Or  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  a'  s’applique  au 
point  b' ; et  ce  qui  est  démontré  du  point  a à l’égard  des 
deux  «'  et  b'  doit  s’entendre  aussi  du  point  b.  Il  en  résulte 

donc  que  les  quatre  rapports  —1  etc. , sont  égaux  ('*'). 

c.  Q.  F.  D. 

765.  Quand  deux  cercles  C,  G'  (fig.  179)  ne  se  ren- 
contrent pas,  si  d’un  point  o on  mène  les  tangentes  à 
l’un  deux,  lesquelles  rencontrent  le  second  en  deux  cou- 
ples de  points  a,  b et  a',  b',  les  droites  menées  du  point  c, 
qui  a la  même  polaire  dans  les  deux  cercles,  aux  points 
a,  b,  a',  b'  et  o,  donnent  lieu  à l’équation 
tang-ÿne  tang  -j  a'  co 

lang  -J-  bco  tang  -j  b' co  ’ 

OU 

tang  j aeo  . tang  \ bco  = tang-j  a’ co  . tang-i  b' co, 

selon  que  le  cercle  C',  auquel  sont  menées  les  tangentes, 
se  trouve  dans  l’ intérieur,  ou  au  dehors  du  cercle  C. 

Supposons  que  le  cercle  G'  soit  dans  l’intérieur  de  G. 
Soient  aa.  b o,  a'a.',  b'  o'  les  perpendiculaires  abaissée» 

(*)  D'après  cela,  on  peut  dire  que  les  quatre  points  ay  by  a't  b'  sont  situés 
sur  une  conique  qui  a l'un  do  ses  foyers  en  ry  et  pour  directrice  correspon- 
dante la  droite  ii *. 
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tics  points  a,  b,  a',  b1  sur  la  droite  i i'  qui  joint  les  points 
de  contact  des  deux  tangentes  au  cercle  C';  les  quatre  rap- 
ports — i Ç-)  etc.,  sont  égaux,  comme  il  vient  d’êire  dé- 
montré.  Toutefois  ils  n’ont  pas  le  même  signe  : si  les  deux 


— , sont  regardés  comme  positifs,  les  deux 
a a a a. 


cb 

ÏV 


cb' 

Vz 


seront  négatifs,  parce  que  les  deux  perpendiculaires  bc,  b'  o1 
n'ont  pas  la  même  direction  que  les  deux  «or,  a' a' . D’a- 
près cela,  si  sur  les  deux  rayons  ea,  ea'  et  sur  le  prolon- 
gement des  deux  eb,‘eb\  au  delà  du  pointe,  on  prend 
quatre  segments  respectifs,  eA,  eA',  eB,  eW  proportion- 

ca  ra'  cb  cb'  , , , . 

uels  aux  quatre  rapports  — i J/T;'  c est-a-dire 


«A  = X - — , etc.,  les  quatre  points  A , B,  A',  B'  seront  sur 
a a 

une  circonférence  de  cercle  ayant  son  centre  au  point  e. 

Mais  , d’après  les  relations 

ra  ca' 

«A  = I — i c A = A — — v • t 

a a «a 


les  deux  quadrilatères  abb' a'  et  ABB'A'  sont  homologiques 
par  rapport  au  point  e,  centre  d'homologie  (5^9).  Donc 
les  deux  côtés  AB,  A'  B'  du  second  se  coupent  en  un  point 
O situé  sur  la  droite  eo.  Or  on  a,  dans  le  cercle, 


tang-j  AeO.  tang  A BcO=tangA  A'cO.tangÿ  B'eO  ("00,  rnrolt.), 
ou,  eu  égard  aux  directions  des  lignes  eB,  ell', 
tang  ( iico  _ tang  A tt'co 
tang  A bru  tang  A b'  en 

Ce  tpi’il  fallait  démontrer. 

Quand  le  cercle  C'  est  extérieur  an  cercle  C,  on  dé- 
montre de  la  même  manière  que  l’équation  est 

tang  A aco . tang  bco  = tang  A a'  co , tang  ~ b'm. 
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CHAPITRE  XXXII. 


SYSTÈME  DE  TROIS  CERCLES  QUELCONQUES.  CONTACTS 

DES  CERCLES. 


I.  Propriétés  relatives  à trois  cercles. 

TGC.  Trois  cercles,  situés  d'une  manière  quelconque, 
donnent  lieu,  étant  pris  deux  à deux,  à six  centres  de 
similitude  ; ces  six  points  sont,  trois  à trois,  sur  quatre 
droites,  de  manière  que  sur  l'une  de  ces' droites  se  trouvent, 
les  trois  centres  de  similitude  directe,  et,  sur  chacune  des 
autres,  deux  centres  de  similitude  inverse  et  un  centre  de 
similitude  directe. 

En  effet , considérons,  dans  les  trois  cercles,  dont  les  cen- 
tres sont  O,  O',  O",  trois  rayons  parallèles  O a , O 'a',  O"  a". 
La  droite  aa'  marque  sur  OO'  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles  O,  (V;  et  ainsi  des  deux  autres  droites  a' a", 
a"a.  Or  les  deux  triangles  OO'O"  et  a a'  a"  ayant  leurs 
sommets  situes,  deux  à deux,  Sur  trois  droites  parallèles, 
les  poiuts  de  rencontre  de  leurs  côjés,  deux  à deux  res- 
pectivement, sont  en  ligne  droite  (365)  : c’est-à-dire  que 
les  centres  de  similitude,  déterminés  par  les  trois  droites 
aa',  a' a",  a" a,  sont  en  ligne  droite.  Mais  si  les  trois 
rayons  sont  de  même  direction,  chacune  des  trois  droites 
passe  par  un  centre  de  similitude  directe  (710);  et  si  l’un 
des  trois  rayons  est  de  direction  contraire  à celle  des  deux 
autres,  celui-ci  donne  lieu  à deux  centres  de  similitude  in- 
verse, et  les  deux  premiers  à un  centre  de  similitude  di- 
recte. Le  théorème  est  donc  démontré. 

767.  Tes  axes  radicaux  auxquels  donnent  lieu  trois 
cercles , pris  deux  à deux,  concourent  en  un  même  point . 
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F.n  ellet,  soit  o)  1»;  point  d'intersection  des  axes  radicaux 
du  cercle  O,  avec  les  deux  O'  et  O",  et  concevons  qu’une 
droite  menée  par  ce  point  rencontre  les  trois  cercles  eu 
trois  couples  de  points  a,  b,  b'  et  c,  c' ; on  aura  les 
deux  égalités 

wo . un1  = u b . w b',  w a ,wa' — tac ,<ac'  (7 14 , ron>//.). 

Donc 

tab  .u b'  — o iC  .tac1 , 

Ce  qui  prouve  que  le  point  w appartient  à l’axe  radical  des 
deux  cercles  O'  et  O".  Donc,  etc. 

7(38.  ('tant  i/onnés  trois  cercles , si  par  un  même  point 
on  en  mène  trois  autres  passant,  respectivement , par  les 
points  d’intersection  des  trois  premiers , pris  deux  à deux, 
ces  trois  cercles  se  couperont  en  un  même  point. 

Soient  U,  Cet  C'  les  trois  cercles  donnés;  par  un  point  P 
on  en  mène  trois  autres  A , A'  et  2 tels,  que  le  premier  A 
passe  par  les  points  d’intersection  (réels  ou  imaginaires)  de 
U et  C,  le  second  A'  parles  points  d’intersection  de  U 

C',  et  le  troisième  2 par  les  points  d’intersection  de  C 
tt  C'.  11  faut  prouver  que  ces  trois  cercles  se  coupent  en 
un  même  point.  • 

Soit  P'  le  point  d’intersection  des  deux  A et  A'  : le  seg- 
ment PP'  forme  une  involution,  d’une  part  avec  les  seg- 
ments faits  par  les  cercles  U et  C sur  la  droite  PP',  et  d’autre 
part  avec  les  segments  faits  par  les  cercles  li  et  C'  ( 7 UJ ) . 
Donc  le  segment  PP'  et  les  segments  laits  par  C et  C'  sont 
en  involution.  Donc  par  les  deux  points  P et  P'  on  peut 
mener  un  cercle  passant  par  les  points  d’intersection  de  C 
et  C'.  Ce  cercle  sera  2.  Donc,  etc. 

769.  Le  théorème  peut  prendre  l’énoncé  suivant,  d’a- 
près lequel  les  deux  points  P,  P',  communs  aux  trois  cer- 
cles A,  A' et  S , pourront  être  imaginaires  : 

fit  an  t pris  sur  un  cercle  l deux  couples  de  points,  réels 
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ou  imaginaires  f*),  si  par  les  rleu.r  premiers  points  on 
mène  deux  cercles  quelconques  C , A , et  par  les  deux 
autres,  deux  cercles,  aussi  quelconques,  C',  A',  ceux-ci 
rencontreront , respectivement , les  deux  C,  A en  quatre 
fioinls  situés  sur  un  meme  cercle. 

En  ell’et,  appelons  P,  P'  les  points  d'interseetion  (réels 
ou  imaginaires)  des  deux  ccrelcs  A,  A'.  I.e  segment  PP' 
forme  une  involution,  d'une  part  avec  les  segments  que  les 
deux  cercles  U et  C font  sur  la  même  droite  (743),  et  d'autre 
part  avec  les  segments  faits  par  les  deux  cercles  U et  C'. 
Donc  le  segment  PP' et  les  deux. que  les  cercles  C,  C'  font 
sur  la  même  droite  sont  en  involution.  Donc  par  les  deux 
points  P,  P'  on  peut  mener  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d’intersection  de  C et  C'.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

II.  Contact  des  cercles.  Cercle  tangent  h trois  autres. 

770.  Quand  un  cercle  est  tangent  à deux  autres , les 
points  de  contact  sont  en  ligne  droite  avec  l'un  des  centres 
de  similitude  de  ceux-ci,  et  les  tangentes  en  ces  points  se 
coupent  sur  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

• La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  du  théo- 
rème (706) , puisque  le  point  de  contact  de  deux  cercles  est 
un  de  leurs  centres  de  similitude  (710)  ; et  la  seconde  par- 
tie, du  théorème  (767),  parce  que  la  tangente  commune  à 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

771.  Étant  donnés  deux  cercles  (J,  CÉ  (fig.  180)  aux- 
quels on  mène  deux  cercles  tangents  C,  C',  le  premier  en 
M et  m, , et  le  second  en  N et  n, , de  manière  que  les  deux 
droites  Mm,  et  Nti|  passent  par  un  même  centre  de  simi- 
litude des  deux  cercles  0,0': 

t".  L'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C'  passera  par 
ce  point  ; 

(*)  Nous  appelons  couple  de  points  imaginaires  sur  un  cercle,  les  points 
* détermines  par  rinterscclion  du  cercle  et  d'une  ligne  droite  (C4(î). 
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Et  2.0.  Un  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles  se 
trouvera  sur  l'axe  radical  des  deux  O et  O',  à l’intersec- 
tion des  deux  cordes  MN . mt  n , . 

En  effet,  i°  on  a SM. S/n,  = SN.Sn,  (72i).  Donc  le 
point  S appartient  à l’axe  radical  des  deux  cercles  C,  C' 

( 71  i,  coroll.). 

2°.  Les  deux  droites  MN,  m,  n.  se  coupent  sur  l’axe  ra- 
dical des  deux  cercles  O,  O'  (721).  Chacune  d’elles  passe 
par  l’un  des  centres  de  similitude  des  deux  cercles  C, 
C'  (770);  il  faut  prouver  que  c’est  par  le  môme.  Suppo- 
sons que  S soit  un  centre  de  similitude  directe,  les  deux 
points  M et  m,  seront  nécessairement  deux  centres  de  simi- 
litude de  même  nom  (directe  ou  inverse)  du  cercle  C avec 
les  deux  O,  O'  (766).  Et  de  même  des  deux  points  N,  n,. 
Donc  les  droites  MN  et  m,  n,  joignent,  chacune,  deux  cen- 
tres de  similitude  tels,  que  si  les  deux  premiers  sont  de 
même  nom  ou  de  noms  diflêrents , il  en  est  de  même  des  deux 
autres;  par  conséquent,  dans  les  deux  cas , les  deux  droites 
passent  par  un  même  centre  de  similitude  des  deux  cercles 

C,  C'  (766). 

Le  raisonnement  est  le  même  si  le  point  S est  un  centre 
de  similitude  inverse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

772.  Remarque . — L’axe. radical  des  deux  cercles  C,  C' 
a son  pôle,  relatif  au  cercle  O,  sur  la  droite  MN.  Car,  d’a- 
près la  seconde  partie  du  théorème  (770) , cet  axe  passe  par 
le  point  d’intersection  des  deux  tangentes  en  M et  N , lequel 
est  le  pôle  de  cette  droite. 

D’où  il  suit  que,  réciproquement,  la  corde  MN  passe  par 
le  pôle  de  l’axe  radical  des  deux  cercles  C,  C',  pris  dans  le 
cercle  O (676),  ou,  en  d’autres  termes,  que  cet  axe  a son 
pôle  sur  la  droite  MN. 

77.1.  h ne  droite  L menée  par  le  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  O , O’  est  l’axe  radical  d une  infinité  de  sys- 
tèmes de  deux  cercles  C,  C'  tangents  aux  deux  O,  O'. 
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F.  ii  effet,  pour  déterminer  un  système  de  deux  cercles  C, 
C',  il  suffit  de  mener,  par  le  pôle  de  la  droite  L dans  le 
cercle  O , une  droite  qui  rencontre  ce  cercle  en  deux 
points  M,  N (772). 

Les  cercles  C,  C'  qu’on  mènera  par  ces  points,  respec- 
tivement. tangentiellcincnt  aux  deux  cercles  O et  O',  au- 
ront pour  axe  radical  la  droite  L. 

774.  Le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  C,  C'  est 
sur  l’axe  radical  des  deux  O,  O'  à l’intersection  de  la  corde 
MN  (771).  Par  conséquent,  ce  point  peut  être  pris  arbi- 
trairement, c’est-à-dire  que  : 

Une  droite  L étant  menée  par  l’un  des  centres  de  simili- 
tude de  deux  cercles  O,  O',  et  un  point  étant  pris  sur  leur 
axe  radical,  on  peut  déterminer  deux  cercles  C,  C'  tan- 
gents aux  deux  0,0',  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite 
L , et  pour  centre  de  similitude  le  point  donné. 

II  suffit  de  mener  par  ce  point  une  droite  passant  par  le 
pôle  de  la  droite  L par  rapporta  l'un  des  cercles  O,  O'; 
cette  droite  marquera  sur  ce  cercle  les  deux  points  de  con- 
tact des  deux  cercles  tangents  qui  satisfont  aux  deux  con- 
ditions de  la  question. 

775.  Mener  un  cercle  tangent  à trois  autres. 

Soient  O,  O',  O"  les  trois  cercles  proposés,  et  S,  S',  S" 

leurs  trois  centres  de  similitude  directe. 

Un  peut  mener  deux  cercles  tangents  à l’un  des  trois  O, 
O',  O",  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite  SS' S",  et 
pour  centre  de  similitude  le  point  de  concours  des  trois  axes 
radicaux  des  cercles  O , O',  U";  et  d’après  le  théorème  pré- 
cédent, ces  deux  cercles  seront  tangents  à chacun  des  deux 
autres  cercles . 

Pour  déterminer  ces  cercles,  on  cherchera  les  pôles  de  la 
droite  SS' S"  dans  les  ceroles  O,  O',  O",  et  l’on  mènera  par 
ces  points  des  droites  concourantes  au  point  d'intersection 
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(les  trois  axrs  radicaux;  ccs droites  rencontreront,  respecti- 
vement, les  trois  cercles  en  des  points  qui  seront  les  points 
de  contact  de  deux  cercles  satisfaisant  à la  question. 

Pour  chacune  des  trois  autres  droites  sur  lesquelles  se 
trouvent,  trois  à trois,  les  six  centres  de  similitude  des 
trois  cercles  proposés,  on  aura  deux  autres  cercles  tan- 
gents. De  sorte  qu’il  existe,  en  général , huit  cercles  tan- 
gents à trois  cercles  donnés. 

776.  Celte  solution  d’un  problème  qui  a été  résolu,  dans 
tous  les  temps,  de  bien  des  manières  , est  la  plus  simple  (■*)  ; 
elle  se  prête  à tous  les  cas  particuliers  qui  résultent  des 
hypothèses  que  l’on  peut  faire  à l'égard  des  trois  cercles, 
en  supposant  qu'ils  deviennent  des  points  ou  des  droites. 

Quand  un  cercle  se  réduit  à un  point,  ce  point  est  lui- 
même  son  centre  de  similitude  avec  un  autre  cercle  ; et  nous 
avons  vu  que  l’axe  radical  est  à égale  distance  du  point  et  de 
sa  polaire  par  rapport  au  cercle  (740) . 

Quand  un  cercle  devient  une  ligne  droite,  parce  que 
son  rayon  est  devenu  infiniment  grand,  son  axe  radical  avec 
un  autre  cercle  est  cette  droite  elle-même.  Les  points  que 
l’on  considérera  comme  les  centres  de  similitude  de  la  droite 


(*)  Celte  solution  est  duc  à M.Gcrgonne  (Voir  Annales  de  Mathématiques , 
tome  IV,  page  34$,  année  1814  ).  M.  Gaultier,  de  Tours,  en  avait  beaucoup 
approché  , dans  son  Mémoire  sur  les  moyens  généraux  de  construire  graphique- 
ment un  cercle  déterminé  par  trois  conditions , et  une  sphère  déterminée  par 
quatre  conditions  (Voir  Journal  de  l'École  Polytechnique , XVIe  cahier,  i8i3  ). 
Car  il  démontre,  i°  que  chaque  droite  telle  que  SS'S",  qui  contient  trois 
des  six  centres  de  similitude  de3  trois  cercles  proposés  O,  O',  O",  est  Taxe 
radical  de  deux  cercles  C,  C'  satisfaisant  à la  question;  i°  que  la  corde 
qui  joint  tes  deux  points  de  contact  de  ccs  cercles  avec  l’un  des  trois  O, 
O',  O"  passe  par  le  point  do  concours  des  trois  axes  radicaux  de  ceux-ci; 
et  3°  que  les  tangentes  en  ces  deux  points  de  contact  ont  leur  point  de 
rencontre  sur  la  droite  SS' S".  Pour  conclure  de  là  la  construction  précé- 
dente, il  su  (lisait  do  remarquer,  comme  conséquence  de  cette  dernière  pro- 
position , que  ln  corde  qui  joint  les  deux  points  de  contact  sur  Pun  des 
cercles  proposés  passe  par  le  pôle  de  la  droite  SS* S*  relatif  à ce  cercle, 
puisque  Ip /vî/r  de  cette  corde  est  lui-même  sur  celte  droite. 


Digitized  by  Google 


T K AIT  K 1)K  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  5{;3 
et  d’uu  cercle  sont  les  extrémités  ilu  diamètre  de  ce  cercle 
perpendiculaire  à la  droite.  Car  ce  sont  les  points  qui  con- 
servent une  propriété  caractéristique  des  centres  de  simili- 
tude, savoir,  que  le  rectangle  des  distances  d’un  centre  de 
similitude  à deux  points  homologiques  ou  anti-homologues 
est  constant  (725). 

On  a , en  ellet , 

SM.Sai,  = const.  (672). 

777.  D’après  cela,  on  applique  sans  aucune  diiliculté  la 
solution  générale  aux  cinq  questions  suivantes  : 

i°.  Ulener  par  un  point  un  cercle  tangent  à deux  cercles. 

I.a  question  admet  quatre  solutions,  parce  qu'il  y a 
deux  droites  qu'on  peut  considérer  comme  contenant,  cha- 
cune, trois  centres  de  similitude. 

2n . Mener  un  cercle  tangent  à deux  cercles  et  à une  droite. 

Huit  solutions,  parce  qu'il  y a six  centres  de  similitude 
placés,  trois  à trois , sur  quatre  droites  dont  chacune  donne 
lieu  à deux  solutions. 

3°.  Faire  ' passer  par  deux  points  un  cercle  tangent  à 
un  cercle  donné. 

Deux  solutions  seulement,  parce  qu'il  n'y  a qu’une  droite 
qu’on  puisse  regarder  comme  contenant  trois  centres  de  si- 
militude, savoir,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  proposés. 

4°.  Mener  un  cercle  tangent  à un  cercle  et  à deux  droites. 

Huit  solutions,  répondant,  deux  à deux,  aux  quatre 
droites  qui  joigncntles  centres  de  similitude  relatifs  au  cer- 
cle et  à l’une  des  droites  proposées,  aux  centres  de  simili- 
tude relatifs  à l’autre  droite. 

5°.  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  à un  cercle 
et  à une  droite. 

Quatre  solutions  répondant,  deux  .à  deux,  aux  deux 
droites  menées  du  point  proposé  aux  deux  centres  de  simi- 
litude relatifs  au  cercle  et  à la  droite. 


35 
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CHAPITRE  XXXIII. 

C.ERCI.E  IMAGINAIRE. 


I.  Ce  qu’on  entend  par  l’expression  cercle  imaginaire. 

778.  Quand  les  formules  ou  relations  qui  ont  servi  à 
déterminer  des  points  ou  des  droites  relatifs  à un  cercle,  et 
à démontrer  quelque  proposition  , contiennent  le  rayon  du 
cercle  au  carré  et  non  à la  première  puissance,  si  l'on 
suppose  ce  carré  négatif,  les  expressions  subsistent,  ainsi 
que  les  résultats  qui  s’y  rapportent;  c’est-à-dire  qu’elles 
donnent  lieu  encore  à des  points  et  des  droites,  et  à des 
propositions  y relatives;  mais  ces  points  et  ces  droites  se 
trouvent  différents  des  premiers,  ou  plutôt  dans  des  posi- 
tions différentes.  On  dit  alors  que  le  cercle  que  l’on  con- 
sidérait en  premier  lieu  est  devenu  imaginaire , et  que  les 
propositions  résultantes  des  formules  se  rapportent  à ce 
cercle  imaginaire.  C’est  ainsi  que  l'on  agit  en  Géométrie 
analytique. 

Ce  que  nous  disons  des  résultats  dérivés  de  relations  on 
formules  analytiques,  doit  s’entendre  de  résultats  fondés  sur 
des  constructions  qui  subsistent  quand  on  suppose  que  le 
carré  du  rayon  d’un  cercle  devient  négatif,  de  même  que 
des  constructions  peuvent  subsister  quand  ou  suppose  que 
deux  points  deviennent  imaginaires,  comme  nous  l'avons 
vu  souvent,  par  exemple  dans  la  théorie  du  rapport  har- 
monique de  quatre  points,  où  deux  points  conjugués  peu- 
vent être  imaginaires. 

Nous  ferons  en  Géométrie  pure  ce  que  l’on  fait  en  Géo- 
métrie analytique  : nous  admettrons  que,  soit  dans  des  for- 
mules, soit  dans  des  constructions  qui  n’impliquent  que  le 
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carré  du  rayon  d'un  cercle,  ce  carré  devienne  négatif;  1*1 
nous  dirons  que  le  cercle  est  imaginaire. 

il  n’y  a point,  bien  entendu,  de  cercle  imaginaire ; et  ce 
mot  n’est  qu’une  fiction  qui  sert  à rattacher  les  résultats 
obtenus,  à un  autre  cas  de  la  question  générale,  dans  le- 
quel la  présence  -d’un  cercle  procure  une  image  visible  et 
une  notion  parfaitement  claire  des  propriétés  de  la  figure. 
M ais  il  faut  observer  que  ces  propriétés  sont  toujours  sus- 
ceptibles d'une  expression  différente  et,  à certains  égàrds, 
plus  générale,  dans  laquelle  on  fait  abstraction  du  cercle, 
soit  réel,  soit. imaginaire.  Il  faut  regarder  que  le  cercle. n’a 
été  qu’un  être  auxiliaire  qui  a servi  de  lien  entre  les  parties 
de  la  figure,  et  a donné  lieu  à une  expression  de  leurs  rela- 
tions, plus  simple  et  surtout  faisant  image.  Cette  expression 
et  l’image  visible  par  laquelle  elle  se  produit,  disparaissent 
et  n’ont  plus  de  réalité,  quand  on  suppose  le  carré  du  rayon 
négatif  et  le  cercle  imaginaire , quoique  les  relations  qu’elles 
ont  servi  à exprimer  subsistent  toujours. 

779.  Pour  répandre  tout  le  jour  possible  sur  ces  consi- 
dérations, prenons  un  exemple. 

On  appelle  polaire  d un  point,  relative  à un  cercle,  une 
droite  que  l'on  détermine  de  plusieurs  manières  : 

i°.  Eu  menant  par  le  point  donné  p deux  tangentes  au 
cercle;  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  est  la  po- 
laire ; 

a°.  En  menant  par  le  point  p une  transversale  qui  ren- 
contre le  cercle  en  deux  points  o,  a'\  les  tangentes  en  ces 
points  se  coupent  sur  la  polaire  cherchée,  dont  on  déter- 
mine un  second  point , soit  au  moyen  d’une  seconde  trans- 
versale, soit  en  prenant  sur  la  première  le  point  conjugué 
harmonique  du  point  p,  par  rapport  aux  deux  a et  a'\ 

3°.  En  menant  deux  transversales  paa\  pbb',  puis  les 
droites  ab',  bu',  lesquelles  se  coupent  sur  la  polaire,  ainsi 
que  les  deux  ab , a'  b’  ; 

35. 
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4".  En  prenant  sur  les  deux  cordes  au',  b b'  les  points 
conjugués  harmoniques  du  point  p,  lesquels  se  trouvent  sur 
la  polaire; 

5°.  Enfin  en  prenant  sur  la  drojtc  qui  va  du  point  p an 
centre  C du  cercle,  le  point  e déterminé  par  la  relation 
Ce.C p = R’,  et  en  élevant  par  le  point  e une  perpendi- 
culaire à la  droite  p C. 

Les  trois  premières  manières  de  construire  la  polaire  du 
point  p exigent  que  le  cercle  soit  tracé;  de  sorte  que  la 
polaire  se  rapporte  exclusivement  à la  circonférence  du  cer- 
cle et  ne  présente  aucun  autre  caractère.  Il  n'en  est  pas  de 
même  des  deux  autres  modes  de  construction;  on  n’y  fait 
pas  usage  nécessairement  de  la  circonférence  du  cercle, 
mais  seulement  de  la  position  de  son  centre  et  du  carré  de 
son  rayon. 

Il  en  résulte  que  les  propriétés  de  cette  droite,  que  nous 
appelons  polaire,  ou  celles  d’un  système  de  droites  déter- 
minées de  même,  propriétés  qu’on  rapporte  à un  cercle, 
peuvent  s'attribuer  simplement  à un  point  (centre  du  cer- 
cle) et  au  carré  d’une  ligne,  et  s’énoncer,  abstraction  faite 
du  cercle. 

Par  exemple , au  lieu  de  dire  que  les  polaires  des  différents 
points  d’une  droite,  prises  par  rapport  à un  cercle,  passent 
toutes  par  un  même  point,  on  pourra  dire  que  si  des  poiuts 
p,  p',  p",...  d'une  droite  on  mène  à un  point  fixe  C des 
rayons  p C,  p'  C,...  sur  lesquels  on  prend  des  points  e,  e',.. . 
déterminés  parles  relations  Ce.Cp=R!,  Ce'.Cp^R’^-tc., 
et  que  par  ces  points  on  mène  les  perpendiculaires  aux 
droites  Cp,  Cp',...,  toutes  ces  perpendiculaires  passeront 
par  un  même  point. 

Cet  exemple  montre  comment  des  propriétés  qui  pa- 
raissent concerner  nécessairement  le  cercle,  peuvent  néan- 
moins dériver  de  relations  plus  intimes,  qui  permettent  de 
faire  abstraction  du  cercle  dans  leur  énoncé. 
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780.  Maintenant  on  voit  que  le  cercle  se  trouvant  ainsi 
éliminé,  rien  n'crnpèche  de  supposer  le  carré  R*  négatif  ; et 
(pi  alors  la  construction  du  point  e , dépendante  de  l'équa- 
tion Ce.Cp  = — 11’,  subsistera,  et  que  la  perpendiculaire 
menée  par  ce  point  donnera  lieu  aux  mêmes  propriétés  que 
dans  le  premier  cas.  Mais  cette  droite  n’est  plus  la  polaire 
d'un  point  relative  à un  cercle.  Car  le  point  e,  par  lequel  on 
l’élève  perpendiculairement  au  rayon  Cp,  n’est  plus  sur  ce 
rayon  lui-mêine,  comme  dans  le  cas  d’un  cercle,  mais  bien 
sur  son  prolongement  au  delà  du  point  C , puisque  le  pro- 
duit Cp.Ce  est  négatif.  Il  faudrait  donc , à la  rigueur,  dans 
ce  cas  de  R*  négatif,  dénommer  la  droite  et  exprimer  ses 
propriétés  d’une  autre  manière  et  sans  faire  intervenir  le 
cercle.  Cependant  on  peut  conserver  à cette  droite  la  déno- 
mination de  polaire,  en  disant  polaire  relative  à un  cercle 
imaginaire  et  en  convenant  que  ce  mot  imaginaire  signifie 
simplement  que  le  carré  R’,  qui  entre  dans  la  formule  qui 
sert  à la  construction  de  la  droite,  est  négatif. 

Cette  idée  d'un  cercle  imaginaire  est  donc  une  pure 
fiction , à laquelle  on  a recours  pour  conserver  aux  propo- 
sitions des  énoncés  simples  et  faisant  image,  qui,  à la  ri- 
gueur, ne  s’appliquent  qu’à  un  cas  spécial,  celui  où  le 
carré  R’  étant  positif,  on  peut  décrire  un  cercle  dans  la 
figure.  • 

Ainsi,  I on  conçoit  bien  comment  des  propositions  qui  , 
d'après  leur  énoncé , sembleront  se  rapporter  exclusivement 
à un  cercle  imaginaire,  et,  par  conséquent,  n’avoir  aucune 
signification  réelle , exprimeront  néanmoins  des  vérités  ma- 
thématiques portant  sur  des  choses  toutes  réelles  et  ayant 
une  signification  parfaitement  définie  et  susceptible  d’une 
autre  expression,  indépendante  de  l’idée  du  cercle. 

781.  D après  ces  considérations,  nous  dirons  d une  ma- 
nière générale,  que  toutes  les  relations  ou  constructions 
dans  lesquelles  n entreront,  soit  directement,  soit  implici- 


Digitized  by  Google 


55o  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 
tcment , que  le  centre  et  le  carrédu  rayon  d’un  cercle,  s'ap- 
pliqueront au  cas  où  ce  carré  sera  négatif  ; mais  que,  pour 
conserver  le  même  langage,  les  mêmes  défini  lions  et  le 
même  énoncé  dans  les  théorèmes,  nous  pourrons  dire  que 
ces  relations  et  constructions  se  rapportent  à un  cercle 
imaginaire. 

Ce  que  nous  ferons  ainsi  est  ce  que  l’on  fait  en  Analyse; 
et  c’est  pour  bien  fixer  les  idées,  et  éviter  le  doute  cl  les  in- 
terprétations que  l’on  a parfois  cherché  à donner  des  ima- 
ginaires en  Géométrie,  que  nous  sommes  entré  ici  dans 
des  explications  minutieuses  que  l’on  néglige  en  Géométrie 
analytique. 

782.  Souvent  il  arrive  que  des  propositions  auxquelles 
on  conserve,  dans  le  cas  d’ imagina  ri  té  de  quelque  quantité, 
telle  que  le  rayon  d’un  cercle,  leur  énoncé  primitif  que 
l’on  rapporte  à un  objet  imaginaire,  sont  susceptibles  d’un 
énoncé  particulier  très-différent  du  premier,  et  néanmoins 
fort  simple  et  faisant  image  aussi , mais  d’une  autre  ma- 
nière. Alors  les  résultats  analytiques  ou  les  constructions 
qui , dans  le  premier  cas,  se  rapportaient  à une  figure  , telle 
qu’un  cercle,  expriment,  dans  le  second  , des  propositions 
qui  peuvent  être  tout  à fait  étrangères  au  cercle  et  d'un 
genre  très-différent  des  premières. 

Cela  provient  de  ce  que,  bien  que  l'hypothèse  relative 
au  carré  du  rayon  d’un  cercle,  que  l'on  fait  négatif,  ne 
modifie  pas  le  sens  intime  de  la  proposition  démontrée  , et, 
en  général,  les  propriétés  de  la  figure,  néanmoins  elle  mo- 
difie soit  les  positions  relatives  des  diverses  parties  de  la 
figure,  soit  même  sa  configuration  générale. 

Or  on  conçoit  que  celte  configuration  de  la  figure  puisse 
se  rattacher  ou  donner  lieu  à quelque  autre  conception  que 
celle  d’un  cercle.  INous  allons  trouver,  dans  la  suite  de  ce 
chapitre  et  dans  le  suivant , de  nombreux  exemples  d’une 
telle  transformation  de  théorèmes  en  d'autres,  différents. 
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II.  Propriétés  relatives  à un  cercle  imaginaire. 

T8.'{.  I.es  points  d'intersection  d’une  droite  et  d'un  cercle 
imaginaire  sont  deux  points  imaginaires , que  nous  dési-  , 
lierons  par  s,  rf  ; dont  le  milieu  O est  le  pied  de  la  perpen- 
iculaire  abaissée  du  centre  C du  cercle  sur  la  droite,  et 
dont  le  carré  de  la  distance  à ce  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  d’un  cercle  réel  (781), 

Oc’—  R1—  Co’  (048). 

Kt  de  même , le  rectangle  des  distances  des  deux  points 
imaginaires  à un  point  p de  la  droite  est  égal  à 

pi.py  = pC* — R’  («48). 

Mais  ici,  où  le  cercle  est  imaginaire.  H’,  carré  du  rayon, 
est  une  quantité  négative  — R'*,  et  il  vient 

oV=  — (r'1  cô*), 

pe .p?  = (pC  R'*) • 

Il  faut  bieu  remarquer  que,  dans  ces  formules,  R'*  ne 
représente  plus  le  carré  du  rayon  comme  R*  dans  les  pre- 
mières, mais  cc  carré  all’eclé  d’un  signe  contraire. 

Ces  formules  donnent  lieu  à des  expressions  géomé- 
triques, très-simples,  du  carré  O t et  du  rectangle  pt.pf. 
Ce  carré  et  ce  rectangle,  dans  l’état  actuel  de  la  question, 
impliquent  l’idée  de  points  imaginaires ; et,  au  contraire, 
leurs  nouvelles  expressions  se  rapporteront  exclusivement 
à des  objets  réels. 

En  effet,  que,  par  le 'centre  C du  cercle  imaginaire,  on 
élève  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  ligure,  dont  le 

carré  CS  soit  égal  à 11'1,  c’est-à-dire  au  carré  du  rayon  du 
cercle  imaginaire  pris  avec  un  signe  contraire.  On  aura 

ÔV=  — (CS  -H  Co’)  = — St>\ 

I * 1 

pt.  P V 7=  pC  -(-  CS  — p S . 
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Ainsi  le  rectangle  p s. py  exprime  simplement  le  carré  de 
la  distance  du  point  p au  point  S situé  au  dehors  du  plan  de 
la  figure. 

* 78  t.  La  formule 

Cc.Cp  — R1, 

qui  sert  à la  construction  de  la  polaire  d'un  point  p,  donne 
lieu  de  même  à une  interprétation  géométrique  fondée  sur 
la  considération  du  point  S extrémité  de  la  perpendiculaire 
CS=R\ 

En  effet,  R1  étant  négatif,  les  deux  points  p e le  sont  de 
part  et  d’autre  du  point  C,  comme  nous  l’avons  vu  précé- 
demment (780)  ; et  l’on  a 

Cc.Cp  = Cs’; 

ce  qui  prouve  que  l'angle  cSp  est  droit.  On  peut  donc  dire 
que  : 

Si,  par  te  centre  C d'un  cercle  imaginaire , on  élève  sur 
le  plan  de  la  figure  une  perpendiculaire  CS  égale  à son 
rayon  supposé  réel,  la  droite  menée  du  point  S à un  point  p 
de  la  figure  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point 
S,  et  la  polaire  du  point  p relative  au  cercle  imaginaire. 

785.  Le  point  pet  un  point  quelconque  p'  de  sa  polaire 
sont  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  (687). 
Les  droites  menées  du  point  S à ces  deux  points  sont  rec- 
tangulaires, puisque  l’une  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à l'autre  (784).  Donc  : 

Deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire sont  vus  du  point  S sous  un  angle  droit. 

Réciproquement  : Deux  points  vus  du  point  S sous  un 
angle  droit  sont  deux  points  conjugués  par  rapport  au 
cercle  imaginaire . 

Cela  est  évident. 

786.  La  polaire  du  point  p'  passe  par  le  point  p.  Le  plan 
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mené  par  le  point  S et  par  cette  droite  est  perpendiculaire 
à la  droite  S o'  (781)  ; par  conséquent  il  est  perpendiculaire 
à tout  plan  passant  par  cette  droite,  et,  en  particulier,  au 
plan  mené  par  le  point  S et  la  polaire  du  point  p,  puisque 
cette  droite  passe  par  le  point  p'.  Donc  les  polaires  des  deux 
points  p et  p;  sont  dans  deux  plans  rectangulaires  menés 
par  le  point  S.  Or  ces  deux  polaires  sont  deux  droites'  con- 
juguées par  rapport  au  cercle  imaginaire.  Donc: 

Deux  droites  conjuguées,  relatives  au  cercle  imaginaire, 
étant  vues  du  point  S,  paraissent  rectangulaires. 

H ÉciritOQi  KMEST  : Deux  plans  rectangulaires,  menés 
par  le  point  S,  rencontrent  le  plan  de  la  figure  suivant 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire. 

Car  le  pôle  de  chacune  de  ces  droites  sera  sur  l’au- 
tre (781). 

78  7.  Ces  propriétés  permettent  de  substituer  le  point  S 
au  cercle  imaginaire,  dans  la  définition  des  points  conju- 
gués, comme  dans  celle  de  la  polaire  d’un  point.  De  sorte 
que  la  notion  de  ce  cercle  disparaitra  dans  les  énoncés  des 
théorèmes  où  il  sera  question  des  points  et  des  droites  qui 
s’y  rapportent.  Toutefois,  ce  cercle  imaginaire  aura  servi, 
par  ses  relations  générales  avec  d’autres  parties  de  la  figure, 
par  exemple  avec  certains  cercles  réels , à procurer  les  théo- 
rèmes auxquels  on  donne  une  autre  expression. 

Nous  ferons,  plus  loin  (Chap.  XXXIV),  diverses  appli- 
cations de  ces  considérations  qui  seront  extrêmement  utiles. 

788.  L’axe  radical  d’un  cercle  réel.ct  d’un  cercle  imagi- 
naire est  une  droite  perpendiculaire  à la  ligne  des  centres, 
menée  par  le  point  il  de  cette  ligne  déterminé  par  l’équa- 
tion 

ÎÏC  — R'  = iTc'  — - R", 

dans  laquelle  R'*,  qui  représente  le  carré  du  rayou  du  cci  - 
cle  imaginaire,  sera  une  quantité  négative. 
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De  même,  deux  cercles  imaginaires  ont  un  axe  radical 
perpendiculaire  à leur  ligne  des  centres,  mené  par  le 
point  41  de  cette  ligne,  déterminé  par  la  relation 

ÔC  — R1  = ne7  — R'*, 

dans  laquelle  les  deux  expressions  R*  et  R'*,  qui  repré- 
sentent les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles,  seront  deux 
quantités  négatives. 

789.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  admettent 
toujours  deux  cercles  infiniment  petits,  ayant  avec  eux 
le  même  axe  radical. 

En  filet , il  existe  sur  la  ligne  des  centres  deux  points,  qui 
divisent  harmoniquement  les  deux  diamètres;  et  ces  deux 
points  sont  toujours  réels , puisque  l’un  des  diamètres  est 
imaginaire.  Ces  deux  points  sont  les  deux’ cercles  infini- 
ment petits  en  question  (759). 

790.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  ne  peuvent 
pas  avoir  de  quadrilatère  circonscrit;  mais  il  existe  deux 
points  qui  jouissent  de  la  propriété  caractéristique  des  som- 
mets du  quadrilatère  circonscrit  à deux  cercles.  Cette  pro- 
priété, c’est  que  si  par  un  sommet  on  mène  deux  droites 
conjuguées  par  rapport  à un  cercle,  elles  sont  conjuguées 
par  rapport  à l’autre  cercle. 

Ces  deux  points  existent  toujours  à l'égard  de  dette 
cercles,  dont  l'un  est  réel  et  l'autre  imaginaire. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  observons  d’abord 
que,  pour  qu’un  point  jouisse  de  la  propriété  en  question  ; 
il  sullit  qu'elle  ait  lieu  à l’égard  de  deux  systèmes  de  droites 
conjuguées;  ce  qu’on  conclut  de  ce  que  trois  systèmes  de 
deux  droites  conjuguées  forment  une  involution  (689). 

Soient  C et  C'  ( Jig . i8i)  les  centres  des  deux  cercles,  le 
premier  réel  et  le  second  imaginaire.  11  existe  sur  la  droite 
CC'  deux  points  e,  f conjugués  par  rapport  aux  deux  cer- 
cles, et  ces  deux  points  sont  toujours  réels  (789). 
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Soient  F,  F'  les  points  d’intersection  du  cercle  décrit 
sur  CC'  comme  diamètre,  et  de  la  perpendiculaire  à cette 
droite,  menée  par  le  point  e,  celui  des  deux  points  con- 
juguée e,  f qui  sc  trouve  dans  l’intérieur  du  cercle  C;  je 
dis  cjue  chacun  de  ces  points  F,  F' jouit  de  la  propriété 
demandée,  savoir,  que  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à l’un  des  cercles , menées  par  l’un  de  ces  points,  sont  con- 
juguées par  rapport  à l’autre  cercle.  11  suffit  de  prouver, 
comme  nous  l’avons  dit.  que  cela  a lieu  à l’égard  de  deux 
couples  de  droites  conjuguées. 

D’abord,  les  deux  droites  Fe,  F/  sont  conjuguées  par 
rapport  aux  deux  cercles",  car  le  pôle  de  la  première,  dans 
chacun  des  cercles,  se  trouve  en  f sur  la  seconde. 

Ensuite,  les  deux  droites  FC,  FC'  sont  aussi  conjuguées 
par  rapport  aux  deux  cercles  ; car  ces  deux  droites  étant 
rectangulaires,  d’une  part  le  pôle  de  CF,  dans  le  cercle  C, 
est,  à l’infini,  sur  la  droite  FC',  et  d’autre  part  le  pôle  de 
CF,  dans  le  cercle  C',  est  sur  le  rayon  C'F  qui  lui  est  per- 
pendiculaire. 

Donc  le  point  F jouit  de  la  propriété  annoncée. 

c.  Q.  F.  D. 

Observation.  — Il  suit  de  là  que  les  propriétés  relatives 
à dcu_x  cercles  et  à deux  sommets  opposés  de  leur  quadri- 
latère circonscrit,  telles  que  les  théorèmes  ("30)  et  (737), 
s’appliqueront  au  système  de  deux  cercles  dont  l’un  réel  et 
l’autre  imaginaire. 

Cette  remarque  nous  sera  utile. 

791.  Deux  cercles  imaginaires  admettent  deux  points 
dont  chacun  jouit  de  la  propriété  que  deux  droites  con- 
juguées par  rapport  a l'un  des  cercles , menées  par  ce 
point,  sont  conjuguées  par  rapport  à l'autre  cercle. 

Ces  deux  points  sc  déterminent  comme  les  centres  de 
similitude  de  deux  cercles  réels.  Les  carrés  des  rayons  des 
deux  cercles  étant  — R*  et  — 0'*,  et  leurs  centres  étant 
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„ ,,,  . SC  R S'C  R . . 

«•»  '•  et  G , ori  prend  —,  = —,  et  —,  = — — • Les  deux 

points  S,  S'  satisfont  à la  question. 

En  elfet,  les  pôles  d’une  droite  menée  par  le  poiut  S 
seront  sur  les  perpendiculaires  à relie  droite.  Cl’,  C/P’. 
menées  par  les  centres  des  deux  cercles,  à des  distances 


Donc 


CQ 


R'1 

CP'" 


CQ  R1  CP 
ÔQ7  ~ R7*  ' CP'‘ 

„ CP  R , CQ  R . . 

0rg7p>  = ^>>  donc  ^ = — : ce  qui  prouve  que  les 

points  Q,  Q'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  S.  Donc,  etc. 
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CHAPITRE  XXXIV. 

APPLICATION  DES  THÉORÈMES  RELATIFS  A IN  CERCLE  IMAGI- 
NAIRE, AUX  PROPRIÉTÉS  DES  CÔNES  A BASE  CIRCULAIRE. 


1.  Coimidlralions  préliminaires. 

792.  Si,  sur  le  diamètre  AA'  d’un  cercle  C (J 7g . 182),  on 
prend  deux  points  <•,_/"  qui  divisent  ce  diamètre  harmonique- 
ment, et  que  sur  le  segment  c/j  comme  diamètre,  on  décrive  une 
circonférence  de  cercle  - dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  C , les  points  de  ce  cercle  jouiront  de  propriétés  fort  remar- 
quables, dont  la  plupart  présentent  une  analogie  parfaite  avec 
celles  qui  appartiennent  aux  deux  points  c,  f (789-701$ ).  Ces 
propriétés  se  concluent  de  celles  auxquelles  donneraient  lieu  des 
cercles  imaginaires  qui  auraient  pour  centres  les  projections  n des 
points  S du  cercle  ï , et  dont  les  carrés  îles  rayons  seraient  égaux 
aux  rectangles  négatifs  tels  que  ee.  of.  En  substituant  à ces  cer- 
cles imaginaires  des  points  situés  au  dehors  du  plan  de  la  figure, 
comine  il  a été  dit  précé'demment  (787),  on  donne  aux  diverses 
propositions  des  expressions  nouvelles , qui  constituent  des  théo- 
rèmes en  apparence  très-différents. 

Ces  théorèmes  eux-mêmes  peuvent  prendre  des  énoncés  plus 
simples  encore  et  présentant  un  caractère  mieux  déterminé;  car 
on  peut  les  rapporter  directement  aux  cônes  qui  ont  pour  bases  les 
cercles  de  la  figure  et  pour  sommet  commun  le  point  pris  dans 
l’espace  sur  le  cercle  S.  De  là  dérivent  donc  naturellement  des 
propriétés  des  cônes  à base  circulaire. 

Ces  propriétés  ne  sont , au  fond , que  la  traduction  dans  un 
langage  différent , de  celles  qui  appartiennent  à un  système  de 
cercles  situés  dans  un  même  plan.  Au  nombre  de  ces  cercles,  s’en 
trouve  un  imaginaire  ; et  c’est  celui-ci,  ou  plutôt  celte  idée  fictive 
d’un  cercle  imaginaire  (778),  qui  permet  de  donner  aux  théo- 
rèmes l’expression  qui  en  fait  des  proposions  toutes  nouvelles  et 
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relatives  non  plus  à des  cercles,  niais  à des  cônes  substitués  aux 
cercles  primitifs. 

Cette  théorie  offre  un  exemple  assez  remarquable  des  transfor- 
mations auxquelles  les  imaginaires  peuvent  donner  lieu  en  Géomé- 
trie; de  pareils  exemples  se  reproduiront  dans  d’autres  questions 
importantes,  notamment  dans  la  théorie  des  coniques. 

793.  Que  par  le  milieu  du  segment  ef  on  élève  la  perpendicu- 
laire ilX  ; cette  droite  sera  l’axe  radical  commun  au  cercle  C et 
à chacun  des  deux  points  e,f  considérés  comme  des  cercles  infi- 
niment petits  (789).  Et  si  un  point  o pris  sur  ce  segment  est 
regardé  comme  le  centre  d’un  cercle  imaginaire  dont  le  carré  du 
rayon  soit  égal  à o c . ef,  la  droite  11 X sera  aussi  f axe  radical  com- 
mun a ce  cercle  et  au  cercle  C;  car  les  deux  points  e , /,  conjugués 
par  rapport  au  cercle  C,  par  hypothèse,  le  sont  aussi  par  rapport 
au  cercle  a,  puisque  le  carré  de  son  rayon  est  égal  au  produit 
oe.af:  par  conséquent,  la  perpendiculaire  àla  ligne  des  centres  aC 
menée  par  le  milieu  de  ces  deux  points  e,  f. \ sera  Taxe  radical  des 
deux  cercles. 

794.  L e carré  de  la  distance  d’un  point  fixe  S pris  sur  le  cercle  S, 
à un  point  quelconque  m du  cercle  C , est  à la  distance  de  ce  point  ni 
à ta  droite  11  X , dans  une  raison  constante. 

En  effet,  considérons  deux  points  ni,  m'  du  cercle  C;  la  droite 
mm'  rencontre  le  cercle  imaginaire  <7,  dont  le  carré  du  rayon  est 
égal  au  rectangle  oc.of,  en  deux  points  imaginaires  t et  tp ; et 
l 'axe  radical  de  ce  cercle  a et  du  cercle  C étant  la  droite  uX , on  a 

m s . m q mp 
m' t . m' q m’ p'  ' 

mp  et  m' p'  étant  les  distances  des  points/»,  m'  à Taxe  radical  (728). 


Or 

Donc 

mi . m q = m S 

et 

m’ i . m' q — m’S  (783). 

0Ts 

mp 

m S ni'  S 

ni' S ^ 

m ' p’ 

ou  — — - . . • 

mp  mp 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  Û5<j 

798.  Le  rapport  des  distances  île  deux  points  fixes  S,  S',  pris 
sur  le  cercle  X,  à un  point  quelconque  du  cercle  C,  est  constant. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

790  Si , d’un  point  de  la  droite  liX  on  mène  une  tangente  au 
cercle  C,  elle  sera  égale  à la  distance  de  ce  point  à un  point  que! 
conque  du  cercle  X. 

En  effet,  soient  w t cette  tangente,  etc,  ç les  points  où  elle  ren- 
contre le  cercle  imaginaire  s,  dont  le  carré  du  ravon  est  ne  a f\ 
on  aura  ( 7 1 4 , coroll.) 

rot  rrwi.wv  — ton  — ne.  nf. 

Otne.af  — — - arS  (705).  Donc 

— i — i — i — î 

rot  — ro rs  -f-  »S  = uS  , 
ou  rot  — wS. 

C.  Q.  r.  P. 

797.  Si  , sur  la  droite  £1 X on  prend  deux  points  conjugués  quel- 
conques par  rapport  au  cercle  C , les  droites  menées  d’un  point  S 
du  cercle  i , à ces  deux  points,  sont  touj  airs  rectangulaires. 

Car,  cette  droite  nX  étant  l’axe  radical  commun  au  cercle  C et 
au  cercle  imaginaire  î ( 795),  les  deux  points  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercle»,  et,  par  conséquent,  ils  sont  vus  du  point 
S sous  un  angle  droit  (788). 

On  conclut  de  là  que  : Un  point  S étant  pris  au-dessus  du  plan 
d'un  cercle , il  existe  dans  ce  plan  une  droite  liX  telle , que  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  cercle,  pris  sur  cette  droite,  sont 
toujours  vus  du  point  S sous  un  angle  droit. 

Heniarr/ue.  — Il  n’existe  qu’une  droite  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété. Car,  quand  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle 
sont  vus  sous  un  angle  droit , ils  sont  aussi  conjugues  par  rapport 
au  cercle  imaginaire,  qui  a son  centre  au  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  S sur  le  plan  de  la  figure  (788).  Consé- 
quemment, la  droite  sur  laquelle  sont  pris  ces  systèmes  de  deux 
points  conjugués, est  l’axe  radical  commun  aux  deux  cercles  (718  . 
Donc  il  ne  peut  exister  qu’une  telle  droite. 

798.  Concevons  le  cône  qui  a son  sommet  en  S et  pour  base  le 
cercle  C.  Tout  plan  parallèle  au  plan  déterminé  par  le  point  S et 
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l'axe  fl  X coupera  le  cône  suivant  un  cercle.  Car,  si  l'on  fait  tourner 
autour  de  deux  points  fixes  P,  P'  du  cercle  C les  côtés  d'un  angle 
dont  le  sommet  décrive  la  circonférence,  ces  côtés  intercepteront 
sur  l’axe  flX  un  segment  qui  sera  vu  du  point  S sous  un  angle  de  ' 
grandeur  constante  (GiîO).  Maintenant,  si  l’on  mène  un  plan  cou- 
pant , parallèlement  au  plan  qui  passe  par  le  point  S et  l'axe  flX , 
on  aura,  dans  ce  plan,  la  courbe  d’intersection  du  cône,  et  un 
angle  dont  les  côtés  tourneront  autour  de  deux  points  fixes  de 
cette  courbe,  pendant  que  le  sommet  glissera  sur  celte  même 
courbe , et  les  côtés  de  cet  angle  seront  parallèles  aux  droites  me- 
nées du  point  S aux  extrémités  du  segment  intercepté  sur  fl  X par 
les  côtés  de  l’angle  tournant  dans  le  plan  du  cercle  autour  des  deux 
points  P,  P'  ; donc  cet  angle,  compris  dans  le  plan  coupant,  sera 
de  grandeur  constante.  Donc  son  sommet  décrit  un  cercle.  Donc 
le  plan  coupe  le  cône  suivant  un  cercle.  Donc , etc. 

709.  On  conclut  de  là  qu’«n  cône  à base  circulaire  peut  être 
coupé  suivant  un  cercle  d'une  seconde  manière,  c’est-à-dire  par 
un  plan  non  parallèle  au  plan  de  sa  base;  et  qn’tV  n'existe  pas  un 
troisième  plan  donnant-  une  section  circulaire  (707,  rem.). 

Les  plans  menés  par  le  sommet  d’un  cône  parallèlement  aux 
plans  des  sections  circulaires,  s’appellent  \esplans  cycliques  du  cône. 

Ainsi , l’un  des  plans  cycliques  du  cône  qui  a son  sommet  en  S 
sur  le  cercle  1,  et  pour  base  le  cercle  C,  est  parallèle  au  plan  de 
ce  cercle , et  l’autre  est  le  plan  mené  par  le  point  S et  l’axe  flX. 

II.  Propriété»  relatives  aux  plan»  cycliques  d’en  cône  & base  circulaire. 

fl 00 . Dans  un  cône  à base  circulaire,  le  produit  des  sinus  des 
angles  que  chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  con- 
stant. 

En  effet,  le  sinus  de  l’angle  que  la  droite  S ni  (fg.  182)  fait 

avec  le  plan  du  cercle  C est  égal  à ■ 

S«i 

Le  sinus  de  l’angle  que  la  incme  droite  fait  avec  le  second  plan 
cyclique  (S,flX),  est  cgal  à — ^ : mq  étant  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  m sur  ce  plan.  Cette  perpendiculaire  est  pro- 
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portionnelle  à la  distance  mp  du  point  m à la  droite  il X ; ainsi, 
le  sinus  de  l’angle  que  la  droite  S/«  fait  avec  le  plan  (S,  üX)  est 

X • Le  produit  des  deux  sinus  est  donc  X '■  mJ>-  ■ Mais  on  a 

brn 


S m = [i . mp  ( ”94);  ce  produit  devient  donc 
stante.  Donc , etc. 


-St;  quantité  con- 
V- 


001 . Tout  plan  tangent  à un  cône  à base  circulaire  coupe  les 
tleux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  sont  également  incli- 
nées sur  l'arête  de  contact. 

En  effet , on  aut  = uS  (790).  Donc  le  triangle  / wS  est  iso- 
cèle, et  ses  angles  en  t et  S sont  égaux  ; c’est-à-dire  que  l’arête  de 
contact  St  du  plan  tangent  au  cône  fait  des  angles  égaux  avec 
les  deux  droites  «S,  ivt.  Or  le  planSwX  est  l’un  des  plans  cy- 
cliques du  cône,  dont  l'autre  est  parallèle  au  plan  de  la  figure  ( 799). 
Donc  la  droite  wS  est  l’intersection  du  premier  plan  cyclique  par 
le  plan  tangent  au  cône,  et  la  droite  ut  est  parallèle  à l’intersec- 
tion du  second  plan  cyclique  par  le  même  plan  tangent.  Le  théo 
rème  est  donc  démontré. 


002.  Tout  plan  tangent  à un  cône  à base  circulaire  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  font , avec  la  droite 
d'intersection  de  ces  deux  plans  , des  angles  tels , que  le  rapport  des 
tangentes  trigonométriques  des  demi-angles  est  constant. 

En  effet,  si  de  chaque  point  iv  de  l'axe  DX  on  mène  une  tan- 
gente au  cercle  C et  la  droite  w e,  on  a 


tang  i/utl 
tang{  civil 


const. 


(752). 


Mais  l’angle  S»ü  est  égal  à l’angle  civil.  Donc 


tang  | tivll 
tang|SwO 


= const.  ; 


équation  qui  démontre  le  théorème. 

805.  Les  quatre  droites , suivant  lesquelles  deux  plans  tangents 
à un  cône  à base  circulaire  coupent  les  deux  plans  cycliques , sont 
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situées  sur  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au 

plan  des  deux  arêtes  de  contact. 

En  effet,  chacun  des  plans  tangents  coupe  les  deux  plans  cycli- 
ques suivant  deux  droites  qui  sont  également  inclinées  sur  l’aréte 
de  contact  (801),  et  par  conséquent  sur  tout  plan  mené  par  cette 
arête,  et  en  particulier  sur  le  plan  des  deux  arêtes. 

Considérons  les  deux  droites  suivant  lesquelles  les  deux  plans 
tangents  coupent  le  plan  cyclique  parallèle  au  plan  du  cercle  C 
qui  forme  la  base  du  cône;  ces  droites  sont  parallèles  aux  traces 
des  deux  plans  tangents  sur  la  base,  lesquelles  sont  les  deux  tan- 
gentes au  cercle  C.  Or,  ces  deux  tangentes  font  des  angles  égaux 
avec  leur  corde  de  contact , et  par  conséquent  avec  le  plan  des  deux 
arêtes  de  contact  qui  passe  par  cette  corde.  Donc  les  quatre 
droites  d’intersection  des  deux  plans  cycliques  par  les  deux  plans 
ungents  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  des  deux  arêtes  de 
contact,  et,  par  conséquent,  avec  une  perpendiculaire  il  ce  plan. 
Donc  elles  sont  quatre  arêtes  d'un  cône  de  révolution  autour  de 

cette  perpendiculaire . V-  r‘ 

804.  Obskbvation.  — Ce  théorème  se  peut  déduite  de  celui  qui 
précède,  et  réciproquement,  en  vertu  de  cette  proposition  de 
Géométrie  sphérique  : Vn petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère, 
si  autour  d'un  point  P de  la  sphère  on  fait  tourner  un  arc  de 
grand  cercle  qui  le  rencontre  en  deux  points  a , a , le  produit 
i ang  i P a ta  ng  \ P a'  reste  constant. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (700 , roroll.).  En 
effet,  d’après  ce  théorème,  si  autour  d’un  point  fixe  p pris  dans 
l’espace  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  la  sphère 
en  deux  points  a,  a',  on  a,  en  appelant  O le  centre  de  la  sphère, 

tang  \ p O « . tang  | p O a'  = const 

Car,  soient  deux  transversales  pua',  p bh'\  qu  on  fasse  tourner  au- 
tour du  diamètre  ?0,  le  plan  diamétral  O pb,  de  maniéré  que  le 
cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  la  sphère  se  superpose  sur  le 
cercle  contenu  dans  le  plan  Opo:  les  transversales  se  trouvant 
toutes  deux  dans  le  plan  de  et  cercle,  l’équation  a lieu  ( 700,  candi.  ). 
Maintenant,  que  l’on  observe  ((lie  les  deux  cercles  suivant  les- 
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quels  les  plans  Opa,Opb  coupent  la  sphère,  se  coupent  en  un 
point  P situe  sur  le  diamètre  Op,  et  que  les  angles  p O a,  p O a',  etc., 
sont  mesurés  parles  arcs  Pa,  Pn',  etc.,  l’équation  devient 
tang  jPa  . tang)  fa'  = tang-j  P b . tang|P6'. 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  encore  dire  que  : Si  autour  d une  droite  fixe , menée 
par  te  sommet  d’un  cône  de  rés  olution , on  fait  tourner  un  plan 
transversal , qui  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes , le  produit  des 
tangentes  des  demi-angles  que  ces  arêtes  font  avec  la  droite  fixe 
reste  constant. 

On  suppose  , dans  cet  énoncé,  que  le  cône  est  formé  d’une  seule 
nappe  répondant  au  petit  cercle  de  la  sphère;  de  sorte  que  les  deux 
arêtes  appartiennent  à cette  même  nappe.  Mais  si,  au  lieu  d’une 
de  ces  arêtes,  on  prend  son  prolongement  au  delà  du  sommet  du 
cône,  le  produit  des  tangentes  des  demi-angles  se  changera  en  un 
rapport. 

805.  La  somme  des  angles  que  chaque  plan  tangent  à un  cône 
à base  circulaire  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constante. 

Pour  plus  de  facilité  dans  le  raisonnement , considérons  ce  qui 
a lieu  sur  une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône.  Une 
nappe  du  cône  coupe  la  sphère  suivant  une  courbe  appelée  ellipse 
ou  conique  sphérique  ; les  deux  plans  cycliques  la  roupent  suivant 
deux  grands  cercles  LAL',  LBL'  {fig.  1 83  ) qu’on  appelle  les  arcs 
cycliques  de  la  conique;  et  deux  plans  tangents  au  cône,  suivant 
deux  arcs  de  grands  cercles  ab , a'  b',  tangents  à la  conique.  Il  faut 
prouver  que  la  somme  des  deux  angles  L ab,  Lba  est  égale  à celle 
des  deux  angles  La' b',  L b' a'. 

Supposons  les  deux  arcs  a b , a1  b'  infiniment  voisins  ; leur  point 
d’intersection  i sera  le  point  où  l’un  d’eux,  a' b'  par  exemple, 
touche  la  conique,  et  par  conséquent  ce  sera  le  point  milieu  de 
cet  arc  (801). 

Cela  posé,  que  l’on  mène  de  a'  en  P,  sur  ah , un  arc  a'  P égal  à 
un  quadrant,  et  que  du  point  a'  on  abaisse  l’arc  a' a perpendicu- 
laire sur  ab.  Le  triangle  infiniment  petit  axa',  rectangle  en  a , peut 
être  considéré  comme  un  triangle  rectiligne  ; par  conséquent , son 
angle  en  a est  le  complément  de  l’angle  en  a',  ou  aa'  a.  Mais  celui-ci 

36. 


Digitized  by  Google 


564  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 
est  le  complément  de  l’angle  La' P,  parce  que  l’angle  Pn'a  est 
droit.  Donc  l’angle  en  a est  égal  à l’angle  L a'  P.  Donc  la  différence 
des  deux  angles  L a b'  et  L ab  est  l’angle  P«'i.  Or  on  a,  dans  le 
triangle  Pa'i  dont  le  côté  «' P est  égal  à un  quadrant, 

tang  P/i'i  = — tanga'  /P.  cos  a'/; 
on,  en  remplaçant  l’angle  a'i P par  son  supplément  a'ia, 
tang  ( La'  b'  — L ab)  = tang  aia'  cos  a'i. 

Prenant  de  même  l’arc  b'  P'  égal  à un  quadrant , on  aura 

tang  P'  b'  i — tang  ( L ba  — L b'a')=  tang  bib' . cos  b'  i. 

Mais  nous  avons  dit  que  a' i = b’ i;  donc  les  seconds  membres  de 
ces  deux  égalités  sont  égaux  ; et  par  conséquent  on  a 

(L  a'  b'  — Lnô)  = (Lôa  — L b' a’), 
ou 

L ab  -+-  I .ba  — L a'  b'  -+-  L b' a' . 

C.  Q.  F.  F. 

Autrement.  Les  quatre  arêtes  Sa,  Sa',  S b,  S b',  suivant  les- 
quelles les  deux  plans  tangents  au  cône  coupent  les  deux  plans 
cycliques , sont  sur  un  cône  de  révolution  dont  l’axe  est  per- 
pendiculaire au  plan  des  deux  arcles  de  contact  (803).  Ces  quatre 
arêtes  rencontrent  donc  la  sphère  sur  laquelle  nous  avons  consi- 
déré l’ellipse  sphérique,  en  huit  points  qui  sont,  quatre  a quatre, 
sur  deux  petits  cercles  parallèles  il  l’arc  de  grand  cercle  compris 
dans  le  plan  des  deux  arêtes  de  contact. 

Soient,  sur  la  sphère  {fig.  t84),  ab  et  a' b'  les  deux  arcs  tan- 
gents à la  conique,  compris  entre  les  deux  arcs  cycliques  LA,  I.B; 
ce  seront  les  deux  points  a et  b'  et  les  deux  a'  et  6 opposés  dia- 
métralement aux  deux  a'  et  b,  qui  seront,  tous  quatre,  sur  un 
petit  cercle. 

Considérons  le  quadrilatère  a S b' a.'  inscrit  dans  le  petit  cercle. 
La  différence  de  ses  deux  angles  La  'b'  et  Lô'a'  adjacents  au  côté 
a' b'  est  égale  à celle  des  deux  angles  LS«  et  L«6  adjacents  au 
côté  opposé  a 6. 

En  effet,  les  deux  angles  /;/  a'  b'  et  ni  b'  a.'  sont  égaux,  et  par 
conséquent , on  a 

L a'  b' — L h' a La 'm  — Lb  m 
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Et  pareillement 

L a?  — L 6«  = L an  — 1.6» . 

Mais 

L 6 n +-  L V m = : 8o‘‘  et  Lb/i  + Lj'iii  = 1 8o° . 

Donc,  en  ajoutant  les  «leux  équations  membre  à membre,  on  a 

I . a'  A'  — I,  A’  U n 6 — L ? a = o , 
ou 

La'A'  — L A ' a’  ” Lia  — Lai. 

Ce  qu'il  fallait  prouver. 

Maintenant  remplaçons  dans  cette  équation  les  angles  en  ’j!  et  S 
par  les  angles  en  a'  et  A,  qui  leur  sont  égaux,  respectivement, 
et  les  angles  en  a et  A'  par  leurs  suppléments,  il  vient 

L«'A'  — i8o°  -+-  LA' n'  = LAa  — 180"  -t~  l.nA, 

Oll 

L«A  LA«  = La'A'  + LA’fl'. 

c.  g.  k.  d. 

Autrement.  Par  un  point  m de  la  surface  du  cône , menons 
les  plans  des  deux  sections  circulaires,  lesquels  se  coupent  suivant 
une  droite  passant  par  ce  point  et  rencontrant  le  cône  en  un  se- 
cond point  »/'.  La  droite  mm'  est  la  corde  commune  aux  deux 
sections  circulaires  comprises  dans  les  deux  plans.  Soit  / le  milieu 
de  cette  corde;  le  plan  P mené  par  ce  point,  perpendiculairement 
à la  corde,  passe  par  les  centres  îles  deux  sections  circulaires,  et 
coupe  leurs  plans  suivant  deux  diamètres  de  ces  cercles,  nb  et 
a' A'  ( fig . i85).  Les  perpendiculaires  aux  deux  plans,  menées 
par  les  centres  des  deux  cercles  , sont  dans  le  plan  P et  se  coupent 
en  un  point  O qui  est  le  centre  d’une  sphère  passant  par  les  deux 
cercles.  1-a  trace  de  celte  sphère  sur  le  plan  P est  un  cercle  dont  nb 
et  n'  A'  sont  des  cordes.  Le  plan  langent  au  cône , mené  par  le  point 
/// , contient  les  tangentes  aux  deux  cercles  en  ce  point , et  par  con- 
séquent est  tangent  à la  sphère.  Il  s’ensuit  que  la  droite  O/// , rayon 
de  la  sphère,  est  perpendiculaire  A ce  plan.  Donc  les  angles  que 
ce  plan  fait  avec  les  plans  des  sections  circulaires  sont  égaux 
aux  angles  que  la  droite  Ow  fait  avec  les  deux  droites  0fl,0«' 
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perpendiculaires  aux  deux  cordes  ab  , a'  b' , Ces  angles  sont  égaux 
aux  deux  b On , a' O n' . Mais 

bOn  = -j  arc  b b' a , et  a' On'  = - arc  a' a b' , 

et  l'on  a 

7 arc  bb'a  -H  jarc  a' ab'  = angle  bu' S -+-  angle  a' AS  = i8o°  — S. 
Donc , etc.  ( * ) 

806.  Remarque.  — Puisque  la  somme  des  deux  angles  L ab, 
L ba  (fig.  1 83  ) que  chaque  arc  tangent  à l’ellipse  sphérique  fait 
avec  les  deux  arcs  cycliques  est  constante,  l’aire  du  triangle  Lab 
est  aussi  constante. 

Et  réciproquement  : Si  un  are  de  grand  cercle  mobile  fait  avec 
deux  arcs  fixes  un  triangle  constamment  de  meme  surface , cet 
arc  enveloppe  une  ellipse  sphérique  dont  lef  deux  arcs  fixes  sont  les 
arcs  cycliques. 

tll.  Propriété»  <le  deux  cènes  homocycliqucs. 

807.  Considérons  deux  cercles  C,  C'  (fig.  186)  qui  ne  se  cou- 
pent pas;  et  soient  e , fies  deux  points  dont  chacun  a la  même 
polaire  dans  les  deux  cercles.  Que  sur  le  segment  ef,  comme 
diamètre , on  décrive  le  cercle  1 dans  le  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure , et  que  l’on  prenne  un  point  S sur  ce  cercle;  les 
deux  cônes  qui  auront  pour  bases  les  deux  cercles  C,  C',  et 
pour  sommet  commun  le  point  S , auront  les  mêmes  plans  cycli- 
ques (799).  Nous  les  appellerons  cônes  homocy cliquet. 

(*)  Cette  démonstration  fort  simple  est  empruntée  des  Notes  que 
M.  Graves,  professeur  il  l’Université  de  Dublin,  a jointes  il  la  traduction 
de  nos  Mémoires  sur  les  cènes  du  second  degré  et  1rs  coniques  sphériques , 
qui  font  partie  du  tome  VI  des  Mémoires  de  /’ Académie  royale  de  Bruxelles 
(année  1809).  Outre  de  nombreuses  ut  intéressantes  Notes  et  Additions, 
te  savant  géomètre  a joint  encore  à cette  traduction  un  Appendice  spécial 
qui  contient  une  géométrie  analytique  des  coniques  sphériques,  où  se  trou- 
vent, notamment , les  cercles  oscillateurs  et  les  foi  mules  do  rectification  et 
de  quadrature  de  ces  courbes.  ( Two  geonsetrical  Memoirs  on  the  general pro - 
per  tirs  ol  cônes  of  the  second  degrec  and  on  the  sphencal  conics . Ly  M.  Chasles. 
Translaled from  the Ji rnch , with  Notes  and  Additions,  and  an  Appendir  on  the 
application  of  analysis  to  spherical  grometry , by  the  rev.  Charles  Graves , A 
M..  M.  R.  I A.  of  Trinitj  college,  Dublin.  Dublin  18^1,  in  8”.  ) 
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808.  Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  tes  mêmes  /dans 
cy  cliques , si  un  plan  transversal  mené  par  leur  sommet  les  coupe 
suivant  quatre  arêtes , les  tleux  arêtes  de  l'un  f ont , respectivement , 
avec  les  tleux  arêtes  rie  l'autre  , dette  angles  égaux. 

En  d'autres  tenues , l'angle  forme  par  les  deux  arêtes  île  l'un 
des  cônes  a la  même  bissectrice  ipie  l'angle  forme  par  les  deux 
arêtes  de  l'autre  cône. 

En  effet,  soient  C,  C'  les  cercles  qui  forment  les  bases  des  deux 
cônes  sur  un  plan  parallèle  à l’un  de  leurs  plans  cycliques  , et  an’, 
bb'  les  cordes  interceptées  par  ces  cercles  sur  la  droite  d’intersec- 
tion de  ce  plan  par  le  plan  coupant.  Cette  droite  rencontre  le 
cercle  imaginaire  <j  (795)  en  deux  points  c,  c'  (imaginaires);  et  les 
trois  couples  de  points  a , a b , b'  et  c,c'  sont  en  involution , 
puisque  les  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical  (793).  Les 
deux  points  doubles  de  l’involution  < et  y sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  c et  c',  et,  par  conséquent , sont  vus 
du  point  S sous  un  angle  droit  (780).  Il  s’ensuit  que  les  deux 
droites  S«,  Sy,  qui  divisent  harmoniquement  les  deux  angles 
aSa',  b S b',  sont  les  bissectrices  de  ces  angles  et  de  leurs  supplé- 
ments (80).  Par  conséquent,  l’angle  des  deux  arêtes  Sa,  Sb  est 
é>gal  à celui  des  deux  arêtes  Sa',  SA'.  c.  q.  r.  o. 

Corollaire.  — Si  le  plan  coupant  est  tangent  à l’un  des  cônes, 
le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycli- 
ques , si  un  plan  tangent  à l’un  coupe,  l’autre  suivant  deux  arêtes  , 
l’arête  de  contact  du  premier  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  ces  deux  arêtes  , ou  la  bissectrice  du  supplément  de  cet 
angle. 

809.  Les  points  de  contact  d’une  tangente  commune  aux  deux 
cercles  C,  C'  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  a ( 743 , coroll.), 
et , par  conséquent , sont  vus  du  point  S sous  un  angle  droit  (780). 
Donc, 

Quand  un  plan  est  tangent  à deux  cônes  homocycliques , les 
tleux  arêtes  tic  contact  sont  rectangulaires. 

810.  Supposons  qu’une  transversale  coupe  deux  cercles  C , C' 
(Jig.  177)  en  deux  couples  de  points  a , b et  a',  b',  tels,  que  les 
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deux  a , a'  soient  vus  du  point  S (807 ) sous  un  angle  droit  : i" les 
deux  points  b et  b‘  seront  vus  aussi  sous  un  angle  droit;  et  a°  les 
tangentes  au  premier  cercle  en  a et  b rencontreront  les  tangentes 
au  deuxième  cercle  menées  par  les  deux  points  a',  b',  en  quatre 
points  qui  seront  sur  un  cercle  constamment  le  même,  quelle  que 
soit  la  transversale;  et  ce  cercle  passera  par  les  points  d’intersec- 
tion, réels  ou  imaginaires,  des  deux  cercles  C,  C'. 

La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le  théo- 
rème (762). 

Cette  proposition  exprime  la  propriété  suivante  de  deux  cônes 
homocycliques  : 

Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycli- 
ques , si  l'on  prend  sur  leurs  surfaces  deux  arêtes  rectangulaires , 

t °.  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupera  les  cônes  suivant  deux 
autres  arêtes  qui  seront  aussi  rectangulaires  ; 

2°.  Les  plans  tangents  au  premier  cône  menés  par  ses  deux 
arêtes , rencontreront  les  plans  tangents  au  second , menés  par  les 
deux  arêtes  de.  cclui-ci , suivant  quatre  droites  qui  appartiendront 
à un  troisième  cône  homoc)  clique  aux  deux  premiers , qui  sera  tou- 
jours le  même , quelles  que  soient  les  deux  arêtes  rectangulaires 
prises  sur  ces  deux-là , 

811.  Considérons  trois  cônes  homocycliques  ayant  pour  bases 
les  trois  cercles  C,  C',  C"  ( fig . 187  ),  et  un  plan  transversal  mené 
par  leur  sommet  commun;  soient  Sa,  Sa’  les  arêtes  d’intersec- 
tion du  premier  cône  par  ce  plan,  et  Sm , Sn  deux  des  arêtes  d’in- 
tersection «les  deux  autres  cônes,  respectivement;  on  aura  l’é- 
quation 

sin  mSa  . sin  m S a' 

. : s— t — . constante, 

sin  n S a . sin  n S a 

quel  que  soit  le  plan  transversal. 

En  effet,  concevons  le  cercle  imaginaire  a qui  a pour  centre  la 
projection  du  point  S,  et  pour  carré  de  sort  rayon,  le  rectangle 
ne . a f.  Ce  cercle  a le  même  axe  radical  avec  les  trois  C,  C', 
C"  (783):  par  conséquent,  n,  u'  étant  scs  points  d’intersection 
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par  la  droite  ad,  on  a 

un 1 . nui 

= constante, 

mu  . mu 


quelle  que  soit  la  transversale  an.' , le  point  ni  appartenant  toujours 
au  même  cercle  C'  (70). 

Or, 

mu  . mu'  " m S (7îIS) 

Donc , 

ma  ma' 

— ; — — constante, 

ni  S 
ou 

sin  m S n . sin  mSn' 

: : r=  constante. 

sin  a . sin  a 

On  a , de  même , 

sin  «Sa.  sin  « S «' 

— — = constante. 

sin  a . sin  a' 

Donc , 

sin  mSa  . sin  ni  Sa' 

-- - = constante. 

sin  «Sa  . sin  «Sa 

n.  q.  r.  u. 

Celte  proposition  peut  s’énoncer  ainsi  : 

Quand  trois  cônes  sont  homocycliqurs , si  l'on  mène  par  leur 
sommet  commun  un  plan  transversal  qui  tes  coupc  chacun  suivant 
deux  arêtes,  le  produit  des  sinus  des  angles  que  tes  arêtes  du  premier 
cône  font  avec  une  arête  du  second,  est  nu  produit  des  sinus  des 
angles  que  les  mêmes  arêtes  du  premier  cône  font  avec  une  arête 
du  troisième , dans  une  raison  constante , quel  que  soit  le  plan 
coupant. 

Obsebvatioh.  — Ce  théorème  général  donne  lieu  à plusieurs  co- 
rollaires différents , à raison  des  diverses  positions  que  peut  prendre 
le  plan  transversal.  On  en  conclut  notamment  l’expression  de  la 
constante.  Mais  nous  n’entrerons  pas  ici  dans  ces  détails,  et  nous 
énoncerons  seulement  le  corollaire  suivant  dont  nous  aurons  à 


faire  immédiatement  l’application  : 

Corollaire.  — Si  le  plan  coupant  est  tangent  au  premier  cône  , 
il  s'ensuit  que  : 
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Quand  trois  aines  sont  homocycliques  , si  snr  l'un  on  fuit  rouler 
un  plan  tangent,  le  rapport  des  sinus  des  deux  angles  que  l'arc  te 
rie  contact  fait,  l’un,  avec  Cane  des  arêtes  d’intersection  du 
deuxième  cône , et  l’autre,  avec  l’une  des  arêtes  d’intersection  du 
troisième  cône , reste  constant. 

Remarque.  — L’un  des  cônes  peut  être  d'ouverture  infiniment 
petite  et  se  réduire,  à la  limite,  à l’axe  Se  ou  S/;  de  même  qu’un 
des  cercles,  sur  le  plan,  peut  être  infiniment  petit,  et  devenir 
I un  des  points  c,  f.  Le  théorème  s'applique  donc  à un  plan  trans- 
versal tournant  autour  de  l’axe  Se  et  rencontrant  deux  cônes 
suivant  deux  arêtes.  Le  rapport  îles  sinus  îles  angles  que  ces  deux 
arêtes  font  avec  l’axe  Se  reste  constant. 


fil  2.  Quand  deux  cônes  ont  les  mêmes  plans  cycliques , deux 
plans  tangents  à l’un  coupent  l’autre  suivant  quatre  arêtes  situées 
sur  un  cône  de  révolution  dont  l’axe  est  perpendiculaire  au  plan 
des  deux  arêtes  de  contact  sur  le  premier  cône. 

Soient  al/,  a'  b'  [fig.  188)  les  traces  des  deux  plans  tangents, 
o le  point  d’intersection  de  ces  deux  droites,  et  c,  ê leurs  points 
de  contact  avec  le  cercle  C'.  On  a , d’après  le  corollaire  qui  pré- 
cède, 

sineSo  sinc'So 
sincSô  sinc'Sô' 


Le  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  So,  S b 


_ „ , sineSo 

font  avec  1 arete  Sc,  savoir  — — 

sineSo 


est  égal  au  rapport  des  sinus 


des  angles  que  les  deux  mêmes  droites  font  avec  un  plan  quel- 
conque P mené  par  cette  arête.  Car  celui-ci  est  égal  au  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées  des  points  o et  b sur  le  plan , divise 


S o ...  sineSo 

P'r  Sb  ’e  "‘'‘P0"  sinTsï 


est  égal  au  rapport  des  perpendicu- 


laires abaissées  des  points  o,  b sur  la  droite  Sc,  divisé  de  même 
par  Mais  le  rapport  de  ces  deux  perpendiculaires  est  égal  au 

u U 


rapport  des  deux  premières.  Donc,  etc. 

Le  plan  P mené  par  l’arête  Sc  est  quelconque  : prenant  pour  ce 
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57, 


■ . ■ . • _ sincSo 

plan  celui  îles  deux  arêtes  Sr,  Sr  , nous  dirons  que  -, est 

r sineSo 

égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  So,  S b 

font  avec  le  plan  cSc'. 

Pareillement,  cst  'b'3 ^ au  rapport  des  sinus  des  angles 

que  les  droites  So,  Si'  font  avec  le  même  plan  cSc'.  Donc  les 
angles  que  les  deux  droites  Si,  Si'  font  avec  ce  plan  sont  égaux. 
Mais  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  i'  s’entend  du  point  a'  ; et 
ce  qui  est  démontré  pour  le  point  i à l’égard  des  deux  a',  i'  s’en- 
tend du  point  a.  Donc  les  quatre  arêtes  So  , S«',  S i , S i'  font  des 
angles  égaux  avec  le  plan  cSc',  et  par  conséquent  aussi  avec  une 
perpendiculaire  à ce  plan.  Donc  ci*  droites  sont  les  arêtes  d’un 
cône  de  révolution  autour  de  cette  perpendiculaire.  Donc,  etc. 


813.  Quand  deux  ellipses  sphériques , dont  tune  enveloppe 
l’autre,  ont  les  mêmes  ares  cycliques,  te  segment  qu’un  arc  de 
grand  cercle  tangent  à la  conique  interne  forme  dans  la  conique 
externe  a toujours  ta  même  surface. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  deux  arcs  tangents 
infiniment  voisins.  Soient  oi , o'  i'  ces  deux  arcs  ( fig  189).  Qu’on 
mène  les  arcs  de  grands  cercles  a’ a , ii'  qui  se  rencontrent  en  S. 
La  somme  des  angles  Soi,  Sio  est  égale  à celle  des  angles  S a’  b’, 
Si'n'  (808 , 2e  démonstration).  Par  conséquent , les  deux  trian- 
gles Soi , Sa'  i'  ont  même  surface  ; et , par  suite,  les  deux  secteurs 
aia'  et  bib’  ont  aussi  même  surface.  Donc , en  ajoutant  à ces  deux 
secteurs  la  surface  comprise  entre  l’arc  de  conique  ab’  et  les  deux 
arcs  de  grands  cercles  ia , ib' , on  en  conclut  que  les  deux  seg- 
ments sous-tendus  dans  l’ellipse  externe  par  les  deux  arcs  ab , a'  b' 
ont  la  même  surlace.  c.  q.  f.  d. 

Autrement.  L’arc  a'  b'  rencontre  l’arc  ab  au  point  / où  celui-ci 
touche  la  conique  enveloppe,  et  ce  point  est  le  milieu  de  l’arc 
ab  (801);  il  s’ensuit  que  les  deux  triangles  nui,  bSi,  que  l’on 
forme  en  décrivant  du  point  »,  comme  centre  sphérique,  les  deux 
arcs  au,  66,  sont  égaux.  Par  conséquent,  les  deux  secteurs  infi- 
niment petits  aia',  bib',  qui  ne  diffèrent,  respectivement,  des  deux 
triangles  que  de  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  ne 
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différent  aussi  entre  eux  que  d’une  quantité  infiniment  petite  de 
cet  ordre.  Donc  les  deux  segments  sous-tendus  par  les  deux  arcs 
ab , a ' b',  dont  la  différence  est  égale  à celle  des  deux  secteurs,  dif- 
fèrent tout  au  plus  d'une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ordre , et , par  conséquent , peuvent  être  considères  comme  égaux . 
Donc , etc. 

IV.  Propriétés  des  ligues  locales  .l'un  cône 

RI4.  Nous  avons  vu  qu’étant  donnés  un  cercle  réel  C et  un  cercle 
imaginaire  a [fg.  190) , il  existe  deux  points  F,  F'  tels,  que  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  réel , menées  par  l’un  de 
ces  points,  sont  conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire  (790). 
Ces  deux  droites  seront  donc  vues  du  point  S,  correspondant  au 
point  <7,  sous  un  angle  droit  (780).  On  en  conclut  que  : 

Dans  un  cône  h base  circulaire,  il  existe  toujours  deux  droites , 
passant  par  le  sommet  du  cône  et  comprises  dans  son  intérieur, 
telles , que  deux  plans  rectangulaires  menés  par  l'une  de  ces  droites 
rencontrent  te  plan  du  cercle  qui  forme  la  base  du  cône,  suivant 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  à ce  cercle. 

On  appelle  ces  deux  droites  les  lignes  focales  du  cône. 

L’une  des  deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  le 
rencontre  en  deux  points,  et  les  tangentes  en  ces  points  se  cou- 
pent sur  la  seconde  droite  ( C87).  Ces  deux  tangentes  sont  les  traces 
de  deux  plans  tangents  au  cône.  D’après  cela  , nous  pouvons  dire 
que  : 

/-es  deux  lignes  focales  d’un  cône  sont  deux  droites  telles  , que , 
si  par  l'une  on  mène  deux  plans  rectangulaires  quelconques , les 
plans  tangents  au  cône  suivant  les  deux  arêtes  situées  dans  l’un  de 
ces  plans  se  couperont  sur  l’autre  plan. 

818.  Considérons  deuxjlangentes  fixes  PA,  PA'  et  une  tangente 
mobile  aa' . Les  rayons  menés  du  point  F aux  deux  points  a , a' 
forment  deux  divisions  liomographiques  dont  les  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  au  cercle,  issues  du  point  F (661).  Deux  droites 
conjuguées  menées  par  le  point  F formeront  aussi  deux  faisceaux 
liomograpliiques  dont  les  rayons  doubles  seront  les  mêmes  tan- 
gentes ( 090).  Or  ces  deux  droites  conjuguées  seront  vues  du  point 
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S,  sous  un  angle  droit  (786).  Donc,  si  Ton  a deux  autres  fais- 
ceaux homographiqucs  dont  les  rayons  doubles  soient  les  mêmes, 
l'angle  de  deux  rayons  homologues,  vu  du  point  S,  paraîtra  tou- 
jours de  même  grandeur  ( 174  ).  On  a donc  ce  théorème  : 

Etant  menés  deux  plans  fixes  tangents  à un  cône , si  un  tmi- 
sième  plan  tangent  mule  sur  le  cône , ce  plan  coupe  les  deux  plans 
fixes  suivant  deux  dmitcs  telles,  que  les  plans  menés  par  une  ligne 
focale  et  ces  deux  droites  forment  entre  eux  un  angle  de  grandeur 
constante. 

8 tC.  Les  sinus  des  angles  que  les  deux  lignes  focales  d’un  cône 
font  avec  chaque  plan  tangent  ont  leur  pmduit  constant. 

La  (race  d’un  plan  tangent  au  cône  est  une  tangente  au  cercle  C 
( fig.  191};  le  produit  des  distances  de  cette  tangente  aux  deux 
points  F,  F'  est  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  tangentes  pa- 
rallèles menées  au  cercle  a,  dans  une  raison  constante,  quelle 
que  soit  la  direction  commune  de  ces  tangentes  (737).  Ce  produit 

est  égal  à no  -H  S » r=irS(785). 

Ainsi  l’on  a 

F o . F'o' 

— — ; — = constante. 

7t  S 


Désignons  par  F/>,  F' //  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  F,  F'  sur  le  plan  mené  par  le  point  S et  la  tangente,  et  soit  i 
l’inclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  de  la  figure;  on  a 


F p = Fra  . sin  i , F'//  = F'  a . sin  i , 

F p . F ' p'  = Fsi  . F'ra'.  sin’  i. 


Mais  sin  1 = — • Donc 
Sir 


, , F ra  . F'  os  c ’ 

F p . Y p = -^r-  • b<r  • 


Donc,  à cause  de  la  relation  précédente,  le  produit  F p . F'//  est 
constant.  c.  q.  f.  d. 

fl  17.  Étant  menés  deux  plans  tangents  à un  cône,  si  par  leur 
droite  d’intersection  on  mène  deux  plans  passant  parles  deux  lignes 
focales,  l’angle  dièdre  formé  par  ccs  deux  plans , et  l'angle  des 
deux  plans  tangents , ont  te  même  plan  bissecteur. 
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En  d'autres  termes,  les  deux  plans  tangents  font,  respective- 
ment, avec  les  deux  plans  menés  par  les  lignes  focales,  des  angles 
égaux. 

En  effet,  si  par  un  point  P ( fig  190)  on  mène  des  tangentes 
au  cercle  Cet  au  cercle  imaginaire  a,  et  deux  droites  aux  points 
F,  F'  qui  représentent  les  sommets  opposés  du  quadrilatère  cir- 
conscrit aux  deux  cercles , ces  six  droites  sont  en  involution  (756). 
Par  conséquent,  les  plans  menés  par  ces  droites  et  le  sommet  du 
cône  forment  trois  angles  dièdres  en  involution.  Il  existe  donc 
deux  plans  conjugués  liarmoniques  par  rapport  aux  deux  faces  de 
chacun  de  ces  trois  angles  dièdres  (244).  Or,  les  traces  de  ces  deux 
plans  sur  le  plan  de  la  figure  étant  deux  droites  conjuguées  par 
rapport  au  cercle  a , ces  plans  sont  rectangulaires  (780).  Donc  ce 
sont  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  formés,  l’un  par  les 
deux  plans  tangents  au  cône , et  l’autre  par  les  deux  plans  passant 
par  les  lignes  focales.  c.  q.  r.  d. 

Corollaire.  — Si  la  droite  par  laquelle  sont  menés  les  plans 
tangents  s’approche  indéfiniment  de  la  surface  du  cône,  on  en 
conclut  que  : 

Les  plans  menés  par  une  arête  d'an  rêne  et  les  deux  lignes  fo- 
cales sont  également  inclinés  sur  le  plan  tangent  au  cône  mené  par 
cette  arête. 

818.  Que  par  le  point  F {fig.  192)  on  mène  deux  cordes  aa',  bb', 
et  à leurs  extrémités  les  tangentes  au  cercle,  lesquelles  forment  le 
quadrilatère  circonscrit  cdc'  d'.  Les  deux  diagonales  cc',  dd'  passent 
par  le  point  F,  intersection  des  deux  cordes  aa',  bb'  (092),  et  sont 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  C(094,  Rem.), 
et  par  conséquent  par  rapport  au  cercle  imaginaire  a (814).  Donc 
ces  deux  droites,  vues  du  points,  paraissent  rectangulaires  (786). 
Mais  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
cordes  Fo,  F b\  car  les  deux  cordes  a b',  a' b se  croisent  sur  la 
diagonale  ce',  en  un  point  h qui  est  le  pôle  de  l’autre  diago- 
nale dd'  (C77),  de  sorte  que  ce  point  h et  le  point  »,  oit  la  corde  a'b 
rencontre  la  diagonale  dd’,  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a'  et  b ; et  par  conséquent  les  deux  droites  F h , 
F d' sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  F b , F a'. 
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On  a donc  cc  théorème  : 

Si  par  une  ligne  focale  d’un  cône  à base  circulaire  on  mène  deux 
plans  passant  par  deux  arêtes  du  cône,  et  un  troisième  plan  pas- 
sant par  la  droite  d’intersection  des  plans  tangents  au  cône  suivant 
les  deux  arêtes , celui-ci  sera  bissecteur  de  C angle  dièdre  formé  par 
les  deux  premiers 

819.  Étant  pris  deux  arêtes  sur  un  cône , si  par  chacune  d'elles 
on  mène  deux  plans  passant  par  les  deux  lignes  focales,  les  quatre 
plans  seront  tangents  à un  cône  de  révolution  dont  l’axe  sera  la 
droite  d'intersection  des  plans  tangents  au  cône  suivant  les  deux 
arêtes. 

En  effet , soient  Fa  , Va  et  F b , F'  h ( fi  g i <p.  ) les  traces  des 
quatre  plans  sur  la  base  du  cône;  ne,  bc  les  traces  des  deux  plans 
tangents.  Le  plan  SFc  est  bissecteur  de  l’angle  des  deux  plans  SFn, 
SF b (818);  donc  la  droite  Se  est  également  inclinée  sur  ces  deux 
plans.  Par  une  raison  semblable,  elle  est  également  inclinée  sur 
les  deux  plans  SF'«,  SF ’b.  Mais  cette  droite,  étant  située  dans  le 
plan  tangent  Sac,  est  également  inclinée  sur  les  deux  plans  SFa, 
SF'a  (817,  coroll .);  donc  enfin,  elle  est  également  inclinée  sur  les 
quatre  plans  SF  a , SF  b,  SF'n  , SF'i.  Donc  elle  est  l’axe  d’un  cône 
de  révolution  tangent  à ces  quatre  plans.  Donc,  etc. 

820.  La  somme  tics  angles  que  chaque  arête  d'un  cène  a base 
circulaire  fait  avec  les  deux  lignes  focales  est  constante. 

C’est-à  dire  que  l’on  a [fig.  192) 

FS  a -+-  F' S a = FS  b + F'S  h. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  les  quatre  plans  SFa,  SF/>, 
SF'a,  SF  'b  sont  tangents  à un  cône  «le  révolution.  Soient  Sa,  SS, 
Sa',  S 6'  les  quatre  arêtes  de  contact  ; on  a 

FS  a = FS  S, 
ou 

FS  a + a Sa  = FS  b - b SS. 

Et  «le  même 

F'  Sa  — aSa'  = F'Si  -+-  ÔSS'. 

Ajoutant  membre  à membre  ces  deux  équations  et  observant 


Digitized  by  Google 


576  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 
que 

aSa  =■  a Sa'  et  ÔSS  = 6SS', 

on  obtient  l'égalité  qu’il  s’agit  de  démontrer. 

Autrement.  Considérons  une  conique  sphérique  comme  précé- 
demment (815);  soient  F,  F'  {fig.  193)  sur  la  sphère  les  deux 
points  déterminés  par  les  deux  lignes  focales  du  cône  , points  que 
l’on  appelle  les  foyers  de  la  conique.  Il  s’agit  de  prouver  que  la 
somme  des  deux  arcs  Fa,  F'a  est  constante.  Pour  cela,  considé- 
rons le  point  a'  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  a ; il  suffit 
de  prouver  l’égalité  à l’égard  des  deux  points  a et  a',  c’est-à-dire 
que  l’on  a 

Fa  H-  F'a  = Fa'  -f-  F'a', 
ou 

Fa'  — Fa  = F'a  — F'a'. 

Que  du  point  a on  abaisse  les  arcs  a a , a a'  perpendiculaires  sur 
les  arcs  Fa',  F'a',  on  aura 

a a'  = Fa'  — Fa  et  a!  a'  — F'  a — F' a' . 

Il  faut  donc  prouver  que  a a'  = 1!  a . Or  les  deux  triangles  rec- 
tangles a a a',  a a' a'  infiniment  petits  peuvent  être  considérés 
comme  des  triangles  rectilignes , et  l’on  a 

a a'  — aa'  cos  a a'  a et  a!  a'  = aa'  cos  a a'  a . 

Mais  les  angles  an'  a et  a' a’ a sont  égaux  (817,  roroll .).  Donc 
aa'  = a' a'.  Donc  , etc. 

V.  Cônes  supplémentaires. 

821.  Si  par  le  sommet  d’un  cône  à base  circulaire  on  mène  des 
normales  à ses  plans  tangents, 

i".  Ces  droites  forment  un  second  cône  à base  circulaire,  dont 
les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  aux  arêtes  du  premier; 

F.t  ?.°.  Les  lignes  focales  et  ies  plans  cycliques  de  ce  cône  sont 
perpendiculaires,  respectivement , aux  plans  cycliques  et  aux  lignes 
focales  du  premier. 

Les  plans  tangents  au  second  cône  sont  les  plans  normaux  aux 
arêtes  du  premier;  cela  est  évident,  car  un  plan  tangent  sera  le 
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plan  de  deux  arêtes  infiniment  voisines.  Or  ces  arêtes  sont  les  nor- 
males à deux  plans  tangents  au  premier  cône,  infiniment  voisins; 
donc  leur  plan  est  perpendiculaire  à la  droite  d’intersection  de 
ces  deux  plans  tangents,  laquelle  est  une  arête  du  premier  cône. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Prouvons  maintenant  que  le  nouveau  cône  a un  cercle  pour 
base  sur  un  plan  perpendiculaire  à l'une  des  lignes  focales  du 
premier. 

Concevons  deux  plans  fixes  tangents  au  cône  proposé  ; un  troi- 
sième plan  tangent  les  coupe  suivant  deux  droites-,  et  les  plans 
menés  par  ces  droites  et  une  ligne  focale  font  entre  eux  un  angle 
de  grandeur  constante  (8tif).  Il  s’ensuit,  en  considérant  dans  le 
second  cône  les  droites  perpendiculaires  à ces  plans,  que  si  autour 
de  deux  arêtes  fixes  de  ce  cône  on  fait  tourner  deux  plans  qui  se 
coupent  suivant  une  troisième  arête , les  traces  de  ces  deux  plans 
sur  un  plan  perpendiculaire  à la  ligne  focale  feront  entre  elles  un 
angle  de  grandeur  constante.  Le  point  de  concours  de  ces  deux 
droites  décrit  donc  un  cercle.  Or  ce  point  décrit  la  courbe  qui 
forme  la  base  du  cône  sur  le  plan  ; donc  cette  base  est  un  cercle. 
Ce  qu’il  fallait  prouver. 

Enfin , les  lignes  focales  du  nouveau  cône  sont  les  perpendicu- 
laires aux  plans  cycliques  du  premier.  Cela  résulte  de  ce  qui  vient 
d’être  démontré,  en  vertu  de  la  réciprocité  de  construction  qui 
a lieu  entre  les  deux  cônes.  Car,  puisque  le  second  est  îi  base  cir- 
culaire, le  premier  a ses  plans  cycliques  perpendiculaires  aux 
lignes  focales  du  second. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  complètement. 

822.  Les  deux  cônes,  dont  chacun  a ses  arêtes  perpendiculaires 
aux  plans  tangents  à l’autre , sont  dits  cônes  supplémentaires. 

Toutes  les  propriétés  d’un  cône  relatives  aux  plans  cycliques 
et  aux  lignes  focales  , donnent  lieu,  dans  le  cône  supplémentaire  , 
à des  propriétés  relatives,  respectivement,  aux  lignes  focales  et 
aux  plans  cycliques. 

De  sorte  que  toutes  les  propriétés  des  cônes  à base  circulaire 
sont  doubles  : à chaque  propriété  des  plans  cycliques  correspond 
une  propriété  des  lignes  focales  ; et  réciproquement. 
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Par  exemple,  le  théorème  (812)  donne  lieu  an  suivant  : 

Quiintl  deux  cônes  ont  les  memes  lignes  focales,  si  pur  deux 
arêtes  de  l'un  nn  mène  des  plans  tangents  à l'autre,  ces  quatre plans 
sont  tangents  à un  cône  de  révolution  dont  l’axe  est  la  droite  d'in- 
tersection des  plans  tangents  au  premier  cône,  menés  par  scs  deux 
arêtes. 

Et  si  l'on  considère  ce  qui  a lieu  sur  la  sphère,  on  dira  que  : 

Quand  tleux  coniques  sphériques  sont  hamofocales , si  de  deux 
points  de  l'une  on  mène  quatre  arcs  de  grands  cercles  tangents  à 
l’autre,  ces  quatre  ares  sont  tangents  a un  petit  cercle  dont  le. 
rentre  sphérique  est  à l'intersection  des  arcs  tangents  à la  pre- 
mière conique  en  ses  deux  points  (*). 

823.  On  conclut  pareillement  du  théorème  ( 811)  celui-ci  : 

Quand  trois  coniques  sphériques  sont  hamofocales , si  d'un 
point  quelconque  de  la  sphère  on  mène  deux  arcs  de  grands  cer- 
cles A,  A'  tangents  à l'une , et  deux  arcs  M , N tangents  aux  deux 
antres , un  à une,  respectivement , on  a ta  relation 

sin  ( M , A)  .sin(M  , A') 

-,  — '■ — . — - , — - - - — const. 

stn ( N , A ) sin  (N , A ) 

Si  le  point  d’où  partent  les  quatre  ares  tangents  A , A',  M et  N 
est  pris  sur  la  circonférenre  du  grand  cercle  qui  a pour  centre 
sphérique  le  centre  îles  coniques,  et  qu’on  appelle  O l’are  de 
grand  cercle  mené  de  ce  point  ce  centre,  lequel  est  bissecteur  de 
l’angle  (A,  A'),  l’équation  prend  la  forme 
sin»!  M , O)  — sin’  ( A , O)  _ 
sin’  ( N , O ) — sin’  { A , O ) 

Les  quatre  arcs  A , A',  M , N peuvent  toucher  les  coniques  en 
leurs  sommets  situes  sur  un  meme  arc  diamétral  principal;  alors 
on  substituera  aux  angles  (A,  O),  (M,  O)  et  (N,  O)  les  demi- 

(*  ! (*«  théorème  nous  Mm  mile  pour  démontrer  une  belle  propriété  des 
coniques  homofocal*,s , savoir,  que:  la  portion  tic  polygone  sphérique  tir  n 
côtés,  circonscrite  à un  arc  de  conique . qui  est  de  périmètre  minimum , a scs 
sommets  sur  une  conique  ho  » qfocale. 

\ cette  question  de  périmètre  en  correspond  une  d'anc,  dans  les  coniques 
homocyrliqiie*.  ( Voir  Comptes  rendu»  des  séances  dr  V Académie  tirs  Sciences  . 
tome  XVII  ,pngotik);  octobre  i8j3.) 
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arcs  principaux  des  coniques;  et  en  appelant  ces  arcs  »,  p et  », 
on  aura  cette  expression  de  la  constante, 

sin’p  — sin’  » 
sin’v  — sin1  » ' 

de  sorte  que  l'équation  qui  exprime  le  théorème  général  est 

sin  ( M , A ) . sin  ( M , A'  ) sin’  p — sin’  » 

sin  (N  , A). sin  (N  , A')  sin’» — sin’ a 
Coroi.lairk.  — Si  les  deux  coniques  auxquelles  sont  tangents 
les  arcs  M , N se  coupent , et  que  ces  arcs  soient  menés  par  l’un  de 
leurs  points  d’intersection , ils  seront  les  arcs  bissecteurs  de  l’angle 
(A,  A')  et  de  son  supplément(8l7,  coroll.),  et  l’équation  deviendra 

sin’  ( M . A ) sin’  p — sin’  a 

sin’ (N,  A)  sin’ a — sin’» 
on 

sin’p. sin’(N , A)  4-  sin’».sin’(M,  A)  = sin’». 

C'est- A-dire  que  : Si  par  chaque  point  d'un  arc  de  grand  cercle  fixe, 
tangent  à une  conique  sphérique  (a),  on  mène  tes  deux  coniques 
Uomofocalvs  (p),  (»),  et  qu'on  appelle  \ et  i les  angles  que  ces 
deux  coniques  font  arec  l’arc  de  grand  cercle  en  ce  point , on  a 
entre  ces  angles  et  les  demi-arcs  diamètres  principaux  p,  v des  deux 
coniques , la  relation  constante 

sin’ p. sin’ i -+-  sin’  v.sin’i'  = sin’  » {*). 

8UA.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  des 
cônes  et  des  coniques  sphériques,  dont  il  n’est  ici  question  qu’in- 
cidemment  et  comme  application  immédiate  des  propriétés  gé- 
nérales d’un  système  de  cercles.  Cette  théorie  importante  doit  être 
traitée  d’une  manière  spéciale,  et  elle  trouvera  sa  place  naturelle 
A la  suite  de  la  théorie  des  coniques  planes  et  comme  devant  pré- 
céder celle  des  surfaces  du  second  ordre. 


( * ) Celle  équation  répond,  sur  la  sphère,  à lYqmtion  des  lignes  géode-; 
siques  sur  l'ellipsoïde,  p*  sin1  i y*  sin*/',  ~ a*,  donnée  par  M.  Lionville. 

( Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences , tome  XI  \ 
page  et  Journal  tir  Mathématiques , tome  IX,  pnge4o|.) 
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CHAPITRE  XXXV. 

PROPRIÉTÉS  DK  DEl'X  CERCLES,  RELATIVES  A LA  THÉORIE  DES 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


I Theoreine  général. 

0Ï8.  Étant  /iris  plusieurs  points  fixes  A,  B,  C,.  . . , sur  une 
circonférence  de  cercle,  si  l'on  mène  une  corde  min'  de  manière 
t/ne  les  arcs  comptés  ri  partir  tle  ces  points  jusqu’aux  extrémités 
m , m‘  de  la  conte  aient  entre  leurs  sinus  la  relation 


(i)  u . sin  Am  .sin  A ///'  -+-  t,  sin  B /m.  sin  B m'-)- 7 sin  C mi  .sinCi»'+>  • . = v, 

a,  6,  7,...,  » étant  des  constantes,  la  corde  enveloppera  une  circonfé- 
rence de  cercle  dont  le  centre  sera  le  centre  de  gravité  des  points  A , 

B , C , . . . , auxquels  on  supposerait  des  masses  égales  aux  con- 
stantes a , 6,  7, ...  ; et  te  rayon  de  cette  circonférence  sera  égal  a 
v.iR 

= — — , R étant  le  rayon  du  cercle  proposé. 

« + 6 + 7+...  J 11 

Fin  effet , on  n ( fig . iq4  ) 


sin  | A tn  — 


A m 

Tr’ 


sin  7 A m‘  ~ 


A /«' 


5 R 
A m . A m' 


sin  |Am  . sin  ! A m'  = — f- 

’ ’ 4 R3 


Soit  \/>  la  perpendiculaire  abaissée  «lu  point  A sur  la  corde 
mm’  ; on  a 

A A ///'=•  2 R A p ( 075 ) . 

Donc 


et,  de  même, 


sin  [Km  . sin  4 A m'  — — : 

’ ’ îR 


R n 

sin  i B/«  . sin  4-  B m'  = — - • 
1 ’ 7 R 
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L'équatiou  proposer  devient 

».  A/i  + 6.  B(/+  ..  . =«.ïR. 

Elle  exprime  que  la  somme  des  distances  de  la  corde  mm'  aux  points 
A,  B,...,  multipliées  respectivement  par  les  constantes  est 

constante  et  égale  à v.2  R.  Donc  la  distance  de  la  corde  au  centre 

de  gravité  de  tous  ces  points  est  égalé  à — - — 3 ^ (4156). 

Gc  qui  démontre  le  théorème. 

B20.  Conoi.i.unr.  — Étant  pris  ilrux  points fixes  A , A'  sur  une 
circonférence  tir  cercle  ( fig.  i <)5),  si  l'on  mène  une  corde  mm'  telle , 
i/uc  l'on  ait  la  relation  constante 

(2)  sin  { Am  .sin  J-  Am'  -+-  X.sin ~ A'm.sin  J A = » , 

cette  corde  enveloppera  an  cercle  i/tti  aura  son  centre  sur  ta  droite 
AA'  en  un  point  D,  dont  les  distances  aux  points  fixes  A , A'  seront 


DA  = — 


X.  AA' 


I)A'  = 


X+i’ 


et  le  rayon  de  ce  cercle  sera 
r 


2 R> 

X 1 


U étant  celui  du  cercle  propose. 

Car,  le  centra  D du  cercle  sur  lequel  roule  la  corde  mm'  étant  le 
centre  de  gravité  des  deux  points  A , A'  auxquels  on  suppose  des 
masses  égales  à l’unité  et  X X respectivement , ce  point  D sera  situé 
sur  la  droite  AA',  et  déterminé  par  l’équation 

/ 

ÜA  -t-  X . DA.'  = o (432), 


laquelle,  avec  l’identité 

AA'  + A'D+DA  = o (2), 


DA  = — 


a . AA' 


et  DA'  = 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Les  deux  équations  qui  servent  a déterminer  les  deux  seg 
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menu  DA  et  DA',  impliquent  lu  règle  des  signes;  de  sorte  que 
les  signes  font  connaître  la  position  du  point  I)  sur  la  corde  AA'  ou 
sur  son  prolongement. 

Récipkoiiukment  : Étant  donnés  doux  cercles  C.rt  D,  dont  les 
rayons  sont  R et  r,  et  étant  menée  dans  te  premier  une  corde  fixe 
AA'  passant  par  le  centre  D du  second , si  une  tangente  roule  sur 
celui-ci  et  rencontre  le  premier  ce>rle  en  deux  points  in , m',  on 
aura  la  relation  constante 


sin  \ Am.  sin  7 A m' 


DA  . , . , , r 

-7—  • sin  -J-  A m..  sin  7 Am  — — — 
A D ’ ' 2 K 


ou 


(3) 


A' D .sin  7 Am.  sin  7 A m'-+-  DA  . sin  7 A' m .sin 7 A' m'  = 


car  cette  équation  résulte  des  expressions  ci-dessus  de  DA , DA' 
et  ren  fonction  de  I et  v. 

Les  segmenu  A'D  cl  DA  sont  passibles  de  signes,  comme  nous 
l’avons  dit;  ils  ont  le  même  signe,  ou  des  signes  contraires, 
selon  que  le  point  D est  sur  le  segment  AA',  ou  sur  son  prolon- 
gement. 

On  peut  substituer  aux  coefficients  de  l’cquation  d’autres  ex- 
pressions également  simples. 

Soient  AM  et  A'N  les  tangentes  au  second  cercle  issues  des 
points  A,  A';  on  a,  en  supposant  nuis,  successivement,  les  arcs 
A m et  A 'm', 

DA . sin  7 A'  M . sin  7 A'  B A = — ^ AA' , 

A'  D . sin  7 AN  . sin  4 A B A'  = ~ AA'; 

1 1 îR 

d’où 

r , I 

~ 2 R ^ sin  7 A'  M.  sin  - A'  B A 
r , 1 

* ^ ~ 2 R sin  j AN  . sin  7 AB  A'  ’ 
et  l’équation  devient 
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11.  Ileprchi'iitalioii  géoméli iquu  tins  équation*  relatives  an\  Imiclious 
elli|Kiqucs . 

H27.  Quand  la  corde  AA' est  un  diamètre  du  premier  cercle, 
on  a ( fig.  içjt*  > 

siu  j A ' m — sin  7 { 1 80"  — A /«  ) “ sin  : 90"  — J A /»  1 = rus  J A m ; 
et , de  même , 

sin  } A'  m — eus  A »>’  ■ 

L’équation  3)  devient 

A'  ü . sin  -j  A m . sin  ~ A ///'  ■+■  DA  . cos  7 A m . eus  j A /«'  r-  r. 
Écrivons 


1 , AT)  r 

cos  , A m.  eus  ;A«i  4- sin  7 A m . sin  . A m = ~— 

’ ’ DA  ‘ ’ DA 


A'  D 


(5)  cos  7 A /// . eos»  A »t' 4-  yyy- • sin  J A «i  sin -J  A //T  — cos  j AM. 


On  a donc  ce  théorème  : 

Etant  donnas  deux  cercles  C , U , si  une  tangente  roule  sur  l'un 
ü et  rencontre  l'autre  C en  deux  points  m , ni',  les  nies  Am  = y et 
A ni'  = y , comptés  il  partir  de  l'un  des  points  A , A'  de  ht  circon- 
férence C situés  sur  la  ligne  des  centres  tics  deux  cercles  , ont  entre 
eux  une  relation  de  la  forme 

cos  -j-  y cos  7 y 4-  V . sin  7 f sin  7 y’  — v , 

1 et  v étant  deux  coefficients  constants  , dont  le  premier  dépend  de 
la  position  du  centre  du  rende  sur  In/ucl  roule  la  corde  mm',  et  le 
deuxième , de  la  position  de.  ce  centre  et  du  rayon  du  même,  cercle. 

A'D 

D étant  le  centre  de  ce  cercle,  et  rson  rayon,  on  a \ ^ et 

v = ; ou  bien,  AM  étant  l’arc  formé  par  la  tangente  menée 

par  le  point  A,  on  a » = cos  7 AM. 

U2it.  L’arc  AM  étant  donné,  il  sullit,  pour  déterminer  la  gran- 
deur et  la  [Hisilion  du  cercle  D,  de  connaître  son  centre , car  le 
ravon  s’ensuit.  Le  centre  dépend  du  coefficient  > égal  au  rapport 
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A'  D 

-- — • On  peut  prendre,  avec  l’arc  AM  , une  autre  donnée,  savoir, 
DA 

l’axe  radical  des  deux  cercles.  On  donne  ainsi  à l'équation  la  forme 
sous  laquelle  on  considère  les  équations  de  ce  genre  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Soit  OS  {fi g.  197)  l’axe  radical;  nous  allons  prouver  que 


DA' 

DA 


AA' 

AO~ 


sin’  4 AM. 


Démontrons  d’abord  que  l’on  a,  à l’égard  d’une  corde  quelconque 
Am,  menée  par  le  point  A , 


Am 


mp  étant  la  distance  du  point  m à l’axe  radical. 
En  effet , 

1 * Am 

sin  4 A m = ; , 

AA' 


ou  , en  vertu  des  deux  triangles  semblables  Am  A',  AOS , 


Donc 


d’où 


et 


sin  4 A m = 


AO 
AS  " 


sin’ 4 Am 


Am 

ÂA7 


AO 
AS  ; 


AA' 

ÂtT 


sin!  7 A m 


Am 

AS" 


m S 
AS  ’ 


m S 
AS 


Ce  qu’il  fallait  démontrer. 
On  a donc  pour  l’arc  AM , 


yj 


AA' 
A?)  ’ 


sin"  7 AM 
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Or  — ^ ^ i I riant  le  point  de  contact  de  la  corde  AM  et  du 


AO 


AI 


cercle  D (728;  ; et 


Ml 

Àl 


DA  ^ MP  DA' 

Donc  — = - : et  par  conse- 

DV  AO  1 


<|ucnt 


DA'  / AA'  . , 

— - ss  i / ■ sin’  7 AM . 

DA  V AO 


C.  Q.  P.  P. 

Désignons  par  u l’arc  AM,  ou  plutôt  l’angle  au  centre  qui  sous- 
tend  cet  arc  ; l’équation  (5)  devient 

(H)  cos  i f cos  i o'  + sin  7 y sin  -j  y/ 1 — ^ sin’j  p = cos  \ p. 

Cette  équation  exprime  que  la  corde  mm',  déterminée  par  les 
deux  angles  y,  <?'  dans  le  cercle  C , est  tangente,  dans  toutes  ses  po- 
sitions, à un  second  cercle  dont  l’axe  radical  avec  le  proposé  est  à 
la  distance  AO,  et  qui  touche  la  corde  AM  sous -tendue  par 
l’angle  p. 

A'  I) 

Observation.  — Dans  l’équation  (5),  le  rapport  — — comporte 

U A 

un  signe,  lequel  est  4-  ou  — , selon  que  le  rentre  du  cercle  D 
se  trouve  dans  l’intérieur  du  cercle  C ou  au  dehors.  De  sorte 
que  l’équation  se  suffit  à elle- même  pour  exprimer  complète- 
ment la  relation  qui  convient  à une  figure  donnée.  Mais  il  n’en 
est  pas  de  même  de l’equation  (6);  In  radical  par  lequel  le  rapport 

—i  se  trouve  remplacé  ne  peut  point  indiquer  le  signe  du  second 
DA 

terme  de  l’équation  II  faut  donc  se  rappeler  que  ce  signe  sera  -+• 
ou  — , selon  que  le  centre  du  cercle  D se  trouvera  sur  le  diamètre 
AA'  ou  sur  son  prolongement. 

829.  Quanti  on  considère  ta  corde  mm  dans  deux  positions 
infiniment  voisines,  on  a , en  faisant  — c’, 


(7) 


— c'  sin1  -i  •» 


/ 1 — c’  sin"  \ 


V » 
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le  signe  étant  -+-  ou  — , selon  tjue  le  centre  1)  est  sur  le  dm  mette 

AA ' ou  sur  son  prolongement. 

En  effet,  soient  mm',  nn'  ( fig . ii)8)  deux  cordes  infiniment  voi- 
sines, tangentes  au  cercle  D,  et  i leur  point  d'intersection  (pii 
forme  le  point  de  contact  de  la  première  avec  ce  cercle;  on  a 


Or 


Donc 


ntn  mi  . dy  mi 

-7-7  = — «>'»  -r-,  — — • 

m n -mi  d o ni t 


ni  j> 

Âï) 


820), 


1 — <•'  sin'  \ y — y/ 

\ i — eè  sin’  4 y / mp  mi 

■ ■ — \/~r-,  - — (*»« 

y l — sin'  \ y'  V » V ' 


y 1 — f’  sill’  ÿ y _ tly 
y1 1 — e’sin’-;  y' 


Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Quant  aux  signes,  il  est  facile  de  voir  <pie  quand  le  cercle  Dcsl 
dans  l’intérieur  du  cercle  C,  les  deux  cordes  infiniment  voisines  se 
coupent  dans  l’intérieur  de  ce  cercle , et  «pie  les  deux  arcs  A m,  A m’ 
sont  tous  deux  plus  grands  ou  plus  petits  que  les  deux  arcs  déter- 
minés par  la  corde  infiniment  voisine,  c’est-à-dire,  qu’alors  les 
deux  arcs  élémentaires  tly,  d y ont  le  metne  signe.  Quand,  au 
contraire,  le  cercle  D est  extérieur  au  cercle  C,  les  deux  cordes 
se  coupent  au  dehors  de  celui-ci , et  alors  tly  et  tly  ont  des  signes 
différents. 


850.  Obskrvation.  — On  peut  dire  que  les  deux  équations  (fi) 
et  (7)  sont  la  conséquence  l’une  de  l’autre,  puisqu'elles  expriment 
une  même  hypothèse,  savoir,  que  la  corde  mm'  du  cercle  C roule 
sur  un  autre  cercle;  et,  en  effet,  on  trouve,  en  analyse,  que  la 
première  équation  est  l’integrale  de  la  seconde;  l’angle  p y repré- 
sente la  constante  arbitraire,  tics  formules  sont  fondamentales  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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111.  Autre  inude  de  représentation  , dans  l«  cercla,  de»  équations  relative» 
aux  fonctions  elliptiques. 


851.  Le  mm  k.  — Étant  donnés  deux  cercles  C , D ( fig.  198),  et 
étant  pris  sur  la  ligne  îles  centres  le  point  F qui  a la  même  polaire 
dans  les  deux  cercles,  si  autour  de  ce  point  on  fait  tourner  la 
corde  ii'  dans  te  cercle  D , et  i/ue  par  son  extrémité  i on  mène  la 
tangente  à ce  cercle,  lar/uelte  rencontre  le  cercle  C en  m , le  rap- 
port entre  la  corde  ii'  et  te  sinus  de  l'angle  iF  111  reste  constant. 

En  effet,  on  a — const.  ( 7 i il  ) , et , par  conséquent, 
m F 

sin  / F m 

— - — - — const. 
stn  r im 

Or,  dans  le  cercle  D , 

» «' 

stn  F im  = sin  -V  arc  ii  — — , 

1 2 r 


r étant  le  rayon  du  cercle.  Donc 

ii'  ii' 

sin  i F m — — X consl.,  ou  — — — — = const. 

2 r sin  1 r m 

c.  0 r.  n. 

Celte  proposition  se  transforme  en  une  relation  entre  les  deux 
angles  m FA,  «TFA  de  même  forme  que  celle  qui  a lieu  entre  les 
deux  arcs  jAt»,  jAm',  ou  j j,  -y<y'  (équat.6). 

INous  conclurons  d’abord  de  la  proposition  le  théorème  sui- 
vant : 


3311.  L'angle  que  la  conte  Fi  J ait  avec  ta  ligne  des  centri  s des 
deux  cercles  étant  représenté  par  <ji , et  l’angle  iF  m par  0 , il  existe 
entre  ces  deux  angles  la  relation 


\'r*  — c'  sin!i|( 
sin  9 


const., 


dans  laquelle  e représente  le. segment  DF  compris  entre  le  point  F 
et  le  centre  du  cercle  D sur  lequel  roule  la  tangente,  im. 

Cette  relation  n'est  autre  que  celle  du  lemme,  dans  laquelle  on 
remplace  la  corde  ii'  par  son  expression  en  fonction  de  l’angle  •]<. 
En  effet,  ap|>elant  Ds  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du 
cercle  D sur  la  corde  ii' , on  a 

il  — r7  — D:  = r’  — DF  . sin- 1|* , 
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ou 

» /'  . : 

— = yr’  — c-  sin’-i. 

L’équation  du  Icinme  devient  donr 


\r:  — c’  sin’iji 
sin  0 


— const . 


c.  o-  F- 

Pour  déterminer  la  constante,  on  peut  mener  la  tangente  au 
cercle  D,  par  le  point  A ; soient  « le  point  de  contact  et  v l’angle 
«FA  : pour  rette  tangente,  0 et  deviennent  égaux  à cet  angle  v; 
on  a donc 


y r’ — é1  sm’v 

— const.; 

sin  v 


et  d’après  cette  expression  de  la  constante,  la  relation  générale  de- 
vient 


(8) 


ÿr’ — c-  sin’^  yV’ — e’sin’ v 

sin  0 sinv 


C’est  cette  équation  qui  se  transforme  en  celle  que  nous  voulons 
obtenir  entre  les  deux  angles  m FA  , m FA'. 

053.  Appelons  a,  X'  ces  angles;  les  deux  iVm,  i F /»'  sont 
égaux  (701,  cor.  I)  ; de  sorte  qu’on  a 

a = + 6 , et  X'  = ^ — 9 ; 

sinX  sinX'  = sin’-|> — sin'8,  et  cosX .cosX'  = i — »in’\ji — sin’O. 

Or  l'équation  (8)  se  inet  sous  la  forme 

i — sin’i}> — sin’O-f-  (sin’4  — sin’  9)  1 1 — sin’v  j = t — 2 sin’v  = cos 2». 

On  a donc 

(g)  cosX  cosX'-t-  sin  X sin  X'  ^t  — sin’v  j = cos  2 v. 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Etant  ilnnnés  lieux  cercles  C,  D,  et  étant  pris  le  point  E’  qui  a 
la  même  polaire  ilans  ces  lieux  cercles , si  une  tangente  route  sur 
l’un  O et  rencontre  l’autre  C en  deux  points  m,  ni',  les  rayons 
vecteurs  menés  du  point  F h ces  deux  points  font  avec  la  ligne  des 
centres  deux  angles  X , X'  entre  lesquels  a lieu  une  relation  de  la 
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forint' 

cos  >.  cos  V -+-  A . sin  '*  sin  ).'  = B , 

A et  B étant  tlru-T  constantes. 

Les  expressions  géométriques  de  ces  constantes  se  trouvent  dans 
l’équation  (g).  Mais  celle  de  A n’a  pas  lu  meme  forme  que  le  coeffi- 
cient de  l’équation  (6).  La  valeur  qui  correspondrait  à ce  coeffi- 
cient serait  de  la  forme  y 1 — ^’sin’  ?.*•  Celle-ci  va  se  retrouver 
dans  le  théorème  suivant  : 

834 . Les  données  restant  les  mêmes  e/uc  dans  le  théorème  précè- 
dent, ‘si  la  tangente  au  cercle  D éprouve  un  déplacement  infiniment 
petit,  les  variations  des  deux  angles  1 , V,  représentées  par  d\, 
dV,  ont  entre  rites  la  relation 


En  effet , on  a , en  abaissant  la  perpendiculaire  Cq  sur  «M  , 


m M 

2 


sin’  1 , 


ou 


et  pareillement 


CF  . 

I ; sin’). 


CA 


ni  1\1 
3 CA 


m' M' 

2.  CA 


Il  faut  donc  prouver  que 


On  a 


Mais 


— — dV 
/TM  ~ m'  M'  ‘ 


dX  = n F m — 


mn  -+-  MN 
2.  CA 


mn  F m 
MN  = FM" 


(*»<*!, 
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et,  par  conséquent, 


Donc 


Pareillement 


mn  -f-  M N 
mn 


d\  = 


dV  =j 


F w + FM 
F m 

m M mn 

F m 2 . CA 

/«'  M'  m'n' 

1 F m'  2 . CA 


m M 
F ni 


Donc 


d"k  m M F m'  mn 

dV  m' M'  F m m' n' 


Soit  i le  point  d’intersection  des  deux  cordes  mm'.  ntf\  on  a 


mn  im 

m'  n’  im' 


(786  . 


Mais  i est  le  point  de  contact  de  la  corde  mm'  avec  le  cercle  ; donc 
les  deux  angles  i F m , i F m'  sont  égaux  (701,  cnr.  I ),  et  l’on  a 

im F m 

im'  F m' 


Et , par  conséquent , 


mn  F m 

rih'  ~ Fm'  ’ 


et  l’équation  précédente  devient 

ri  x »iM  <1  y 

dV  m'W  m M m' M' 


Ce  qu’il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 

83K.  Observation.  — De  ce  qui  a etc  dit  précédemment  (850), 
au  sujet  des  deux  équations  (6)  et  ('}),  on  conclut  que  l’équa- 
tion (g)  comporte  celle-ci, 


: io!  cos  i . cos  \'  -+-  sin  ).  sin  X 


cos  A . 


De  sorte  que  cette  équation  se  trouve  démontrée  d’une  seconde 
manière,  et  avec  le  coefficient  de  même  forme  que  dans  l’équa- 
tion (6)  ( * ). 

*'  f.t»  In'IIt  propriété  iln  * y * (ème  de  deu*  cercle*,  exprimée  par  l'équa- 
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5i)i 


1\  T i .nnsforma l ion  dos  fonctions  cllî|>tiffHcs 


!!."> 0 . I Relation  entre  les  angles  élémentaires  <1  q et  il  1 des  for- 
ai a les  prérédemi  s. 

Que  dans  l'expression  de  d\  trouvée  ei-dessus  (834),  on  rem- 

place  par  dy , on  aura 

d 's  m M d a ni  M 

df  7.  .Vin'  d i « F ni 

11.  Relation  entre  i — r1  sin’  ) y rt  ^ 1 — cj  sin’l,  où 
_ AA'  , _ CF_’ 

r’~ïôr'  r,~u' 


On  a ( 828 ) 


/ AA'  . i / nia  Vin 

V,“Âô-"nr  = Vâo  = âf’ 


paire  que 
Et 

Donc 


mp=VnL 

AO  — 1 ' 


v/ 


i — ^ • sin’  X — ^ ( 854 

CA  2 


V i — C sin ’ 7 » F ra  2 CA 

v't  — r’  sin’  > ~ «M  A F 

III.  Relation  entre  les  deujc  fonctions  elliptiques 

d(  jfj  d\ 

V- — - — et  ~7~^=~~ , . 

yi  — r’ sin’ -J®  y i — r;  sin’i 


lion  ((i),  est  «lue  à M.  Jacobi.  ( Voir  le  Journal  de  Ma  thématiques  de  M . Crellc, 
lomc  111 , page  376,  année  »8-.»8,  cl  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Lion- 
ville,  lomc  X,  page  435,  année  i84-r>.)  Le  second  théorème,  exprime  par 
l'équation  (10),  se  trouve  avec  diverses  autres  équations  semblables,  rela- 
tives à de»  système»  de  sections  coniques,  dans  mon  Mémoire  sur  la  con- 
struction des  amplitudes  des  fonctions  elliptiques . ; Voir  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  I Académie  des  Sciences . tome  \l\  , page  i:t5a.  année  i8|4 
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D'après  les  expressions  précédentes,  le  rapport  des  deux  fonc- 
tions est  égal  à 


AE 


M ' CA  I 


Ainsi 


2 CA 

rf(ïT) 


i -4-  c, 


dï  l -4-  r, 

\/ 1 — c J sin’X  * 


yt  — r'  sin’ jy 

IV.  Relation  entre  les  deux  angles  y et  X. 
On  a dans  le  triangle  CE  m , 


sin  m FC  ni  C 


CA  . 


■ ™ > 011  si”  * = ™ sin  (?  — X) , 

sin  C »/  E Cf  CE  ' T 

a 

siri  (y  — X)  = c,  sin  X. 

, , , /ÂÂ7  CF 

V.  Relation  entre  les  modules  i / — — et  — — » on  c et  c,. 

y AO  CA 


On  a 


/A  A' 

V ÂÔ"  — 


V CA 

CF’ 

’ + CÂ 


2 

i + r, 


En  effet,  cette  équation  devient 

, 4 — 

AA'  _ H CA 

ÂÔ"  ~ (CÂ  -+  CF)» 

CA 


4-CF.CA 
— — — 1 

AF 


AF  = 2.  AO.  CF. 

Or  cette  équation  résulte  de  l’équation  (9),  art.  08,  relative  au 
système  de  quatre  points  en  rapport  harmonique,  dans  laquelle 
on  suppose  «pie  le  point  arbitraire  m coineide  avec  le  point  e. 
Donc , etc. 


FIA. 
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fi<)3 


Aihhlion  au  n°  259  (page  182). 

Dans  la  démonstration  de  la  proposition  (259),  concer- 
nant les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques, 
on  suppose  que  ces  points  sont  réels.  Les  démonstrations 
suivantes  s'appliquent  indifféremment  aux  deux  cas  de  réa- 
lité et  d’imaginarité,  parce  que  les  points  doubles  n’y  en- 
trent que  par  les  rectangles  de  leurs  distances  à des  points 
fixes. 

Démonstration.  — Les  points  doubles  des  deux  divisions 
se  déterminent  par  l'équation 

— » 

nr — a a O.  ae  -+-  a I.  aa'  = o.  (IJW). 


Par  conséquent,  on  a 

ne .af  =r  a\  .an' . 

On  a pareillement , à l’égard  d’une  origine  b',  prise  dans 
la  seconde  division , 


Donc 


b'e.b'f  = b'J'.b'b. 

ne.af  al.na' 
b'e.b'f  ~ b'V  . b' b 


Mais  les  quatre  points  a , 6, 1,  oc  ont  leur  rapport  anliar- 

monique  égal  à celui  des  quatre  a',  b',  oo  J';  ce  qui  donne  la 

. al  ab  . , 

proportion  77—  = 7—-  Il  vient  donc 
b X ha 


ne.af  ab.aa' 

b'e.b'f  b'h.b'a' 

Et  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  a,  b'  ; A,  a'  et 
e,f  sont  en  involution. 

Autrement.  Que  l’on  suppose,  dans  l’équation  (4), 
art.  158,  que  le  point  a coïncide  avec  b . et  le  point  <!'  avec  c; 

38 
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de  sorte  que  h et  c de  la  première  division  restent  arbi- 
traires; l'équation  devient 

b'm.b'm'  b'b.c’b' 

; h •••  H 7 — -, — = o. 

cm . cm  cb . cc 

Et  les  points  doubles  se  déterminent  par  l’équation  du  second 
degré 

b'e\  b'b.bc' 

=rr\  -f-  • • • H j — — o . 

‘ cb.ee 

ce 

On  a doue 

# b'c.b'f b'b.b'c' 

ce.cf  cb.ee' 

Equation  qui  prouve  qui:  les  trois  roupies  b\  c;  b , c'  et  e,J 
sont  en  involution.  Donc,  etc. 
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Page  80,  ligne  11  ; au  lieu  de  AH,  lise:  y.  £. 

Page  80 , ligne  \i;  au  heu  de  AC , lisez  uy. 

Page  90,  art.  127;  au  lieu  de  La  formule  (6),  lisez  La  formule  (7}. 

Page  118,  n°  171  ; ajou  tez  (Jig.  39). 

Page  rj 6,  ligne  !\\  au  lieu  Je*  Et  en  supposant  l’axe  C perpendiculaire  u 
A , lisez  Si  l’axe  C est  perpendiculaire  à A,  il  vient 

tang  (A,  E)  = ±r*^ — 1 , 
et 

Page  ?r»6,  ligne  4 en  remontant;  au  lieu  de  « dans  laquelle  on  considère 
les  distances  des  points  du  quadrilatère  •,  lisez  concernant  les 
distances  des  sommets  et  des  points  de  concours  du  quadrilatère. 

Page  Si 8,  ligne  5;  au  lieu  de  M.  lisez  ni. 

Page  3l8,  dans  l'équation;  au  lieu  de  ( ~ : 

\ * M c p 

Page  33a,  art.  4*57,  ligne  7 et  dans  les  deux  équations  au-dessous , rempla- 
cez  p par  pt. 

Page  .533,  équation  [g),  remplacez  p par  px. 

Page  333,  ligne  t»  du  premier  alinéa,  les  points  a , h,.  . * et  0;  lisez  pt  au 
lieu  de  o. 

Page  334,  art.  4C0;  dans  les  équations,  remplace:  y par  ©,. 
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